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▲❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡❛✉① à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s s♦❧s✭♣❛r
♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✮✳▲✬❡❛✉ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❛î♥❡ ❛✈❡❝ ❡❧❧❡ ❞❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❣r♦ss❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡t
❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡✛❡t ❛❜r❛s✐❢ s✉r ❧❡ t❡rr❛✐♥✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧s
✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐sés ✭r♦✉t❡s✱ st❛t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉t♦♠♦❜✐❧❡✱ ③♦♥❡s ❜ât✐❡s✱ ❡t❝✳✮ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉① ❞é♣❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ à ❞❡s ❝r✉❡s ✈✐♦❧❡♥t❡s
❡t ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❧❧❡❝t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ❡t ❞✬✐♥♦♥❞❛t✐♦♥ ❡♥ ❛✈❛❧✳
❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❛♥s ❧✬❛♠é♥❛❣❡♠❡♥t ✉r❜❛✐♥✳ ▲❡
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛❣❣r❛✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧❧✉t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧✬❛❣r✐❝✉❧t✉r❡ ✿
❧❡s ❡♥❣r❛✐s ❡t ❛✉tr❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s♦♥t ❡♥tr❛î♥és ✈❡rs ❧❡s ❝♦✉rs ❞✬❡❛✉✱ ♣✉✐s
✈❡rs ❧❛ ♠❡r✳

▲❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ♠ér✐t❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬② ✐♥tér❡ss❡✳ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱
♦ù ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✬❡❛✉ ❡st ♣❡✉ é♣❛✐ss❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ✿ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s s♦♥t
❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t à ❧❛ ✜♥ ❞✉
❞✐① ♥❡✉✈✐è♠❡ s✐è❝❧❡ ♣❛r ❏❡❛♥✲❈❧❛✉❞❡ ❆❞❤é♠❛r ❇❛rré ❝♦♠t❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❢✉t ❛❞♠✐s à ❧✬â❣❡ ❞❡ ✶✺ ❛♥s à ❧✬❊❝♦❧❡ P♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡t ❡♥tr❛ ❡♥s✉✐t❡
à ❧✬❊❝♦❧❡ ❞❡s P♦♥ts ❡t ❈❤❛✉ssé❡s ❞♦♥t ✐❧ s♦rt✐t ♣r❡♠✐❡r ❡♥ ✶✽✷✺✳ ■❧ ♣rés❡♥t❛ ❡♥ ✶✽✸✹
❞❡✉① ét✉❞❡s à ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s✱ s✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡s ✢✉✐❞❡s✳ ❆♣rès ✉♥❡ ❝❛rr✐èr❡ ❛✉ ❙❡r✈✐❝❡ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❱✐❧❧❡ ❞❡ P❛r✐s✱ ✐❧ ❝♦♥s❛❝r❛
s❛ r❡tr❛✐t❡ à s❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ❡♥tr❛ à ❧✬❆❝❛❞é♠✐❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❡♥ ✶✽✻✽✳
■❧ ♠♦✉r✉t ❡♥ ❥❛♥✈✐❡r ✶✽✽✻✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❛♣♣❡❧é❡s ✧❞❡ ❇❛rré ❞❡ ❙❛✐♥t✲
❱❡♥❛♥t✧✱ ♣✉❜❧✐é❡s ❡♥ ✶✽✼✶✱ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞✬✉♥❡ ❡①trè♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❡♥
❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ♠❛r✐t✐♠❡ ♦✉ ✢✉✈✐❛❧❡✱ ❡❧❧❡s ré❣✐ss❡♥t ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡♥
❡❛✉① ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s✱ ❞✬♦ù ❧❡✉r ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❛✐s❡ ✧s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✧✳ ❖♥ ❧❡s
♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡s✳

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❡✉r ✈❛❧✐❞✐té ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❡✉r ❡✣❝❛❝✐té ♥✉♠ér✐q✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t
r❡❝♦♥♥✉❡s✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ très ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛❝t✉❛❧✐té ✿ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♣♦❧✲
❧✉t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡✱ ❝❛t❛str♦♣❤❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✱ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❧✐♠❛t✐q✉❡✱ r✉♣t✉r❡ ❞❡
❜❛rr❛❣❡✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠❛ré❡s✱ ét✉❞❡ ❞❡s ❝r✉❡s✱ sé❞✐♠❡♥t♦❧♦❣✐❡✳✳✳

P♦✉r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ t♦✉t❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ✈r❛✐❡ ❣r❛♥❞❡✉r r❡st❡ ❞✐✣❝✐❧❡✱ ✈♦✐r❡
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ à ré❛❧✐s❡r✳ P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s✱ ✉♥❡ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛✲
♥✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛îtr✐s❡ ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été
❛ss✉ré❡ ♣❛r ❞❡s ♠❛q✉❡tt❡s ❡t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❀ ♠❛✐s ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✐❧s
♦♥t ❝é❞é ❞✉ t❡rr❛✐♥ ❢❛❝❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✳

❈❡s ❞❡r♥✐❡rs t❡♠♣s✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ s✬❡st ✐♠♣♦sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❢♦♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ♣♦✉r ❧✬❤②❞r❛✉❧✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❢❛✈♦r✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ très
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣♦s❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❞♦♥t
✈♦✐❝✐ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ✿

✕ ✧❙è❝❤❛❣❡✧✱ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ s✬❛♥♥✉❧❡✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é❣é♥èr❡♥t✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥s
s❝❤é♠❛s ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♥é❣❛t✐✈❡s ❀

✷



✶ ❈❖◆❚❊❳❚❊ ❉❯ ❙❚❆●❊

✕ ✧❚❡r♠❡s s♦✉r❝❡s✧✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧✬❛❧✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❡❛✉ ♣❛r ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s s❝❤é♠❛s éq✉✐❧✐❜r❡ ✭♦✉ ✏✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞✑✮
q✉✐ ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈❡s s❝❤é♠❛s ♦♥t été ❝♦❞és ❡♥ ❢♦rtr❛♥ ❡t ❧❡s ❝♦❞❡s
♦♥t été ✈❛❧✐❞és s✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s t❡st✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦rtr❛♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t
♣❛s ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♠♦❞✉❧❛r✐té✳ ❆✐♥s✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♠♦♥ st❛❣❡ ❡✛❡❝t✉é à ▲✬■◆❘❆
❞✬❖r❧é❛♥s✱ ❥✬❛✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❝♦❞❡ ❝✰✰ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉✳

✶ ❈♦♥t❡①t❡ ❞✉ st❛❣❡

✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡

▲✬■◆❘❆✱ ■♥st✐t✉t ◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❆❣r♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❡st ✉♥ ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t
à ❝❛r❛❝tèr❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡t t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡✳ ❈réé ❡♥ ✶✾✹✻✱ ✐❧ ❡st s♦✉s ❧❛ t✉t❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉①
♠✐♥✐stèr❡s ✿ ❧❡ ♠✐♥✐stèr❡ ❝❤❛r❣é ❞❡ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧❡ ♠✐♥✐stèr❡ ❝❤❛r❣é ❞❡ ❧✬❆❣r✐❝✉❧✲
t✉r❡✳

▲❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❧✬■◆❘❆ ❝♦♥s✐st❡♥t à ✿

✕ ÷✉✈r❡r ❛✉ s❡r✈✐❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥térêt ♣✉❜❧✐❝ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❡s
❡①✐❣❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❞❡ ❧❛ s♦❝✐été ❀

✕ ♣r♦❞✉✐r❡ ❡t ❞✐✛✉s❡r ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ❞❡s ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥s✱ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❞❡ ❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ❀

✕ ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❧✬❡①♣❡rt✐s❡✱ à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ à ❧❛ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝✉❧t✉r❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
❡t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛✉ ❞é❜❛t s❝✐❡♥❝❡✴s♦❝✐été✳

▲✬■◆❘❆ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❡♥ ✿

✕ ✶✹ ❞é♣❛rt❡♠❡♥ts ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t♦✉❝❤❛♥t ❧✬❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❧✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t ❀

✕ ✷✶ ❝❡♥tr❡s ré❣✐♦♥❛✉① ré♣❛rt✐s ❡♥ ♣rès ❞❡ ✷✵✵ s✐t❡s ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ ❋r❛♥❝❡ ❀
✕ ✹✼✵ ✉♥✐tés ❞♦♥t ✷✻✵ ✉♥✐tés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ✽✵ ✉♥✐tés ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❡t ✶✸✵ ✉♥✐tés
❞✬❛♣♣✉✐ ❡t ❞❡ s❡r✈✐❝❡✳

▲❡ ❝❡♥tr❡ ■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s ❛ été ✐♥❛✉❣✉ré ❡♥ ✶✾✼✼ s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞✬❆r❞♦♥✳ ▲❡ ♣❡rs♦♥♥❡❧
s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✵ ❛❣❡♥ts t✐t✉❧❛✐r❡s ré♣❛rt✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✸✽✪ ❞❡
❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ✐♥❣é♥✐❡✉rs✱ ✹✾✪ ❞❡ t❡❝❤♥✐❝✐❡♥s ❡t ✶✸✪ ❞✬❛❣❡♥ts ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢s✳ ❆ ❝❡❧❛✱
s✬❛❥♦✉t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✺✵ ❛❣❡♥ts ♥♦♥ t✐t✉❧❛✐r❡s ✿ ❞♦❝t♦r❛♥ts✱ st❛❣✐❛✐r❡s ✳✳✳

❙✐t✉é à ♣r♦①✐♠✐té ❞✉ q✉❛rt✐❡r ❞✬❖r❧é❛♥s✲▲❛ ❙♦✉r❝❡ s✉r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❞✬❆r❞♦♥
❡t ❞❡ ❙t ❈②r ❡♥ ❱❛❧✱ ❧❡ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❖r❧é❛♥s s✬ét❡♥❞ s✉r ✻✸ ❤❛ ❞♦♥t ✸✺
❤❛ ❞❡ ♣é♣✐♥✐èr❡✱ ❡t ❝♦♠♣t❡ ♣rès ❞❡ ✽✺✵✵ ♠2 ❞❡ ❜✉r❡❛✉① ❡t ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡s ✭s✐t❡ ❤tt♣✿

✴✇✇✇✳♦r❧❡❛♥s✳✐♥r❛✳❢r✮✳

▲✬■◆❘❆ ❞✬❖r❧é❛♥s ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ ✺ ✉♥✐tés ❞♦♥t ❧✬✉♥✐té ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❙❝✐❡♥❝❡
❞✉ ❙♦❧ ✭❯❘✵✷✼✷✮ ♦ù ❥✬❛✐ ❡✛❡❝t✉é ♠♦♥ st❛❣❡✳

▲✬❯♥✐té ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❙❝✐❡♥❝❡ ❞✉ ❙♦❧ ❞✬❖r❧é❛♥s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡
éq✉✐♣❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ✷✻ ♠❡♠❜r❡s ♣❡r♠❛♥❡♥ts✱ ❞♦♥t ✼ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ✻
✐♥❣é♥✐❡✉rs✳ ❊❧❧❡ ❛❝❝✉❡✐❧❧❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✺ ❞♦❝t♦r❛♥ts ♦✉ ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛♥ts ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡
❡t ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❛ss♦❝✐és✳ ▲✬❯♥✐té ❛ été ❝réé❡ ❡♥ ✷✵✵✵ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❙❡r✈✐❝❡ ❞✬❊t✉❞❡
❞❡s ❙♦❧s ❡t ❞❡ ❧❛ ❈❛rt❡ Pé❞♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ✭❙❊❙❈P❋✮✳

❙❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❣❛♥✐sé❡s ❡♥ tr♦✐s ❛①❡s

✸

http:/www.orleans.inra.fr
http:/www.orleans.inra.fr


✶✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ✶ ❈❖◆❚❊❳❚❊ ❉❯ ❙❚❆●❊

❋✐❣✳ ✶✿ P❧❛♥ ❞✉ s✐t❡ ✲ ❉❡ss✐♥ ❝© ■♥r❛✱ ❖✳ ❇❡rt❡❧

❋✐❣✳ ✷✿ ❱✉❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ✲ P❤♦t♦ ✿ ❝© ■◆❘❆ ❏✳✲❈✳ ❇❛st✐❡♥ ✫ ❖✳ ❇❡rt❡❧

✹



✶ ❈❖◆❚❊❳❚❊ ❉❯ ❙❚❆●❊ ✶✳✷ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

✕ ♣é❞♦❣❡♥ès❡ ❡t é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♦❧s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬✉s❛❣❡ ❡t ❞❡
❝❧✐♠❛t ❀

✕ str✉❝t✉r❡✱ ♣r♦♣r✐étés ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛❝t✉❡❧ ❞❡s s♦❧s ❀
✕ ✈❛❧♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❞❡s s♦❧s✳
▲✬❯♥✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡s s✉r ❧❡

t❡rr❛✐♥ ❛✈❡❝ ❞❡s s✐t❡s ❝❤♦✐s✐s ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❣r❛♥❞s s②stè♠❡s ♣é❞♦❧♦❣✐q✉❡s✱
❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s s♦✉s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦♥trô❧é❡s ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡ ❛ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ✉♥ s✐♠✉❧❛t❡✉r ❞❡ ♣❧✉✐❡ éq✉✐♣é ❞❡ ❜❛❝s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡
✭✶✵ ♠2✮ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ♠❡t ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ s✉r ✉♥ t❡rr✐t♦✐r❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡s ❝✉❧t✉r❡s
✭✶✵ ❦♠2✮✱ ✉♥ s✐t❡✲❛t❡❧✐❡r ❞❡ s✉✐✈✐ s♣❛t✐❛❧✐sé ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s
s♦❧s ✭❤②❞r♦✲t❤❡r♠✐❡ ❡t é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❣❛③ à ❡✛❡t s❡rr❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ❛❣r✐✲
❝♦❧❡s✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧✐sé ❞❡s s♦❧s✱ à
❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r s♦♥ s❛✈♦✐r✱ t❡st❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t tr❛♥s❢ér❡r s❡s
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ✉♥ s❛✈♦✐r✲❢❛✐r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❣é♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❣é♦st❛t✐st✐q✉❡s✳

✶✳✷ ❈♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

▲❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s s♦❧s ❝✉❧t✐✈és ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s ✿ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡s é♣❛✐ss❡✉rs ❞❡ s♦❧ ♣❛r ér♦s✐♦♥✱ ♣❡rt❡s
❡♥ ♥✉tr✐♠❡♥ts✱ ✳✳✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛♠é♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡s ❜❛ss✐♥s ✈❡rs❛♥ts✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❖r✱ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ❛ss❡③ ✐♥❡✣❝❛❝❡s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✳

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛❣r✐❝♦❧❡✱ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❡♠♣✐r✐q✉❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s✐❧❧♦♥s✲t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ét❛✐t ❞ét❡r♠✐♥❛♥t❡ s✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✿
♣♦✉r ❞❡s ❢❛✐❜❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉✐t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡s s✐❧❧♦♥s ✭✜❣✳ ✸ ✕ ❝❛s
✷✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ❞❡ ❢♦rts é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❧❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t s✉✐t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ♣❡♥t❡ ✭✜❣✳ ✸ ✕ ❝❛s ✶✮✳ P❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ s✉r ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝❡
♣❤é♥♦♠è♥❡ ♥✬❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❤②❞r♦❧♦❣✐q✉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s q✉✬à
tr❛✈❡rs ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡ ❧♦✐ ❞❡ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥✳

❋✐❣✳ ✸✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ t♦✉t ♦✉ r✐❡♥

❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ ▼❊❚❍❖❉❊✶✭♥é ❡♥ ✷✵✵✼✮✱ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
s✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✜♥❛❧ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✲s✐❧❧♦♥s ❞❛♥s ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡✳

✶▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❊❝♦✉❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ❚♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❍étér♦❣é♥é✐tés ❖r✐❡♥té❡s ❡t ❞❡s
❉✐✛ér❡♥❝❡s ❞✬❊❝❤❡❧❧❡

✺



✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❞✉ st❛❣❡ ✷ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t à ❝❡ ♣r♦❥❡t✱ ❥❡ ♣ré♣❛r❡ ✉♥❡ t❤ès❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛✉ ▼❆P▼❖✷

✭❯▼❘ ❈◆❘❙ ✻✻✷✽✮✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬■◆❘❆✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡
ré❛❧✐s❡r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ▲❡
♠♦❞è❧❡ q✉❡ ❥✬✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❝❡❝✐ ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳ ❈❡ s②stè♠❡ ♥✬❛❞♠❡t
♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t
été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ s❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s✱
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ▼❛❝ ❈♦r♠❛❝❦✱ ♣❡✉✈❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♥✉♠ér✐q✉❡s
❡t ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥
s❝❤é♠❛ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s✱ ❞✐t ✏éq✉✐❧✐❜r❡✑ ✭✏✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞✑✮ ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛✲
t✐q✉❡✳ ❖✉tr❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉✱ ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳

✶✳✸ ❖❜❥❡❝t✐❢s ❞✉ st❛❣❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ st❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❡♥ ❈✰✰ ♣♦✉r ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❛❣❡s ✿ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉①
♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✳✳✳ ❧❡✉r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦❜❥❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰✳

❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✱ ❥❡ ❞é❝r✐r❛✐ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✉t✐❧✐sé✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
♥✉♠ér✐q✉❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❡①✐st❛♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
♣❛rt✐❡✱ ❥❡ ❞é❝r✐r❛✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ s❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳

✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

xO

h(t,x)

z(x)

u(t,x)

z+hz

❋✐❣✳ ✹✿ ❙❝❤é♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r ❞❡s
s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✭❞ér✐✈é ❞❛♥s ❬●❡r❜❡❛✉✵✵❪✮✳ ❈✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✲
✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s q✉✐ ❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❬❊st❡✈❡s✵✵✱ ❋✐❡❞❧❡r✵✵❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ✐❧ ❞é❝r✐t ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡❛✉ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡

✷▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ P❤②s✐q✉❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✬❖r❧é❛♥s

✻



✷ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚ ✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t

❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h(t, x, y) ≥ 0 ❡t ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥ ~u(t, x, y) =
(

u
v

)

∈ R
2

✭❛✈❡❝ x ❡t y ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t ❧❡ t❡♠♣s✮✳







∂th + ∂x(hu) + ∂y(hv) = P
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) + ∂y(huv) = Sfx − gh∂xz
∂t(hv) + ∂x(huv) + ∂y(hv2 + gh2/2) = Sfy − gh∂yz

, ✭✶✮

♦ù g ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ P ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡✱ ~Sf ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t
z(x, y) ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❡st ♥é❣❧✐❣é❡✳ P♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✜❣✳ ✹✮✭❧❡ ❝❛s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♥✬❡♥ ❡st q✉✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ▲❡
s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣r❡♥❞ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠❡

{

∂th + ∂x(hu) = P
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = Sf − gh∂xz

, ✭✷✮

◆♦t♦♥s U =
(

h
hu

)

❡t F (U) =
( hu

hu2+ gh2

2

)

♣♦✉r ❧❡ ✢✉①✳

❈❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡

∂tU + A(U)∂xU = S, ✭✸✮

❛✈❡❝

A(U) =

(

0 1
−u2 + gh 2u

)

,

❞♦♥❝

❞❡t(A(U)− λI) = λ2 − 2uλ + u2 − gh = (λ− u)2 − gh.

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t

λ1(U) = u−
√

gh ❡t λ2(U) = u +
√

gh.

❙✐ h > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s λ1(U) < λ2(U)✳ ❉♦♥❝ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s ③♦♥❡s sè❝❤❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st ✉♥ s②stè♠❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡✳

❙♦✐t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ c =
√

gh✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs

λ1(U) = u− c ❡t λ2(U) = u + c.

❈❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✐s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿
✕ s✐ |u| < c✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ✢✉✈✐❛❧ ❀
✕ s✐ |u| > c✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t t♦rr❡♥t✐❡❧ ❀
✕ s✐ |u| = c✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❞✐t ❝r✐t✐q✉❡✳
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s②stè♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✭❝✳à✳❞✳ S = 0 ❞❛♥s ✭✸✮✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s✉✐✈❛♥t

{

∂th + u∂xh + h∂xu = 0
∂tu + g∂xh + u∂xu = 0

, ✭✹✮

✼



✷✳✶ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ✷ ❊❚❆❚ ❉❊ ▲✬❆❘❚

❈♦♠♠❡ h = c2/g✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

∂t(2c) + u∂x(2c) + c∂xu = 0, ✭✺✮

❡t
∂tu + c∂x(2c) + u∂xu = 0. ✭✻✮

▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✭✺✮ ❡t ❞❡ ✭✻✮ ❞♦♥♥❡

∂t(u + 2c) + (u + c)∂x(2c + u) = 0,

❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
d(u + 2c)

dt
= 0 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ u + 2c = Cte s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C+ ❞✬éq✉❛t✐♦♥

dx

dt
= u + c✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ✭✺✮ ❡t ❞❡ ✭✻✮ ❞♦♥♥❡

∂t(2c− u) + (u− c)∂x(2c− u) = 0,

❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
d(u− 2c)

dt
= 0 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ u− 2c = Cte s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ C− ❞✬éq✉❛t✐♦♥

dx

dt
= u− c✳

u+2
√

gh✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t u− 2
√

gh✮ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❧✬♦♥❞❡ u +

√
gh ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à u−

√
gh✮✳

◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ✭O, x, t)✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬❛①❡ ❞❡s x ❡st ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✭❞♦♥❝
u > 0✮✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u + c > 0✱ ❛❧♦rs q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s u > 0✱ ❞♦♥❝ u + c > 0✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ C+ ❞❡s❝❡♥❞ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t✳

O

t

x

C
+

C-

✭❛✮

O

t

x

C
+

C-

✭❜✮

O

t

x

C
+

C-

✭❝✮

❋✐❣✳ ✺✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ✭❛✮ ✢✉✈✐❛❧✱ ✭❜✮ t♦rr❡♥t✐❡❧ ❡t
✭❝✮ ❝r✐t✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧ ✭u < c✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u − c < 0✳ ▲❛ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ C− r❡♠♦♥t❡ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✭✜❣✳ ✺❛✮✳ ❉♦♥❝ ✉♥❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡
r❡♠♦♥t❡ ❡t ❞❡s❝❡♥❞ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t✳
P♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t t♦rr❡♥t✐❡❧ ✭u > c✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u− c > 0✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ C−

❞❡s❝❡♥❞ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✭✜❣✳ ✺❜✮✳ ❉♦♥❝ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s r❡♠♦♥t❡r ❧❡ ❝♦✉r❛♥t✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✭u = c✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s u − c = 0✳ ▲❛ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ C− ❡st st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ✭✜❣✳ ✺❝✮✳ ❉♦♥❝ ✐❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
r❡♠♦♥t❡r ❧❡ ❝♦✉r❛♥t✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥
✈♦♥t êtr❡ ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ♣r❡s❝r✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s✐ ❧❡s ❜♦r❞s s♦♥t ❧✐q✉✐❞❡s✳

✽



✸ ▼➱❚❍❖❉❊ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ✷✳✷ ❈♦❞❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s

P♦✉r ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ s❛♥s ❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t s❛♥s ♣❧✉✐❡✳
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s

h + z = Cte, u = 0.

❈✬❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✭❧❛ ✢❛q✉❡
❞✬❡❛✉ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✉ r❡♣♦s✮✳
❉❡♣✉✐s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ●r❡❡♥❜❡r❣ ❡t ▲❡r♦✉① ❬●r❡❡♥❜❡r❣✾✻❪✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s♦♥t ❛♣♣❡❧és s❝❤é♠❛s éq✉✐❧✐❜r❡ ✭♦✉ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞✮✳ ❆ ❝❡❧❛
s✬❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té à ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬❡❛✉ t♦t❛❧❡ ❡t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs
❞✬❡❛✉ ♣♦s✐t✐✈❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ q✉❡
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✈ér✐✜❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡ ❛✈❡❝ r❡❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❆✉❞✉ss❡✵✹❜❪✱ ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪ ❡t ❬▼❛r❝❤❡✵✺❪✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❞❡s à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
❛✈❛♥t ❧❡ st❛❣❡✳

✷✳✷ ❈♦❞❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s

❉❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❢♦rtr❛♥ ✼✼ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❛ été ✈❛❧✐❞é s✉r ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s t❡sts ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t
▼❊❚❍❖❉❊✱ ❞❡✉① st❛❣❡s ♦♥t ❡✉ ❧✐❡✉ ❛✉ ❇❘●▼✳ ▲❡s st❛❣✐❛✐r❡s ✭▼♦❤❛♠❡❞ ❊❧ ❇♦✉❛❥❛❥✐
❡♥ ✷✵✵✼ ❬❊❧❇♦✉❛❥❛❥✐✵✼❪ ❡t ▼❛r✐❡ ❘♦✉ss❡❛✉ ❡♥ ✷✵✵✽ ❬❘♦✉ss❡❛✉✵✽❪✮ ♦♥t ❣é♥ér❛❧✐sé
♠♦♥ ❝♦❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❡♥ ❢♦rtr❛♥ ✾✵✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ✐❧s ♦♥t ❛❥♦✉té ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥✜❧tr❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡❛✉✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛ ❛✉ss✐ été s♦✉♠✐s à ✉♥❡ ❜❛tt❡r✐❡ ❞❡ t❡sts✳ ▲❛
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❡s s✬❡st ❢❛✐t❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❣❢♦rtr❛♥✳ ❈❡s ❝♦❞❡s ♦♥t
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡s à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s ♦♥t ❞❡ ❣r♦s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
♠♦❞✉❧❛r✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❥♦✉❡r s✉r ❞✐✛ér❡♥ts
♣❛r❛♠ètr❡s ✿ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✳✳✳ P♦✉r ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t✱ ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ♦❜❧✐❣és ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❆ ❝❡❧❛ s✬❛❥♦✉t❡ ❞❡s t❡sts
r❡❞♦♥❞❛♥ts ✭❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳✳✳✮✳ ▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝✰✰ ❞❡✈r❛ ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡s ❧✐♠✐t❡s✳

❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❡t ❛♥❛❧②s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡
✉t✐❧✐sé❡ ❛✜♥ ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❝❡❧❛ ♣♦s❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

✸ ▼ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡

✸✳✶ ❙❝❤é♠❛ ❛✈❡❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡

❆s♣❡❝ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡
{

∂th + ∂x(hu) = 0
∂t(hu) + ∂x(hu2 + gh2/2) = −gh∂xz

, ✭✼✮

♥♦✉s ❛♣♣r♦❝❤♦♥s s❡s s♦❧✉t✐♦♥s

U(t, x) ∈ R
+ × R ❛✈❡❝ x ∈ R ❡t t > 0,

✾
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♣❛r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✐s❝rèt❡s

Un
i =

(

hn
i

hn
i u

n
i

)

❛✈❡❝ i ∈ Z ❡t n ∈ N.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t > 0, ❝♦♥st❛♥t ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s t❡♠♣s ❞✐s❝r❡ts
♣❛r tn = n.∆t ❛✈❡❝ n ∈ N✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s q✉✐ ❡st ❜❛sé❡
s✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡
❡♥ ❝❡❧❧✉❧❡s ♦✉ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s ✭✜❣✳ ✻✮

Ci =]xi−1/2, xi+1/2[,

❝❡♥trés s✉r

xi =
xi−1/2 + xi+1/2

2
,

❡t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r

∆xi = xi+1/2 − xi−1/2 > 0,

♣✉✐s ♥♦✉s ✐♥tè❣r♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥s✐❞éré s✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡t s✉r ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
[tn, tn+1[×]xi−1/2, xi+1/2[✳ ❆♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❧❡s ♠♦②❡♥♥❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s✉r ❝❤❛q✉❡
❝❡❧❧✉❧❡

Un
i ≃

1

∆xi

∫

Ci

U(tn, x)dx.

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭❡t ❞♦♥❝ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✮ ❡t ❞❡s

t

x

x_j x_(j+1)x_(j−1)

t^n

x_(j−1/2) x_(j+1/2)

t^(n+1)

❋✐❣✳ ✻✿ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s

t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞s ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ✢✉① é❝❤❛♥❣és ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉r
❢r♦♥t✐èr❡ ♦✉ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ✢✉① s♦rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❡st é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ q✉✐ r❡♥tr❡
❞❛♥s ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ ✭✜❣✳ ✼✮✱ ❞✬♦ù ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐❢✳

❆ ❧✬♦r❞r❡ ✶ ✭♣❧✉s ❧✬♦r❞r❡ ❡st é❧❡✈é✱ ♣❧✉s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ♣ré❝✐s✮✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛✉①
✈♦❧✉♠❡s ✜♥✐s s✬é❝r✐t

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆xi

(F n
i+1/2G − F n

i−1/2D) = 0

✶✵
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x

x
ix

i−1
x

i1O

U t
n
, x 

U
i−1

n
U

i

n
U

i1

n

F
i1 / 2F

i−1 / 2

❋✐❣✳ ✼✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ✢✉① ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s

❛✈❡❝

F n
i−1/2D = FD(Un

i−1, U
n
i , ∆zi−1/2)

= F(Un
i−1/2G, Un

i−1/2D) + Si−1/2D

F n
i+1/2G = FG(Un

i , Un
i+1, ∆zi+1/2)

= F(Un
i+1/2G, Un

i+1/2D) + Si+1/2G

❛✈❡❝
∆zi+1/2 = zi+1 − zi,

F ❡st ✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ à ♣ré❝✐s❡r ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ s♦✉r❝❡

Si+1/2G − Si−1/2D =

(

0

g
(hn

i )2−(hn
i+1/2G

)2

2

)

−
(

0

g
(hn

i )2−(hn
i−1/2D

)2

2

)

=

(

0

g
(hn

i−1/2D
)2−(hn

i+1/2G
)2

2

)

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U
␇G ❡t U

␇D s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U

␇







Ui+1/2G = (hi+1/2G, hi+1/2Gui), Ui−1/2D = (hi−1/2D, hi−1/2Dui)
hi+1/2G = (hi + zi −max(zi, zi+1))+

hi−1/2D = (hi + zi −max(zi−1, zi))+

,

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈ér✐✜❡♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ (␇)+ = max(0, ␇) ❛ss✉r❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡
❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❆✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡
ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♠♦♥té❡ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✳

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛♥s♣♦s❛❜❧❡ ❡♥ ❝♦❞❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡❝♦✉rs à ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s ♣♦✉r ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i ❡t n ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s ♣♦✉r
❧❡s ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ∆x ❡t ❞❡ t❡♠♣s ∆t✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✿

✶✶
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✕ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ zi ❀
✕ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ h0

i ❛✉ t❡♠♣s n = 0 ❀
✕ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ u0

i ❛✉ t❡♠♣s n = 0
♣♦✉r i = 1 à J ✱ ♦ù J ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♠❛✐❧❧❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡s✳

❱✐❛ ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡✱ ✢✉① ✳✳✳✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛♣rès M ✐tér❛✲
t✐♦♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s♦rt✐❡s ❛✉ t❡♠♣s M ✿

✕ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ hM
i ❛✉ t❡♠♣s n = M ❀

✕ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ uM
i ❛✉ t❡♠♣s n = M ✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ré❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs
♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡ ❧❡s é❝r❛s❡r ♣❛r ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ s♦✐♥ ❞❡ ❧❡s
s❛✉✈❡❣❛r❞❡r s✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡s✮✳
▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ✭t❛❜✳ ✶✮ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s✳ ▲❡s
❡♥tré❡s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❡♥
s♦rt✐❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡❝♦♥str✉✐t❡s ✭hg❴rec ❡t hd❴rec✮✳

hydrostatique
✕ hg❴rec
✕ hd❴rec
✰ calcul(double, double, double, double) : void
✰ get❴hg() : double
✰ get❴hd() : double
hydrostatique()

❚❛❜✳ ✶✿ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
✳

✸✳✷ ❙❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✷

❆s♣❡❝ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ♥♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ✿
✕ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣ré❝é❞❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❀
✕ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Ui, zi)i∈Z s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (Ui+1/2±,zi+1/2±)i∈Z

♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡
s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✳

❆✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ t❡r♠❡
s♦✉r❝❡ ❝❡♥tré Fci✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Un+1
i − Un

i +
∆t

∆xi

(F n
i+1/2G − F n

i−1/2D − Fcn
i ) = 0

❛✈❡❝

F n
i−1/2D = FD(Un

i−1/2−, Un
i−1/2+, ∆zn

i−1/2)

F n
i+1/2G = FG(Un

i+1/2−, Un
i+1/2+, ∆zn

i+1/2)

Fcn
i = Fc(Un

i−1/2+, Un
i+1/2−, ∆zn

i )

✶✷
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♦ù
∆zn

i+1/2 = zn
i+1/2+ − zn

i+1/2− ❡t ∆zn
i = zn

i+1/2− − zn
i−1/2+ ✭✽✮

FD ❡t FG s♦♥t ❧❡s ✢✉① ❞é✜♥✐s à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t

Fcn
i =

(

0

−g
hn

i−1/2+
+hn

i+1/2−

2
∆zn

i

)

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U
␇G ❡t U

␇D s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ à ♣❛rt✐r
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s U

␇− ❡t U
␇+







Ui+1/2G = (hi+1/2G, hi+1/2Gui+1/2−), Ui−1/2D = (hi−1/2D, hi−1/2Dui−1/2+)
hi+1/2G = (hi+1/2− + zi+1/2− −max(zi+1/2−, zi+1/2+))+

hi−1/2D = (hi−1/2+ + zi−1/2+ −max(zi−1/2−, zi−1/2+))+

,

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s (U
␇±, z

␇±)✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s u✱ h✱ z + h ❡t ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ z✳
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❬❆✉❞✉ss❡✵✹❜❪ ❡t ❬❆✉❞✉ss❡✵✹❝❪ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r h
❡t z + h ❝❛r ❝✬❡st ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❡s ét❛ts ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛
♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ h ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ✭✈♦✐r ❬❆✉❞✉ss❡✵✹❜❪ ❡t ❬❆✉❞✉ss❡✵✹❝❪ ♣♦✉r
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✮✳ ■❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉✬❡♥ ♣r♦❝è❞❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s z

␇± ❞é♣❡♥❞❡♥t
❞✉ t❡♠♣s ❞✬♦ù ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❡①♣♦s❛♥ts ❡♥ n ✭✽✮✳

P♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ✿ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ✭▼♦♥♦t♦♥✐❝ ❯♣✇✐♥❞ ❙❝❤❡♠❡ ❢♦r ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ▲❛✇✮ ❡t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❊◆❖ ✭❊ss❡♥t✐❛❧❧② ◆♦♥ ❖s❝✐❧❧❛t♦r②✮✳
P♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ U ∈ R✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ♣❛r

Ui−1/2+ = Ui −
∆xi

2
.DmmUi ❡t Ui+1/2− = Ui +

∆xi

2
.DmmUi,

❛✈❡❝

DmmUi = ♠✐♥♠♦❞(2.
(Ui − Ui−1)

∆xi−1 + ∆xi

, 2.
(Ui+1 − Ui)

∆xi + ∆xi+1

)

❡t

♠✐♥♠♦❞(x, y) =







min(x, y) s✐ x, y ≥ 0
max(x, y) s✐ x, y ≤ 0
0 s✐♥♦♥

.

❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✭♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ h✮✳

▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Ui−1/2+ = Ui −
∆x

2
.DenoUi ❡t Ui+1/2− = Ui +

∆x

2
.DenoUi,

❛✈❡❝

DenoUi = ♠✐♥♠♦❞(
Ui − Ui−1

∆x
+

∆x

2
.D2Ui−1/2,

Ui+1 − Ui

∆x
− ∆x

2
.D2Ui+1/2),

♦ù

D2Ui+1/2 = ♠✐♥♠♦❞(
Ui+1 − 2Ui + Ui−1

∆x2
,
Ui+2 − 2Ui+1 + Ui

∆x2
).

✶✸
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U
i

U
i1

U
i−1

x

x
ix

i−1
x

i1O

U
i−1 /2

U
i1 /2−

❋✐❣✳ ✽✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲

❈❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞✐s❝rèt❡ DUi ❡st
❞✬♦r❞r❡ ✷✮✱ ♠❛✐s ♦♥ r✐sq✉❡ ❧❛ ♣❡rt❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠✳ P♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡❝✐✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣ré❝♦♥✐sé❡ ❞❛♥s ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ r❡❝♦♥s✲
tr✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ u ❡t ✉♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ s✉r h ❡t z + h✳
▲❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡

DenomUi = ♠✐♥♠♦❞(DenoUi, 2.DmmUi),

à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡
DenoUi.

❊♥ ❢❛✐s❛♥t ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡

Un+1 = Un + ∆t.Φ(Un),

♦ù
U = (Ui)i∈Z

❡t

Φ(Un
i ) =

∆t

∆x
(Fi+1/2 − Fi−1/2).

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① s✬ét❛✐t ♣♦rté s✉r ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡ ♠✐♥♠♦❞✱ ♠❛✐s
❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐① s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ❱❛♥ ❆❧❜❛❞❛ ❬❆✉❞✉ss❡✵✺❪

❱❛♥ ❆❧❜❛❞❛(x, y) =







0 s✐ s✐❣♥(x) 6= s✐❣♥(y)
x(y2 + ǫ) + y(x2 + ǫ)

x2 + y2 + 2ǫ
s✐♥♦♥

,

❛✈❡❝ 0 ≤ ǫ << 1✳
P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥

q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✲❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷ ❡♥
t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Ũn+1 = Un + ∆t.Φ(Un),

Ũn+2 = Ũn+1 + ∆t.Φ(Ũn+1),

Un+1 =
Un + Ũn+2

2
.

▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡st ♣rés❡♥té à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡t à ❧✬♦r❞r❡ ✷✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
✉♥ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✳

✶✹
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■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉✬à ❧✬♦r❞r❡ ✶✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s
♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥ ét❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥✲❝♦rr❡❝t✐♦♥✱
❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s
t❛❜❧❡❛✉① s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ r❡ç♦✐✈❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡♥
t❡♠♣s✳

▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡✲
❝♦♥str✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✐s ❢❛ç♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡tt❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

✕ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ▼❯❙❈▲ ❀
✕ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ❀
✕ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✳
❈❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡s ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❧❡s ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s

❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧✐♠✐t❡✉r ❞❡ ♣❡♥t❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
ét❛♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❥❡ ♥✬❡♥ ❢♦✉r♥✐s ♣❛s ✐❝✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❝♦♠♠✉♥❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❡✉rs ❞❡ ♣❡♥t❡ ✭t❛❜✳ ✷✮ ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ à r❡♣rés❡♥t❡r❞é❣❛❣❡r ✿ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❡♥tré❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡♥ s♦rt✐❡✳

limiteur
✕ rec
✰ calcul(double, double) : void
✰ get❴rec() : double
limiteur()

❚❛❜✳ ✷✿ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❧✐♠✐t❡✉r
✳

✸✳✸ ❋❧✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s

❆s♣❡❝ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❈❡ s❝❤é♠❛ ❛ ❞é❥à été ✉t✐❧✐sé ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s ✿ ❙✉❧✐❝✐✉ ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪✱
❝✐♥ét✐q✉❡ ❬❆✉❞✉ss❡✵✹❜❪✱ ❱❋❘♦❡ ❡t s❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❱❋❘♦❡♥❝✈ ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹✱ ▼❛r❝❤❡✵✺❪✳
❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① s✬❡st ♣♦rté s✉r ❧❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪ ❡t s✉r ❧❡
✢✉① ❞❡ ❍❛rt❡♥✱ ▲❛① ❡t ✈❛♥ ▲❡❡r ❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪✱ ♥♦té ❍▲▲✳ ❈❡s ✢✉① s♦♥t ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐✲
s❛t✐♦♥s ❞✉ ✢✉① ❞❡ ▲❛①✲❋r✐❡❞r✐❝❤s✳

✕ ▲❡ ✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

F(UG, UD) =
F (UG) + F (UD)

2
− c.

UD − UG

2
,

❛✈❡❝
c = max(|uG|+

√

ghG, |uD|+
√

ghD);

✕ ▲❡ ✢✉① ❍▲▲ s✬é❝r✐t q✉❛♥t à ❧✉✐

F(UG, UD) =















F (UG) s✐ 0 < c1

c1F (UG)− c2F (UD)

c2 − c1

+
c1c2

c2 − c1

.(UD − UG) s✐ c1 < 0 < c2

F (UD) s✐ c2 < 0

,

✶✺
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❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
c1 < c2.

P♦✉r c1 ❡t c2✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s

c1 = inf
U=UG,UD

( inf
j∈{1,2}

|λj(U)|) ❡t c2 = sup
U=UG,UD

( sup
j∈{1,2}

|λj(U)|).

♦ù λ1(U) = u−
√

gh ❡t λ2(U) = u +
√

gh s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞✉ s②stè♠❡
❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✳
▲❡ ✢✉① ❍▲▲ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

F(UG, UD) = t1F (UD) + t2F (UG)− t3(UD − UG),

❛✈❡❝

t1 =
min(c2, 0)−min(c1, 0)

c2 − c1

, t2 = 1− t1, t3 =
c2|c1| − c1|c2|

2(c2 − c1)
.

■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❋▲ ✭❈♦✉r❛♥t ❋r✐❡❞r✐❝❤s ▲❡✈②✮ s✉r
❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ♣ré✈❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∆t ≤
min

i
(∆xi)

max
i

(|ui|+
√

ghi)
à ❧✬♦r❞r❡ ✶

❡t

∆t ≤
min

i
(∆xi)

2 max
i

(|ui|+
√

ghi)
à ❧✬♦r❞r❡ ✷✱

♦ù i ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ✢✉①
♥✉♠ér✐q✉❡s ✭t❛❜✳ ✸✮ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s✳ ❊♥ s♦rt✐❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s ❞❡✉①
❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡ ✭f1 ❡t f2✮ ❡t ❧❛ ❈❋▲✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ré❝✉♣èr❡ tx = dt/dx✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
▼❛✐s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ set❴tx() ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✈❡❝ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
❛❞❛♣t❛❜❧❡✳ ❈❡ q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✢✉①✱ ❝✬❡st ❧❡✉r ♠ét❤♦❞❡ calcul()✳

✸✳✹ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

❆s♣❡❝ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

❈❡ s❝❤é♠❛ ❡st ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t tn+1✱
❧❡ s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛ r❡❝♦✉rs ❛✉① ✈❛❧❡✉rs tr♦✉✈é❡s à ❧✬✐♥st❛♥t tn✱ ❛✉ ♥♦❡✉❞ ❝♦✉r❛♥t
❛✐♥s✐ q✉✬❛✉① ♥♦❡✉❞s ✈♦✐s✐♥s ✭✜❣✳ ✾✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ s❝❤é♠❛
♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❛✉ ❞❡r♥✐❡r ♥♦❡✉❞s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♣❛t✐❛❧✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❢❛✐r❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t s♣é❝✐❛❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝❡s ♥♦❡✉❞s✳
❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ❧❡s
♠ét❤♦❞❡s ❞✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳

✶✻
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flux
✕ f1
✕ f2
✕ tx
✰ calcul(double, double, double, double) : void
✰ set❴tx(double) : void
✰ get❴f1() : double
✰ get❴f2() : double
✰ get❴cfl() : double
flux()

❚❛❜✳ ✸✿ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ✢✉①
✳

t

x

t
n

t
n1

x
i−1

x
i

x
i1

O

❋✐❣✳ ✾✿ ❙❝❤é♠❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❝❡♥tré

✶✼
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❙♦✐❡♥t Un+1
1 , Un+1

2 , Un+1
J−2 ❡t Un+1

J−1 ✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✉ t❡♠♣s tn+1 à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
s❝❤é♠❛ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs Un+1

0 ❡t Un+1
J s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛✲

t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r
{

Un+1
0 = Un+1

1

Un+1
J = Un+1

J−1

, ✭✾✮

♦✉ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r
{

Un+1
0 = 2.Un+1

1 − Un+1
2

Un+1
J = 2.Un+1

J−1 − Un+1
J−2

. ✭✶✵✮

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t
❞❡ ♥❡ ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬✐♥st❛❜✐❧✐té ♦✉ ❞✬♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r
❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✭✐♥s♣✐ré ❞❡ ❬❇r✐st❡❛✉✵✶❪✮✳

❈♦♥s✐❞èr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♣♦✉r x ∈ [0, L]✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s Ubord = U(0) ♦✉ U(L) ❡t Uà coté = U(∆x) ♦✉ U(L−∆x)✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❜♦r❞
❝♦♥s✐❞éré ✭x = 0 ♦✉ x = L✮✳

✕ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✢✉✈✐❛❧
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✢✉✈✐❛❧ ❛✉ ❜♦r❞✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

|ubord| <
√

ghbord

✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
(ubord −

√

ghbord)(ubord +
√

ghbord) < 0. ✭✶✶✮

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡st ❞♦♥♥é❡

hbord = h0.

◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❡♥ x = 0✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ s♦rt❛♥t❡ u−

√
gh✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
{

hbord = h0

ubord = uà coté − 2
√

g(
√

hà coté −
√

hbord)
. ✭✶✷✮

❊♥ x = L✱ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
{

hbord = h0

ubord = uà coté + 2
√

g(
√

hà coté −
√

hbord)
. ✭✶✸✮

❆tt❡♥t✐♦♥✱ s✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (hbord, ubord) ♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s ✭✶✶✮✱ ❛❧♦rs ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st
❡♥ ❢❛✐t t♦rr❡♥t✐❡❧✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs s❡ r❡♣♦rt❡r ❛✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡
s✐t✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❝❛s ✿ ❧❛ s♦rt✐❡ ❡t ❧✬❡♥tré❡✳

✕ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s♦rt✐❡ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s |u| >

√
gh ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ s♦♥t ❝♦♥st❛♥ts ❧❡

❧♦♥❣ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦rt❛♥t❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝

{

ubord − 2
√

ghbord = uà coté − 2
√

ghà coté

ubord + 2
√

ghbord = uà coté + 2
√

ghà coté
, ✭✶✹✮

♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡
{

hbord = hà coté

ubord = uà coté
. ✭✶✺✮

✶✽



✸ ▼➱❚❍❖❉❊ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ✸✳✺ P❧✉✐❡ ❡t ❢r♦tt❡♠❡♥t

✕ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ t♦rr❡♥t✐❡❧❧❡
▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❡♥tr❛♥t❡s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ✐♠♣♦s❡r hbord ❡t ubord✳

❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ❡t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✳

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞s ✿
✕ ❧❡s s♦rt✐❡s s♦♥t ❝♦♠♠✉♥❡s ✭❝❛❧❝✉❧ ❞❡ h0, u0, hJ+1, uJ+1✮ ❀
✕ ❧❡s ❡♥tré❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣ér✐♦✲
❞✐q✉❡ ❡♥ i = 0 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ i = J ✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡♥ i = 1✳✳✳✮✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ ♠❡ttr❡ ♣❧✉s ❞✬❡♥tré❡s q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱
❛✐♥s✐ ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s✲s♦rt✐❡s✳ ■❧ ❢❛✉t
❛✉ss✐ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡♥ i = 0 ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡
❡♥ i = J + 1✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❞♦♥❝ ✈❡✐❧❧❡r à ❝ré❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ à
❣❛✉❝❤❡ ❡t ♣♦✉r ❝❡❧❧❡s à ❞r♦✐t❡✳

✸✳✺ P❧✉✐❡ ❡t ❢r♦tt❡♠❡♥t

❆s♣❡❝ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣❧✉✐❡ ❡st tr❛✐té ♣❛r ✉♥ s♣❧✐tt✐♥❣ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
∂th = P ✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ♥♦✉s ❞é❝♦✉♣♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s

✕ ❛❥♦✉t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡❛✉ ❀
✕ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ❧♦✐s q✉✐ s♦♥t

✕ ▼❛♥♥✐♥❣ Sf =
u|u|

K2h4/3
✱

✕ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤ Sf =
fu|u|
gh

✳

♦ù K ❡t f s♦♥t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts s♦♥t tr❛✐tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡
❬❇r✐st❡❛✉✵✶❪✳

P♦✉r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❡ ❉❛r❝②✲❲❡✐s❜❛❝❤✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s

qn+1
i +

f |qn
i |qn+1

i

8hn
i h

n+1
i

∆t = qn
i +

∆t

∆xi

(Fi+1/2G −Fi−1/2D).

❊♥ ♥♦t❛♥t qn+1
j∗ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

qn+1
i =

qn+1
i∗

1 + ∆t
f |un

i |
8hn+1

i

.

♣♦✉r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❞❡ ▼❛♥♥✐♥❣✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

qn+1
i =

qn+1
i∗

1 + ∆t
g|un

i |
K2(hn+1

i )4/3

.

✶✾



✸✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧ ✸ ▼➱❚❍❖❉❊ ◆❯▼➱❘■◗❯❊

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t
❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ✭t❛❜✳ ✹✮✱ ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳

frottement
✕ c
✕ qmod
✕ dt
✰ calcul(double, double, double) : void
✰ get❴qmod() : double
✰ set❴c(double) : void
✰ set❴dt(double) : void
frottement()

❚❛❜✳ ✹✿ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t
✳

✸✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧

P♦✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❣❛❣❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝✐✲❛♣rès✳ ❖♥ ❞✐s✲
❝rét✐s❡ ❧❡ t❡♠♣s ❡t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❣✉❧✐èr❡ ❛✈❡❝ dt ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡t dx ❧❡ ♣❛s
❞✬❡s♣❛❝❡✳

✷✵



✸ ▼➱❚❍❖❉❊ ◆❯▼➱❘■◗❯❊ ✸✳✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣é♥ér❛❧

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❈❛❧❝✉❧ ✏✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞✑ à ❧✬♦r❞r❡ ✷

❊♥tré❡s ✿ h0✱ u0 ❡t z
❙♦rt✐❡s ✿ hM ❡t uM

✶✿ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ h0✱ u0 ❡t z
✷✿ ♣♦✉r t← 1, M ❢❛✐r❡ ⊲ ❇♦✉❝❧❡ ❡♥ t❡♠♣s
✸✿ ❆❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s
✹✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r❞r❡ ✷ ❡♥ x s✉r hn−1✱ un−1 ❡t z ✭▼❯❙❈▲✱ ❊◆❖ ♦✉ ❊◆❖

♠♦❞✐✜é✮
⊲ ◆♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ hi−1/2+ ✱ hi+1/2−✱ ui−1/2+✱ ui+1/2−✱ zi−1/2+✱ zi+1/2−

✺✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞r♦✐t❡ ❡t ❣❛✉❝❤❡
✻✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✭❘✉s❛♥♦✈ ♦✉ ❍▲▲✮
✼✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛
✽✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡

⊲ ◆♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ hs✱ us
✾✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦r❞r❡ ✷ ❡♥ x s✉r hs✱ us ❡t z ✭▼❯❙❈▲✱ ❊◆❖ ♦✉ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡✮

⊲ ◆♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ hsi−1/2+ ✱ hsi+1/2−✱ usi−1/2+✱ usi+1/2−✱ zsi−1/2+✱ zsi+1/2−

✶✵✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐q✉❡ ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❞r♦✐t❡ ❡t ❣❛✉❝❤❡
✶✶✿ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ✢✉① ❛✉① ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✭❘✉s❛♥♦✈ ♦✉ ❍▲▲✮
✶✷✿ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛
✶✸✿ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡♥ s❡♠✐✲✐♠♣❧✐❝✐t❡

⊲ ◆♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ hsa✱ usa
✶✹✿ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍❡✉♥ ✭♠♦♥té❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ✷ ❡♥ t❡♠♣s✮
✶✺✿ ❆❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡ s✉r ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦✐t✐é ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s

⊲ ◆♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ hn✱ un

✶✻✿ ✜♥ ♣♦✉r

✷✶



✹ ❚❘❆❱❆■▲ ❘➱❆▲■❙➱

✹ ❚r❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé

✹✳✶ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♥❛❧②sé ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ s♦♥
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥ ❡st s♦rt✐❡ ✿ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ✐♠♣♦rt❛♥t ✭♦r❞r❡ ❞✉ s❝❤é♠❛✱ ✢✉①✱ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦r❞
✳✳✳✮✳ ▲❛ ♣r♦❜❧è♠❛t✐q✉❡ ❡st ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ♥♦s ❝♦❞❡s
❡♥ ❢♦rtr❛♥✱ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦♥t ❞❡s t❡sts s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞✬❡s♣❛❝❡ ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✱ ❡t❝✱ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐sé♠❡♥t
✐♠❛❣✐♥❡r q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ❝♦ût❡✉① ✭❡t ♣❛s très é❧é❣❛♥t✮✳

❉❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛✈❛✐❡♥t
❧❡s ♠ê♠❡s ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s✳ ❉❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❝❧❛ss❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r✳ ❏✬❛✐ ❛❧♦rs
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝✐❞é ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝❧❛ss❡ ♠èr❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❡t ❞✬❤ér✐t❛❣❡✱ ♣♦✉r
❞é✜♥✐r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠✉♥s à t♦✉t ❝❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t ✭✜❣✳ ✶✵✮✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ♠èr❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ frottement✳ P✉✐s✱ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ✜❧❧❡s Fr❴Manning ❡t Fr❴Darcy❴Weisbach✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ t❡st s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛s✱ ❥✬❛✐ ❝réé ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ choix❴frottement
q✉✐ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t❡✉r ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧✬❡♥têt❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ choix❴frottement✱
♥♦✉s ❞é❝❧❛r♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r ✉♥ frottement ✭q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❛❜str❛✐t❡✮✳ ❆ ❧✬❛♣✲
♣❡❧ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r choix❴frottement(intchoix) ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ choix❴frottement✱ ❝❡
♣♦✐♥t❡✉r s✉❜✐t ✉♥ tr❛♥st②♣❛❣❡✳ ■❧ ♣♦✐♥t❡ ❛❧♦rs s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ Fr❴Manning
♦✉ Fr❴Darcy❴Weisbach ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ choix✮✳

❋✐❣✳ ✶✵✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣♦✉r ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts

❏✬❛✐ r❡♣r♦❞✉✐t ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ s✉r ❧❡s ❛✉tr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭choix❴flux✱
choix❴limiteur✳✳✳✮ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❆✉
♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ét❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❛✉
st❛❞❡ ❞✉ ❞❡❜♦❣❛❣❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞✬❛❝❝ès q✉❡ ❞✬é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡s
t❛❜❧❡❛✉①✱ ❥✬❛✐ ♦♣té ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ vector✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r vector ♣❡r♠❡t ✉♥ ❛❝❝ès ❞✐r❡❝t
à ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡♥ O(1)✳

❏✬❛✐ ❝❤❡r❝❤é à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥✉t✐❧❡s ❡t ❡ss❛②é ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬♦♣é✲

r❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ✭
g

2
✱ h× u✳✳✳✮✳

✷✷



✹ ❚❘❆❱❆■▲ ❘➱❆▲■❙➱ ✹✳✷ ▲❡s ♠♦②❡♥s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥

✹✳✷ ▲❡s ♠♦②❡♥s à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♠❛tér✐❡❧ ❡t ❧♦❣✐❝✐❡❧✱ ❥✬❛✐ ✉t✐❧✐sé ♠♦♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣♦rt❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡
❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❣✰✰ ❡t ❱❛❧❣r✐♥❞ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❢✉✐t❡s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ❏✬❛✐ ❝♦♠♠❡♥❝é ❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❡s ❝♦❞❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❉♦①②❣❡♥ ✭✜❣✳ ✶✶✮✳

❋✐❣✳ ✶✶✿ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠✐♥♠♦❞ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❉♦①②❣❡♥

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❤✉♠❛✐♥✱ ❥✬❛✐ ❡✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r❧♦❝✉t❡✉rs ✿
✕ ♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ✿ ♠♦♥ ❡♥❝❛❞r❛♥t ❋ré❞ér✐❝ ❉❛r❜♦✉① ✭■◆❘❆✮✱
▼❛r✐❡ ❘♦✉ss❡❛✉ ✭st❛❣❡ ❇❘●▼✮ ❀

✕ ♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s ❡♥ ❝✰✰ ✿ ❚❤♦♠❛s ❍❛❜❡r❦♦r♥ ✭▼❆P▼❖✮
❡t ❯❧r✐❝❤ ❘❛③❛✜③♦♥ ✭❏✉ss✐❡✉✮✳

✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ❝✰✰ ❛✈❡❝
❧❡ ❝♦❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ❢♦rtr❛♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ s✉r ❞❡✉① ❝❛s t❡sts
très ❝❧❛ss✐q✉❡s ✿ ❞❡s r✉♣t✉r❡s ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ ✐❞é❛❧❡s ✭❝✳à✳❞✳ s❛♥s ❢r♦tt❡♠❡♥t✮✳ ❈❡s ❝❛s t❡st
❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ✭♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ✈♦✐r ❬❍❡r✈♦✉❡t✵✸❪ ❡t ❧✬❛♥♥❡①❡✮✳
❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡❣❛r❞❡r✱ ❥❡ ♠❡ s✉✐s ♣❧❛❝é s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r L = 10m ❛✈❡❝ ❧❡ ❜❛rr❛❣❡ ❡♥ x = 5m✳ ❏✬❛✐ ✉t✐❧✐sé ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❞❡s ✭❝✰✰ ❡t
❢♦rtr❛♥✮ à ❧✬♦r❞r❡ ✷✱ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❊◆❖ ♠♦❞✐✜é❡ ❡t ❧❡ ✢✉① ❍▲▲ ✭❧❡ ✢✉① ❞❡
❘✉s❛♥♦✈ ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❜♦♥s rés✉❧t❛ts✮✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❥✬❛✐ ♦❜s❡r✈é ❧❛
❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ 0, 25s ❛♣rès ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✳

✹✳✸✳✶ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é

▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡st ❡st ✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ ♠♦✉✐❧❧é ✭✜❣✳ ✶✷✮✳ ❍❛❜✐t✉❡❧❧❡✲
♠❡♥t✱ ❝❡ t❡st ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▼❛✐s ✐❝✐✱ ❥❡ ❧✬❛✐ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r t❡st❡r ❧❡✉r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳

■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h(x, t = 0) =

{

5 ♣♦✉r x ≤ 5
2 s✐♥♦♥

,
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✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✹ ❚❘❆❱❆■▲ ❘➱❆▲■❙➱

❋✐❣✳ ✶✷✿ ❊t❛t ❛✈❛♥t ❧❛ r✉♣t✉r❡

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ été ❞é❝♦✉♣é ❡♥ J = 200 ♠❛✐❧❧❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été
❡✛❡❝t✉és s✉r M = 3200 ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳

❋✐❣✳ ✶✸✿ ❍❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à t = 0, 25s

P♦✉r ❝❡ ❝❛s t❡st✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts ✭✜❣✳ ✶✸✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳

✹✳✸✳✷ ❘✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡st ❡st ✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ s✉r ❢♦♥❞ s❡❝ ✭✜❣✳ ✶✹✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

h(x, t = 0) =

{

5 ♣♦✉r x ≤ 5
0 s✐♥♦♥

.

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ été ❞é❝♦✉♣é ❡♥ J = 50 ♠❛✐❧❧❡s ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ❡✛❡❝t✉és
s✉r M = 800 ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ❈❡ t❡st ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à

✷✹



✹ ❚❘❆❱❆■▲ ❘➱❆▲■❙➱ ✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts

❋✐❣✳ ✶✹✿ ❊t❛t ✐♥✐t✐❛❧

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✳ ✶✺✿ ❍❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ à t = 0, 25s ✭❛✮ ✈✉❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✭❜✮ ③♦♦♠

✷✺



✹✳✸ ❘és✉❧t❛ts ✹ ❚❘❆❱❆■▲ ❘➱❆▲■❙➱

❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ✭❝❡rt❛✐♥s s❝❤é♠❛s ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❞✉✐r❡
à ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ✈♦✐r❡ à ❞❡s ❤❛✉t❡✉rs ❞✬❡❛✉ ♥é❣❛t✐✈❡s✮✳

❊♥ ❞é♣✐t ❞✬✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ss❡③ ❣r♦ss✐❡r✱ ❧❛ ♣r♦❣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❢r♦♥❞ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é ✭✜❣✳ ✶✺❛✮
❡st ❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❝❛❧❝✉❧é❡✳ ■❧ ❢❛✉t ③♦♦♠❡r s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✭✜❣✳ ✶✺❜✮ ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡
très ❧é❣èr❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ❝✰✰ ❡t ❞✉ ❝♦❞❡ ❢♦rtr❛♥✳ ❈❡tt❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❡♥t ♣❡✉t✲êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ③ér♦ ❞✉ ❝✰✰ ❡t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉
❢♦rtr❛♥✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ st❛❣❡ ❛ été ✉♥ ❜♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ ❝❧❛ss❡ ❡t ❞✬♦❜❥❡t ✈✉❡s ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❏❛✈❛ ❡t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❝✰✰✳ ▲❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡sts
❡✛❡❝t✉és s✉r ❧❡ ❝♦❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♥❝❧✉❛♥ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛
♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ s✉r ❧❡s t❡sts q✉✐ ♦♥t s❡r✈✐ à ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ✶❞ ❡♥
❢♦rtr❛♥ ✭♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✱ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡✮✳

▲❡ ❝♦❞❡ ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s à
♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ✷❞✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ✷❞✱ ✐❧ r❡st❡
❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❧❡ ❞é❜♦❣❛❣❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❉❡s ❝❛s t❡sts ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✱
♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ♠❡ttr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❡ ❞♦✐❣t s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡①✐st❛♥ts✳

▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❝♦♥s✐st❡r❛ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣ré✲tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♣♦st✲
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ❡♥tré❡s ❡t s♦rt✐❡s ❞✉ ❝♦❞❡✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡
♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳
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❘é❢ér❡♥❝❡s

❬❆✉❞✉ss❡✵✵❪ ❊✳ ❆✉❞✉ss❡✱ ▼✳✲❖✳ ❇r✐st❡❛✉✱ ❇❡♥♦✐t P❡rt❤❛♠❡✱ ❑✐♥❡t✐❝ s❝❤❡♠❡s ❢♦r
❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ♦♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s✱ ■♥r✐❛ r❡♣♦rt

❘❘✲✸✾✽✾✱ ✭✷✵✵✵✮✳

❬❆✉❞✉ss❡✵✹❛❪ ❊✳ ❆✉❞✉ss❡✱ ❆ ♠✉❧t✐❧❛②❡r ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ♠♦❞❡❧✱ ■♥r✐❛ r❡♣♦rt ❘❘✲✺✷✹✾✱
✭✷✵✵✹✮✳

❬❆✉❞✉ss❡✵✹❜❪ ❊✳ ❆✉❞✉ss❡✱ ❋✳ ❇♦✉❝❤✉t✱ ▼✳✲❖✳ ❇r✐st❡❛✉✱ ❘✳ ❑❧❡✐♥ ❡t ❇✳ P❡rt❤❛♠❡✱ ❆
❢❛st ❛♥❞ st❛❜❧❡ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ ❤②❞r♦st❛t✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r s❤❛❧❧♦✇
✇❛t❡r ✢♦✇s✱ ❙■❆▼ ❏✳ ❙❝✳ ❈♦♠♣✳ ✷✺✱ ◆♦✳ ✻✱ ✭✷✵✵✹✮✱ ✷✵✺✵✲✷✵✻✺✳

❬❆✉❞✉ss❡✵✹❝❪ ❊✳ ❆✉❞✉ss❡✱ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❛♥❛❧②s❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s

é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥ ❡❛✉① ♣❡✉ ♣r♦❢♦♥❞❡s✱ ❚❤ès❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s ❱■ ✭✷✵✵✹✮✳

❬❆✉❞✉ss❡✵✺❪ ❊✳ ❆✉❞✉ss❡✱ ▼✳✲❖✳ ❇r✐st❡❛✉✱ ❆ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ ♣♦s✐t✐✈✐t② ♣r❡s❡r✈✐♥❣
✧s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r✧ s❝❤❡♠❡ ❢♦r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ✢♦✇s ♦♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ♠❡s❤❡s✱ ❏✳

❈♦♠♣✳ P❤②s✳ ✷✵✻✱ ✭✷✵✵✺✮✱ ✸✶✶✲✸✸✸✳

❬❇❛✐❧❧②✵✽❪ ❨✳ ❇❛✐❧❧②✱ ■♥✐t✐❛t✐♦♥ à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ P②t❤♦♥ ❡t ❈✰✰✱ P❡❛rs♦♥✱
✭✷✵✵✽✮✳

❬❇♦✉❝❤✉t✵✹❪ ❋✳ ❇♦✉❝❤✉t✱ ◆♦♥❧✐♥❡❛r st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✜♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❤②♣❡r❜♦❧✐❝

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧❛✇s✱ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡s ❢♦r s♦✉r❝❡s✱ ❋r♦♥t✐❡rs ✐♥ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s✱ ❇✐r❦❤❛✉s❡r ✭✷✵✵✹✮✳

❬❇r✐st❡❛✉✵✶❪ ▼✳✲❖✳ ❇r✐st❡❛✉✱ ❇✳ ❈♦✉ss✐♥✱ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r
❡q✉❛t✐♦♥s s♦❧✈❡❞ ❜② ❦✐♥❡t✐❝ s❝❤❡♠❡s✱ ■♥r✐❛ r❡♣♦rt ❘❘✲✹✷✽✷✱ ✭✷✵✵✶✮✳

❬❉❛♥❛✐❧❛✵✸❪ ■✳ ❉❛♥❛✐❧❛✱ ❋✳ ❍❡❝❤t✱ ❖✳ P✐r♦♥♥❡❛✉ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡♥ ❈✰✰✱ ❉✉✲
♥♦❞✱ ✭✷✵✵✸✮✳

❬❉❡❧❛♥♥♦②✵✻❪ ❈✳ ❉❡❧❛♥♥♦②✱ Pr♦❣r❛♠♠❡r ❡♥ ❈✰✰✱ ❊②r♦❧❧❡s✱ ✭✷✵✵✻✮✳

❬❉❡❧❛♥♥♦②✵✼❛❪ ❈✳ ❉❡❧❛♥♥♦②✱ ❆♣♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❈✰✰✱ ❊②r♦❧❧❡s✱ ✭✷✵✵✼✮✳

❬❉❡❧❛♥♥♦②✵✼❜❪ ❈✳ ❉❡❧❛♥♥♦②✱ ❊①❡r❝✐❝❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰✱ ❊②r♦❧❧❡s✱ ✭✷✵✵✼✮✳

❬❉✉♣✐♥✵✺❪ ❙✳ ❉✉♣✐♥✱ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✰✰✱ ❈❛♠♣✉s Pr❡ss✱ ✭✷✵✵✺✮✳

❬❊❧❇♦✉❛❥❛❥✐✵✼❪ ▼✳ ❊❧ ❇♦✉❛❥❛❥✐✱ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✿ ét✉❞❡

❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ♣❧✉✐❡✱ ▼❛st❡r✷✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙tr❛s❜♦✉r❣ ✭✷✵✵✼✮✳

❬❊st❡✈❡s✵✵❪ ▼✳ ❊st❡✈❡s ❡t ❛❧✳✱ ❖✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥✜❧tr❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢♦r s♠❛❧❧ ♣❧♦ts
❞✉r✐♥❣ ✉♥st❡❛❞② r❛✐♥ ✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✈❡rs✉s ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ❏✳ ❍②❞r♦❧✳ ✷✷✽✱
✭✷✵✵✵✮✱ ✷✻✺✲✷✽✷✳

❬❋✐❡❞❧❡r✵✵❪ ❋✳❘✳ ❋✐❡❞❧❡r ❡t ❏✳❆✳ ❘❛♠✐r❡③✱ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞✐s❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s s❤❛❧❧♦✇ ✢♦✇ ♦✈❡r ❛♥ ✐♥✜❧tr❛t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡✱ ■♥t✳ ❏✳ ◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤♦❞s ❋❧✉✐❞s

✸✷✱ ✭✷✵✵✵✮✱ ✷✶✾✲✷✹✵✳

❬●❡r❜❡❛✉✵✵❪ ❏✳✲❋✳ ●❡r❜❡❛✉✱ ❇✳ P❡rt❤❛♠❡✱ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✈✐s❝♦✉s ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t s②st❡♠
❢♦r ❧❛♠✐♥❛r s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ❀ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ■♥r✐❛ r❡♣♦rt ❘❘✲✹✵✽✹✱ ✭✷✵✵✵✮✳

❬●r❡❡♥❜❡r❣✾✻❪ ❏✳ ▼✳ ●r❡❡♥❜❡r❣✱ ❆✳ ❨✳ ▲❡r♦✉①✱ ❆ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞ s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ♥✉✲
♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ✸✸✱ ✭✶✾✾✻✮✱ ✶✲✶✻✳

❬❍❡r✈♦✉❡t✵✸❪ ❏✳▼✳ ❍❡r✈♦✉❡t✱ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡✱ ♠♦✲

❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ Pr❡ss❡s ❞❡s P♦♥ts ❡t
❈❤❛✉ssé❡s✱ ✭✷✵✵✸✮✳
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❬▼❛❝❉♦♥❛❧❞✾✺❪ ■✳ ▼❛❝❉♦♥❛❧❞✱ ▼✳❏✳ ❇❛✐♥❡s✱ ◆✳❑✳ ◆✐❝❤♦❧s✱ P✳●✳ ❙❛♠✉❡❧s✱ ❙t❡❛❞②
♦♣❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❘❡♣♦rt

✷✴✾✺✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❘❡❛❞✐♥❣ ✭✶✾✾✺✮✱ ✹✾✲✻✸✳

❬▼❛r❝❤❡✵✺❪ ❋✳ ▼❛r❝❤❡✱ ❚❤❡♦r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r ♠♦❞❡❧s✳ ❆♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ♥❡❛rs❤♦r❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝s✱ ❚❤ès❡✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❇♦r❞❡❛✉① ✭✷✵✵✺✮✳

❬▼❛r❝❤❡✵✼❛❪ ❋✳ ▼❛r❝❤❡✱ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈✐s❝♦✉s s❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r
♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ t♦♣♦❣r❛♣❤②✱ ❜♦tt♦♠ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡✛❡❝ts✱ ❊✉r✳ ❏✳
▼❡❝❤✳ ❇ ❋❧✉✐❞s ✷✻✱ ✭✷✵✵✼✮✱ ✹✾✲✻✸✳

❬▼❛r❝❤❡✵✼❜❪ ❋✳ ▼❛r❝❤❡✱ P✳ ❇♦♥♥❡t♦♥✱ P✳ ❋❛❜r✐❡✱ ◆✳ ❙❡❣✉✐♥✱ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❧❧✲
❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜♦r❡✲❝❛♣t✉r✐♥❣ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ✷❉ ✇❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ❞r②✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ■♥t✳ ❏✳
◆✉♠❡r✳ ▼❡t❤✳ ❋❧✉✐❞s ✺✸✱ ✭✷✵✵✼✮✱ ✽✻✼✲✽✾✹✳

❬❘♦✉ss❡❛✉✵✽❪ ▼✳ ❘♦✉ss❡❛✉✱ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts à s✉r❢❛❝❡ ❧✐❜r❡ ✿ ét✉❞❡ ❞✉

r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡❛✉① ❞❡ ♣❧✉✐❡✱ ▼❛st❡r✷✱ ❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ◆❛♥t❡s ✭✷✵✵✽✮✳
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❆♥♥❡①❡ ✶ ✕ Pré✲r❛♣♣♦rt

❖❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ st❛❣❡ ❡t ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✉ st❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ ❞❡✉① ❝♦❞❡s ❡♥ ❈✰✰ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉
r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡
❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡♠❛♥❞é ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ ❛✉
♣♦✐♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉✐❡ s✉r
❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❛❣r✐❝♦❧❡s✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❛❣❡s ✿ ♣❧✉s✐❡✉rs
✢✉① ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❞✐✈❡rs❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s✳ ▲❡✉r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦❜❥❡t t❡❧ ❧❡ ❈✰✰✳
❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳

P❧❛♥ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ♣ré✈✐s✐♦♥♥❡❧

ét❛♣❡ ✶ ❬✸✵✴✵✹❪ ❝♦❞❡ ✶❉ ❛✈❡❝ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✭✢✉① ❞❡ ❘✉s❛♥♦✈✮✱ s❛♥s
❢r♦tt❡♠❡♥t ❡t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❜♦r❞s ✭❜♦r❞s ❧✐q✉✐❞❡s✮
ét❛♣❡ ✷ ❬✶✵✴✵✺❪ ❛❥♦✉t❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉✐❡
ét❛♣❡ ✸ ❬✷✵✴✵✺❪ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❍▲▲✮
ét❛♣❡ ✹ ❬✸✵✴✵✺❪ ♣❛ss❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ à ❧✬♦r❞r❡ ✷
ét❛♣❡ ✺ ❬✶✵✴✵✻❪ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ✭t❡♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡ ❧❛ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❡ ❡t ❞❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts✮
ét❛♣❡ ✻ ❬✷✵✴✵✼❪ ✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ✶❞ ❡t ré✐tér❡r ❧❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✷
ét❛♣❡ ✼ ❬✸✵✴✵✼❪ ❝♦❞❡r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ♣♦st✲tr❛✐t❡♠❡♥t
ét❛♣❡ ✽ ❬✶✵✴✵✽❪ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✭●❚❑ ♦✉
♣②t❤♦♥ ❄✮✱ ét❛♣❡ ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡
ét❛♣❡ ✾ ❬✶✸✴✵✽❪ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❈❋▲✱ ét❛♣❡ ♦♣t✐♦♥♥❡❧❧❡
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❆♥♥❡①❡ ✷ ✕ ❘✉♣t✉r❡s ❞❡ ❜❛rr❛❣❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ✉♥ ❝❛s t❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ♠✐s ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ✿ ❧❛ r✉♣t✉r❡ ❞❡
❜❛rr❛❣❡✳
❙♦✐t x0 ∈ R ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ❤❛✉t❡✉r
❞✬❡❛✉ ❞❡ t②♣❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ✿

h(0, x) =

{

hg ♣♦✉r x ≤ x0

hd ♣♦✉r x0 < x
, ✭✶✻✮

❛✈❡❝
0 ≤ hd ≤ hg,

❞♦♥❝ hg ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t hd✮ ❡st ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ❡♥ ❛♠♦♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧✮
❞✉ ❜❛rr❛❣❡✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ ✈✐t❡ss❡ ❡st

u(0, x) = 0 ♣♦✉r x ∈ R.

◆♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s ✉♥❡ r✉♣t✉r❡ ❞❡ ❜❛rr❛❣❡ ✐❞é❛❧❡ ✿ ❧❛ r✉♣t✉r❡ à t = 0 ❡st ✐♥st❛♥t❛♥é❡
❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❢r♦tt❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❢♦♥❞✳ ❈❡ ❝❛s t❡st ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡
✭✜❣✳ ✶✻✮ q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳

❋✐❣✳ ✶✻✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙t♦❦❡r ❛✉ t❡♠♣s t > 0

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞èr♦♥s q✉❡
❧❡ ❜❛rr❛❣❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ x0 = 0 ✭♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❢❛✐r❡
✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✮✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s t > 0 ❛♣rès ❧❛ r✉♣t✉r❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s
♦❜s❡r✈❡r ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ✭❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❆ ❡t ❇✮ ❧✐❛♥t hg à ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ hm✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥ ❝❤♦❝ ✭❡♥ ❈✮ ❧✐❛♥t hm à hd✳
❙♦✐t ❧❡s ❝é❧ér✐tés cg =

√

ghg✱ cm =
√

ghm✱ cd =
√

ghd ❡t um ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❞❛♥s

✸✵
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❧❛ ③♦♥❡ à ❧✬ét❛t m ✭❡♥tr❡ ❇ ❡t ❈✮✳
❆ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡✲
♥♦♥s ❧❛ ❝é❧ér✐té ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣♦✉r x ∈ [xA, xB]

{

c =
√

gh = 2
3
(cg − x

2t
)

u = 2
3
(x

t
+ cg)

, ✭✶✼✮

❞✬♦ù

h =
4

9g
(cg −

x

2t
)2.

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ❇ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s à ❧❛ ③♦♥❡ m ❡t à ❧❛ ❞ét❡♥t❡✱ ♣❛r ❧❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts
❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

um = 2(cg − cm).

❊♥✜♥✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❘✐❡♠❛♥♥ ❡t ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s❛✉t ✭r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
❘❛♥❦✐♥❡✲❍✉❣♦♥✐♦t✮ ❧✐❛♥t ❧✬ét❛t m à ❧✬ét❛t d✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
❞✉ ❝❤♦❝

vc =
hmum

hm − hd

,

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r cm ❞♦♥❝ hm

− 8cd
2cm

2(cg
2 − cm

2)2 + (cm
2 − cd

2)2(cm
2 + cd

2) = 0. ✭✶✽✮

❆✉ t❡♠♣s t > 0✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❆✱ ❇ ❡t ❈ s❡ tr♦✉✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥

✕ xA(t) = −cgt ❀
✕ xB(t) = (um − cm)t = (2cg − 3cm)t ❀
✕ xC(t) = vct.

❊♥ rés✉♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

(h(t, x), u(t, x)) =















(hg, 0) s✐ x ≤ xA(t)
( 4

9g
(cg − x

2t
)2, 2

3
(x

t
+ cg)) s✐ xA(t) ≤ x ≤ xB(t)

(hm, 2(cg − cm)) s✐ xB(t) ≤ x ≤ xC(t)
(hd, 0) s✐ xC(t) ≤ x

, ✭✶✾✮

❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❙t♦❦❡r ❬❍❡r✈♦✉❡t✵✸❪✳ ❈❡ ❝❛s t❡st ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡
t❡st❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤♦❝✳
■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ ❧❛ r✉♣t✉r❡ s❡ ❢❛✐t s✉r s♦❧ s❡❝ hd = 0✱ ❛❧♦rs ✭✶✽✮ ❞❡✈✐❡♥t ✿

cm
6 = 0,

❞♦♥❝

hm = 0.

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞✬❤②♣❡r❜♦❧✐❝✐té ✭❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ♥✉❧❧❡✮✳ ▲❡ ❝❤♦❝
❞✐s♣❛r❛ît✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞ét❡♥t❡ ✭❡♥tr❡ ❆ ❡t ❇✮ ❧✐❛♥t ❧❡s ét❛ts g ❡t d✭✜❣✳ ✶✼✮✳

❆✉ t❡♠♣s t > 0✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❆ ❡t ❇ ❞❡ tr♦✉✈❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥

✕ xA(t) = −cgt ❀
✕ xB(t) = 2cgt✳

✸✶
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❋✐❣✳ ✶✼✿ ❙♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r ❛✉ t❡♠♣s t > 0

❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s

(h(t, x), u(t, x)) =







(hg, 0) s✐ x ≤ xA(t)
( 4

9g
(cg − x

2t
)2, 2

3
(x

t
+ cg)) s✐ xA(t) ≤ x ≤ xB(t)

(0, 0) s✐ xB(t) ≤ x

, ✭✷✵✮

❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❘✐tt❡r✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✉
s❝❤é♠❛ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s❡❝✴♠♦✉✐❧❧é✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜❛rr❛❣❡ ❡♥ x = 0✱ à t♦✉t t❡♠♣s t > 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

(h(t, 0), u(t, 0)) = (
4

9
hg,

2

3
cg),

❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❞✬❡❛✉ ♣✐✈♦t❡ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t (0, 4
9
hg)✳

✸✷



❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ ❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙

✸✸



❊❝r✐t✉r❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❈✰✰ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❤②❞r♦❧♦❣✐❡
❖❧✐✈✐❡r ❉❡❧❡str❡

▼❛st❡r ❈❈■ ✷✵✵✽ ✕ ❖r❧é❛♥s

❘és✉♠é
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦✉r❛♥t ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ r✉✐ss❡❧✲

❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ♠♦♥♦❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦rtr❛♥✱ ❜❛sé s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜r❡✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❛✈❛✐t été ✈❛❧✐❞é s✉r ❞✐✲
✈❡rs ❝❛s t❡st ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ❝♦❞❡ ét❛✐t ♠❛❧
str✉❝t✉ré ❡t ♣❛s ♠♦❞✉❧❛✐r❡✱ r❡♥❞❛♥t ❞✐✣❝✐❧❡ s♦♥ é✈♦❧✉t✐♦♥✳

❉❛♥s ❝❡ st❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝✰✰✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ❝♦❞❡ s✐♠✉❧❛♥t ❧❡ r✉✐s✲
s❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s
❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛❧❧✐♦♥s êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥✲
té❡s✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐ss✉❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ❝✰✰ ✶❞ ♦♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢♦rtr❛♥✳ ■❧ r❡st❡ q✉❡❧q✉❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s à ❡①♣❧✐q✉❡r ❞❛♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ❝✰✰ ✶❞ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✈❛❧✐❞é✳ ▲❡s ❝♦rr❡❝✲
t✐♦♥s à ❛♣♣♦rt❡r ❛✉ ❝♦❞❡ ❝✰✰ ✶❞ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦❞❡ ❝✰✰ ✷❞✳

▼♦ts✲❝❧❡❢s
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ r✉✐ss❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❈✰✰✱ ❙❛✐♥t✲❱❡♥❛♥t✱ s❝❤é♠❛ éq✉✐❧✐❜ré✱

✷❉

❆❜str❛❝t
❙❤❛❧❧♦✇ ✇❛t❡r s②st❡♠ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✳ ❲❡

❤❛❞ ❛ ✶❞ ❢♦rtr❛♥ ♣r♦❣r❛♠ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✢♦✇✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞
♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ❝♦❞❡ ✇❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡st ❝❛s❡s✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❝♦❞❡ ✇❛s ✐❧❧✲str✉❝t✉r❡❞ ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢
♠♦❞✉❧❡s✳ ❆s s✉❝❤ t❤✐s ❝♦❞❡ ❜❡❝❛♠❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❢✉rt❤❡r✳

❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✐♥t❡r♥s❤✐♣✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝✰✰ ❝♦❞❡ ❢♦r ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✳ ❋✐rst ❞❡✲
✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✇✐t❤ t❤❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❝♦❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇
♦✈❡r ❛ s✉r❢❛❝❡✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉s t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡
♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❢❛❝❡✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝✰✰
✶❞ ♣r♦❣r❛♠ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦rtr❛♥ ♣r♦❣r❛♠✳ ❙♦♠❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥❞ t♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❝✰✰ ✶❞ ❝♦❞❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ❝✰✰ ✶❞ ❝♦❞❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧②
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝✰✰ ✷❞ ❝♦❞❡✳

❑❡②✇♦r❞s
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣✱ ♦✈❡r❧❛♥❞ ✢♦✇✱ ❈✰✰✱ s❤❛❧❧♦✇✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❡❧❧✲❜❛❧❛♥❝❡❞
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