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❞♦✐✈❡♥t ❡①é❝✉t❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧♦✉r❞❡s ❡t ré♣ét✐t✐✈❡s ❞✉❡s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡s ♦✉ ❞✉ s✐❣♥❛❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s✱ q✉✐ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t
❡①é❝✉té❡s s✉r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡ ❡♠❜❛rq✉é✱ ❧✬❛❧♦✉r❞✐ss❡♥t ❡t ❧❡ r❛❧❡♥t✐ss❡♥t✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✐t❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❬✻❪✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st
✉t✐❧✐sé ❡♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s
❜r✉✐té❡s ❡t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ré❝❡♣t❡✉r ❛✉① ♥♦r♠❡s ▲❚❊
✭▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✱ ♥♦r♠❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❛ss✉r❡r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✸● à ❧❛ ✹●✮ ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞♦✐t ré❛❧✐s❡r
❡♥tr❡ ✽✸ ❡t ✷✵✵✵ ✜❧tr❡s ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡♥ ✵✳✶✸ ♠s✱ ❛✜♥ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❞❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✲r❡❧❛✐s ❡t ❧❡ té❧é♣❤♦♥❡✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛✐t ❧✐❡✉
❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ té❧é♣❤♦♥❡✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ♣✉❝❡ ré❛❧✐s❛♥t ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡t ✉♥❡
s✉r❢❛❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

▲❡s ❝✐r❝✉✐ts s♣é❝✐❛❧✐sés ❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡s ❜❡s♦✐♥s ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◗✉✬✐❧s s♦✐❡♥t
r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡s ✭❋✐❡❧❞✲Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ●❛t❡ ❆rr❛②✮ ♦✉ ♥♦♥ ✭❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❙♣❡❝✐✜❝ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐t✮✱ ❝❡s
❝✐r❝✉✐ts s♦♥t ❝❤❛r❣és ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s♣é❝✐❛❧✐sé❡✳ ❈❡
s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❡♠❜❛rq✉é✱ ♣✉✐sq✉❡ ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥ç✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s♣é❝✐✜q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ♠♦✐♥s ❝♦♥s♦♠✲
♠❛t❡✉r q✉✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❣é♥ér✐q✉❡✳

▼❛✐s ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té s❡ ♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝✐r❝✉✐ts s♣é❝✐✜q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ♥✬❡st
❞é❥à ♣❛s ✉♥❡ ❝❤♦s❡ ❛✐sé❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût ♠❛tér✐❡❧ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❞❡ s✐❧✐❝✐✉♠✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳ ❈❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ s♦✉s
❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣♣♦sé❡s ✿ ❞✬✉♥ ❝ôté ❝❡❧❧❡ ❞✬❡①é❝✉t❡r ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❡t ❞♦♥❝
❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ♣✉❝❡ ♦❜t❡♥✉❡✳

❈❡ s♦♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ❞é❞✐és✱ ♦✉ s②♥t❤ès❡ ❞❡
❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ✭❍▲❙ ♣♦✉r ❍✐❣❤✲▲❡✈❡❧ ❙②♥t❤❡s✐s✮✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞✬♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ✭❈✱ ▼❛t❧❛❜✳✳✳✮ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♣✉❝❡
❡①é❝✉t❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❍▲❙ à
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s✐❧✐❝✐✉♠ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ s♦♥ ❝♦ût✱ ♣❛r ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠❛tér✐❡❧s✳

❈✬❡st ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❍▲❙ q✉❡ s❡ s✐t✉❡ ❝❡ st❛❣❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ét❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ❞é❞✐és ♣♦✉r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
♣❛rt❛❣❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠❛tér✐❡❧❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡s ❝✐r❝✉✐ts ♣♦✉r ❡♥ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❝♦ût ❡t ❧❛ t❛✐❧❧❡✳

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ❞é❞✐é à ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡①✐st❛♥t❡s✱ à
❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉
♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ st❛❣❡✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❉❛t❛✲P❛t❤ ●r❛♣❤s ✭❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮ ❡t ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❝❡s ❣r❛♣❤❡s ✭❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❊♥✜♥ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s P❉P●
❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳

✶





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ✭❍▲❙✮ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✈✐s❛♥t à ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❛❝❝é✲
❧ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s✱ ♦✉ ❝✐r❝✉✐ts ❞é❞✐és✱ à ♣❛rt✐r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❝♦♥s❛❝ré❡s
❛✉① ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s à ❝♦♥trô❧❡ st❛t✐q✉❡ ✭✶✳✶✳✶✮✱ ♣♦✉r ❧❡s✲
q✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❍▲❙ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s rés❡❛✉①
ré❣✉❧✐❡rs ✭✶✳✶✳✷✮✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ❛✉ss✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ✭✶✳✷✳✶✮✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✭✶✳✷✳✷✮ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ é❧❡✈é ✭✶✳✸✳✶✮ ♦✉ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✉♥✐tés
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭✶✳✸✳✷✮✳

✶✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝✐❜❧❡s

■❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛❞♠✐s q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛ss❡ ✽✵✪ ❞❡ s♦♥ t❡♠♣s ❞❛♥s ✷✵✪ ❞❡ s♦♥ ❝♦❞❡ ❡t q✉❡ ❝❡s
✷✵✪ s♦♥t ❧❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❖❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞é❞✐é❡ à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s✱ ♦✉ ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ❡st ❞♦♥❝ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝♦♥❝❡♥tr❡
✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❡①é❝✉t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
❝❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❛✜♥ ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ✉♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❝✐r❝✉✐t s♣é❝✐✜q✉❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tâ❝❤❡s ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬❛tt❛❝❤❡ à ♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♥✐❞s ❞❡
❜♦✉❝❧❡s à ❝♦♥trô❧❡ st❛t✐q✉❡✱ q✉✐ s♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡
❡t ❧❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐❞s
❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡✳

✶✳✶✳✶ ◆✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s à ❝♦♥trô❧❡ st❛t✐q✉❡

▲❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s à ❝♦♥trô❧❡ st❛t✐q✉❡ ✭♦✉ ❆❈▲ ♣♦✉r ❆✣♥❡ ❈♦♥tr♦❧ ▲♦♦♣✮ s♦♥t ❞❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s
❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ❜♦✉❝❧❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❡♥t✐❡r ✭❞❛♥s Z✮ ❜♦r♥é ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✣♥❡s q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t
q✉❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♦✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♣❧✉s ❡①t❡r♥❡s ❬✶✷❪✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✐✱
❥ ❡t ❦ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ◆ ✭❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✮✳

❈❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐tér❛t✐♦♥ −→x = {x1, x2...xn}✱ ♦ù n
❡st ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s
❡♥❣❧♦❜❛♥t ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡t ♦ù xi ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r i✳ ■❝✐✱ xi ❡st ❞♦♥❝ ✉♥
❡♥t✐❡r ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s
xi ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❞✐❝❡s −→x ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ à n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❈❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡♥t✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐tér❛t✐♦♥ −→x = i, j, k ❞✉ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉✐ ❧✉✐ s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s
❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s {0, 0, 0} ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❞♦♥❝ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ✿ t♠♣✶❬✵❪❬✵❪ ❂ ❛❬✵❪❬✵❪✯❜❬✵❪❬✵❪❀

❡t t♠♣✷❬✵❪❬✵❪ ❂ t♠♣✷❬✵❪❬✵❪✰t♠♣✶❬✵❪❬✵❪❀✳

✸



✶ ★❞❡❢✐♥❡ ◆ ❂ ✶✵✵ ✴✴P❛r❛♠❡tr❡

✷

✸ ✐♥t❬❪❬❪ ♠❛t♠✉❧t✭ ✐♥t ❛❬❪❬❪✱ ✐♥t ❜❬❪❬❪✮ ④

✹ ✐♥t ✐✱❥✱❦❀

✺ ✐♥t ❝❬◆❪❬◆❪❀

✻ ❢♦r ✭✐❂✵❀ ✐❁◆❀ ✐✰✰✮④

✼ ❢♦r ✭❥❂✵❀ ❥❁◆❀ ❥✰✰✮④

✽ t♠♣✷❬✐❪❬❥❪ ❂ ✵

✾ ❢♦r ✭❦❂✵❀ ❦❁◆❀ ❦✰✰✮④

✶✵ t♠♣✶❬✐❪❬❥❪ ❂ ❛❬✐❪❬❦❪✯❜❬❦❪❬❥❪❀

✶✶ t♠♣✷❬✐❪❬❥❪ ❂ t♠♣✷❬✐❪❬❥❪✰t♠♣✶❬✐❪❬❥❪❀

✶✷ ⑥

✶✸ ❝❬✐❪❬❥❪ ❂ t♠♣✷❬✐❪❬❥❪

✶✹ ⑥

✶✺ ⑥

✶✻ r❡t✉r♥ ❝❀

✶✼ ⑥

❋✐❣✳ ✶✳✶✿ ▼✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❡♥ ❈

✶✳✶✳✷ ❘és❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs

▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❢♦r♠é❡s ♣❛r ❞❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✱ ♦✉ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s②st♦❧✐q✉❡s✱ s♦♥t ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s
♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ♦ù ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡t ♦ù ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s♦♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡s ❬✶✶❪✳ ❊❧❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦ù ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡①tér✐❡✉r s♦♥t ❛ss✉ré❡s ♣❛r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✐t✉és s✉r ❧❡s ❝ôtés
❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✳

❊❧❧❡s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❧❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ♣✉✐sq✉✬à
❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❧❛ ♠ê♠❡ s✉✐t❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st ❡①é❝✉té❡✱ s♦✉✈❡♥t s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❝❛❧❝✉❧é❡s à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✱ ♦ù ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥✲
tré❡ ✭♦✉ ♣❛r❛♠ètr❡s✮ ❡♥tr❡♥t ❞✬✉♥ ❝ôté ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✱ s✉❜✐ss❡♥t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ét❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛ssé à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳

b[0,2] b[0,1]

b[1,1] b[1,0]

b[2,0]

b[0,0]

a[1,0]

a[0,0]

a[2,0] a[1,1] a[0,2]

a[0,1]

❋✐❣✳ ✶✳✷✿ ❘és❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❡t ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✲
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ré❛❧✐s❛♥t
✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡t ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡s ❞❡✉①
♠❛tr✐❝❡s a ❡t b ❡♥tr❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ ❜❛s ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❈❤❛q✉❡
♣r♦❝❡ss❡✉r ré❝✉♣èr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✈❡♥❛♥t ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ❜❛s ❡t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡✱ ❧❡s
❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ s♦♥ r❡❣✐str❡ ❡t st♦❝❦❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ♣✉✐s tr❛♥s♠❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s
à s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ❤❛✉t ❡t ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ a ✈♦②❛❣❡ ❞❡ ❜❛s ❡♥ ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
b ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✳

❆✐♥s✐✱ à t = 0 s❡✉❧ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (0, 0) ❡st ❛❝t✐❢✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ s❡✉❧ à ❛✈♦✐r r❡ç✉ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✭a[0, 0] ❡t b[0, 0]✮✳ ■❧ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❡✱ ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ s♦♥ r❡❣✐str❡
✭0✮ ❡t st♦❝❦❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✱ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥✈♦②❡r a[0, 0] à s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ❞✉ ❤❛✉t ❡t b[0, 0] à s♦♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳ ➚

✹



t = 1✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (0, 1) ❡t (1, 0) s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❝t✐❢s✳ ■❧s ♦♥t r❡ç✉ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (0, 0) ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❛r ❧❡s ❜♦r❞s ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❛❝t✐❢s ♠✉❧t✐♣❧✐❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡ç✉s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❡✉r r❡❣✐str❡ ❡t
st♦❝❦❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣✉✐s ✐❧s ❡♥✈♦✐❡♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s r❡ç✉s à ❧❡✉rs ✈♦✐s✐♥s✱ ❡t
❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳

✶✳✷ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s

P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞é❞✐é❡ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ♦♥
✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❡t à ❛❧❧♦✉❡r ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
♠❛tér✐❡❧ ♣ré❝✐s ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❝❡tt❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐s
❝❡s ét❛♣❡s ❢r❛♥❝❤✐❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ❣é♥ér❡r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❈❡ ❝✐r❝✉✐t s❡ ♣rés❡♥t❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ♥✐❞s ❞❡
❜♦✉❝❧❡s✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r
❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rr❡♥t❡s ❛✣♥❡s✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t
✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❡♥✜♥ ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡r❛ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
▼▼❆❧♣❤❛ q✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳

✶✳✷✳✶ ▼♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s
♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡
❡t s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡✉①✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥t✐èr❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡①é❝✉t❛♥t ❧❡ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡①♣r✐♠é ❬✶❪✳

P♦❧②è❞r❡s ❡♥t✐❡rs

❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {z ∈ Qn|Qz ≥ q} ♦ù Q ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥t✐èr❡ ❡t
q ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❡♥t✐❡r ❬✶✷❪✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ à n ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞é❧✐♠✐té ♣❛r
❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡♥t✐❡r ♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡♥t✐❡rs
❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ r❛t✐♦♥♥❡❧ ✿ {z ∈ Zn|Qz ≥ q}✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡
r❛t✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ✿
✕ ●é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ♣♦ssé❞❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡✉
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✕ P❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ♦✉ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
✕ P❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❯♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t
❞❡s r❛②♦♥s ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✱ ❢♦r♠❡ s♦✉s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ♣rés❡♥té ♣❧✉s ❤❛✉t ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✮ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥
❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✭❣é♦♠é✲
tr✐q✉❡ ❛✈❡❝ ◆ ❂ ✷ ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ❢♦r♠❡♥t
❧❡ ❝♦r♣s ❞✉ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ✭❧✐❣♥❡s ✶✵ ❡t ✶✶ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❡①é❝✉té❡s à ❧❛ ♠ê♠❡
✐tér❛t✐♦♥✱ ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡✳

❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♦♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧❡✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✉♥✐♦♥✱ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ ❞✐✛ér❡♥❝❡✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✮
❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❤❛❜✐t✉❡❧s✳ ■❧ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ❉❡✉① ❞✬❡♥tr❡
❡✉① ♥♦✉s ♦♥t s❡r✈✐s ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ st❛❣❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡r♥✐❦♦✈❛ ❬✼❪ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞é✜♥✐ss❛♥t
✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ à s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞❡ r❛②♦♥s✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
s♦♠♠❡ts ✭✈♦✐r ✶✳✷✳✷✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❡t ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✳

✺



Dtmp1 = Dtmp2 =







0 ≤ i ≤ N
0 ≤ j ≤ N
0 ≤ k ≤ N

❋✐❣✳ ✶✳✸✿ ❉♦♠❛✐♥❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭Dtmp1✮ ❡t ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ✭Dtmp2✮ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ♠❛tr✐❝❡s s♦✉s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞✬❊❤r❤❛rt ❬✼❪ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡♥t✐❡r ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣♦✐♥ts ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s✬✐❧ ❡♥ ❛✳ ◆♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✶✮✳

❙②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rr❡♥t❡s ❛✣♥❡s

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rr❡♥t❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❧❡s ♣❛r❛❧❧é❧✐s❡r✳
▲❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rr❡♥t❡s ❛✣♥❡s ✭♦✉ ❙❆❘❊ ♣♦✉r ❙②st❡♠ ♦❢ ❆✣♥❡ ❘❡❝❝✉rr❡♥t ❊q✉❛t✐♦♥s✮
♣❛r❛♠étrés s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

z ∈ D, p ∈ P ⇒ Vi(z, p) = f(..., Vj(I(z, p)), ...)

♦ù
✕ Vi ❡t Vj s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ V✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Vi ∈ V ♣❡✉t✲êtr❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ Vi : DVi

→ X ♦ù DVi
❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Vi ❡t ❳ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭Z

♦✉ R✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
✕ D ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r❛♠étré ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ D ⊆ DVi

✳

✕ I(z, p) = D

(

z
p

)

+ d ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ ❞❡ Z
dVj ✈❡rs ZdVi ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳

✕ p ∈ P ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
✕ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ V

n ✈❡rs V✳
▲❡s éq✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❞✐t❡s ré❝✉rr❡♥t❡s ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡✉rs ❞✐✈❡rs❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s❡r✈✐r à ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✱ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✐t ♣❛r❛♠étré ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♣r❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣t❡ P✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ✐♥✢✉❡ s✉r s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡s ❙❆❘❊ s♦♥t ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ très
♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s à ❝♦♥trô❧❡ st❛t✐q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❙❆❘❊✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s à ❝♦♥trô❧❡ st❛t✐q✉❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡st ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡♥t✐❡r
✭D ⊆ Zn✮ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❞✐❝❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s DVi

❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s Vi ✭❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s s♦♥t ❡①♣r✐♠és s✉r Z✮✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s
♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❛ ♣♦✉r ❙❆❘❊ ❧❡ s②stè♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ♦ù ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥
s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t D ❡st ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❝♦♥✈❡①❡ ❡♥t✐❡r r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐❞ ❞❡
❜♦✉❝❧❡s✳

tmp1(i, j, k, N) = a(i, j, k, N) ∗ b(i, j, k,N)

tmp2(i, j, k, N) =

{

k ≤ 0, 0
k > 0, tmp2(i, j, k − 1, N) + tmp1(i, j, k, N)

c(i, j) = tmp2(i, j, N, N)

❋✐❣✳ ✶✳✹✿ ❙②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rr❡♥t❡s ❛✣♥❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t♠✉❧t

✻



P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❘❡❞✉❝❡❞ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ●r❛♣❤

❖♥ ♣❡✉t✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❙❆❘❊✱ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ P❘❉● ✭♣♦✉r P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❘❡❞✉❝❡❞ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ●r❛♣❤✮✳ ■❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té G = (W, E) t❡❧ q✉❡ ✿

✕ ❯♥ s♦♠♠❡t wi ∈ W ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ Vi ∈ V ❞✉ ❙❆❘❊ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ wi ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
♣♦❧②é❞r✐q✉❡ Dwi

= DVi
✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fwi

: DVi
→ X ❡t ❞❡s ♣♦rts ❞✬❡♥tré❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ s♦rt✐❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
✕ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝ e = (wi, pi, wj , pj) ∈ E s✐ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦rt pi ❞✉
s♦♠♠❡t wi ❡t ❧❡ ♣♦rt pj ❞✉ s♦♠♠❡t wj ✳ e ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ fe ❞❡ Z

dVj ✈❡rs ZdVi

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ I ❞✉ ❙❆❘❊ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳

c

{
0iN

0 jN

0kN

{
0iN

0 jN

0kN

{
0iN

0 jN

0kN {
0iN

0 jN

0kN {
0iN

0 jN

k=N

a

b

tmp1 tmp2
f i , j , k , N =i , j , k , N 

f i , j , k , N =i , j , k , N 

f i , j , k , N =i , j , k , N 

f i , j , k , N =i , j , k−1,N 

f i , j , k , N =i , j , k , N 

❋✐❣✳ ✶✳✺✿ P❘❉● ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ P❘❉● ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❙❆❘❊ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶ ❡st
♣rés❡♥té ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡st ♣rés❡♥té s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
❛✉✲❞❡ss✉s ❞✉ s♦♠♠❡t✳ ❈❤❛q✉❡ ❛r❝ ♣♦rt❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝②❝❧✐q✉❡ s✉r ❧❡
s♦♠♠❡t tmp2 q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡ ❧✬❛r❝ r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ tmp2(i, j, k−1, N)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ tmp2
❝❛❧❝✉❧é à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❡t ❞❡ tmp1 ❝❛❧❝✉❧é ❛✉ ❝②❝❧❡ ❝♦✉r❛♥t✱ à tmp2(i, j, k, N)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ tmp2
❞✉ ❝②❝❧❡ ❝♦✉r❛♥t✳

✶✳✷✳✷ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡

❯♥❡ ❢♦✐s ✉♥ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r n ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ❙❆❘❊✱ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛r❝❤✐✲
t❡❝t✉r❡ s②st♦❧✐q✉❡ ❧✬❡①é❝✉t❛♥t✳ ❆✜♥ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦✐t ❡①é❝✉té❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❞♦♥♥é à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é ✐❧ ❢❛✉t tr♦✉✈❡r ✿

✕ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t tVi
❞❡ DVi

✈❡rs Nm✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ Vi ∈ V✱ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ✐♥st❛♥t
❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✬✐tér❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ m = 1✱ ♦✉ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✬✉♥ t❡♠♣s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✭✈♦✐r ✶✳✸✳✶✮✳

✕ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ pVi
❞❡ DVi

✈❡rs Nn−m✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ Vi ∈ V✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡
à ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − m✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

{

∀(Vi,DVi
) ∈ V, ~x ∈ DVi

⇒ tVi
(~x) ≥ 0

∀(Vi, Vj ,D, I), ~x ∈ D ⇒ tVi
(~x) > tVj

(I(~x))
✭✶✳✶✮

✼



♦ù ~x = (z, p) ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐tér❛t✐♦♥✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r❛♠étré ♣❛r p✱ ❛✈❡❝ z ✉♥ ✈❡❝t❡✉r à n ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s✳

❈❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♠♣♦s❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛ttr✐❜✉❡r ❞✬✐♥st❛♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♥é❣❛t✐❢ ✭tVi
(~x) ≥ 0✮✱ ❡t ❞❡ r❡s♣❡❝✲

t❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❛✉s❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✬❛ttr✐❜✉❡r à Vi ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ Vj s✐ ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✭tVi

(~x) > tVj
(I(~x))✮✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ♦♣é✲

r❛♥❞❡s ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r été ❝❛❧❝✉❧és✱ ♣♦✉r q✉✬❡①é❝✉t❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
s♦✐t ❧é❣❛❧✳

❚r♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❧❛r❣❡s ❞❡♠❛♥❞❡r❛✐t
✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❝♦ût❡✉s❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ P❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥
♣♦❧②è❞r❡ ♥❡ s❡r❛✐t ❞❡ ♣❧✉s ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s ♣❛r❛♠étrés✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡st ✐♥❝♦♥♥✉❡✳

❯♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❝❡❧❛ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
❝❛❧❝✉❧ ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥t✐èr❡ ❡t ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r❛ ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

tVi
(~x) = AVi

~x + αVi
✭✶✳✷✮

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ DVi
✈❡rs Nm✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ m ❡st

é❣❛❧ à n − 1✱ p ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

pVi
(~x) = βVi

~x ✭✶✳✸✮

♦ù β ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ q✉❡ ~x✱ ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❡st é❣❛❧ à ✵ ✭♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳
P❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ❡t ❞❡s ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥s✳ ❖♥

♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✐t❡ ✧❞❡s s♦♠♠❡ts✧ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❘❛❥♦♣❛❞❤②❡ ❡t ❛❧✳ ❡t ◗✉✐♥t♦♥ ❡t
❱❛♥ ❉♦♥❣❡♥ ❬✶❪✱ ❬✶✷❪ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋❛r❦❛s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❋❡❛✉tr✐❡r ❬✹❪✱ ❬✷❪✳

▼ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s❡❧♦♥ ❧❛q✉❡❧❧❡ s✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r t♦✉s
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ❬✶✷❪✳ ❖♥ ✈❛
❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡r❛ ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ t♦t❛❧✱ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs✳✳✳✮ ♦✉ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭t❛✐❧❧❡
♦✉ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✮ ❡t ♦ù ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❡r♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s s✉r
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❈❤❡r♥✐❦♦✈❛ ♣❡r♠❡t✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✱
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ n✲✉♣❧❡ts✱ n ét❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❝❡s ♣♦✐♥ts✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ✭♦✉ ❞❡ ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ s♦♥t ❧❡s ❤✉✐t ♣♦✐♥ts (0, 0, 0), (0, 0, N), ..., (N, N,N)✳ ▲❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✳✶ s✬❡①♣r✐♠❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ s✉✐t s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ✿















t(0, 0, N) > t(0, 0, N − 1)
t(0, N, N) > t(0, N, N − 1)
...
t(N, N,N) > t(N, N,N − 1)

✭✶✳✹✮

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♦♥ ✈❛ ét❛❜❧✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r
❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✭❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s a ❡t b✮ ❡♥tr❡♥t
♣❛r ❧❡s ❝ôtés ❞✉ rés❡❛✉ ❡t ❝✐r❝✉❧❡♥t ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡s ❛①❡s i ❡t j ✿















p(0, N) > p(0, N − 1)
p(N, 0) > p(N − 1, 0)
p(N, N) > p(N − 1, N)
p(N, N) > p(N, N − 1)















t(0, N) > t(0, N − 1)
t(N, 0) > t(N − 1, 0)
t(N, N) > t(N − 1, N)
t(N, N) > t(N, N − 1)

✭✶✳✺✮

❆✈❡❝ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r p ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧✬❛①❡ k✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ N s✉r N ✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡①é❝✉t❡ ✉♥❡

✽



❋✐❣✳ ✶✳✻✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✲❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ✭▼❆❈✮ à ❧✬✐♥st❛♥t τ ❡t tr❛♥s♠❡t s❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬❡♥tré❡ à ❧✬✐♥st❛♥t τ +1 à s♦♥
✈♦✐s✐♥ ✭✜❣✉r❡ ✶✳✻✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❝❤❡r❝❤❡r à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥t✐èr❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à
tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t(~x) ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♦♥
♣❡✉t ♣♦s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✣♥❡ T (p) = Γp + γ q✉✐ ❡♥ s❡r❛ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t (Vi,DVi

) ∈ V ✿

~x = (z, p) ∈ DVi
⇒ tVi

(~x) ≤ T (p) ✭✶✳✻✮

❊t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r T ❡♥ r❡s✲
♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡t ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✶✳✹ ❡t ✶✳✺✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
T ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st t(i, j, k) = i + j + k✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ♣rés❡♥té ❡♥ ✶✳✶✳✷✳

✶✳✷✳✸ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▼▼❆❧♣❤❛

▼▼❆❧♣❤❛ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ■❧ ❡st
❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❡t ❡♥ ❈ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ♣♦❧②❧✐❜ ✭✈♦✐r ✸✳✶✳✶✮✳ ▼▼❆❧♣❤❛ ♣❡r♠❡t
❞✬é❝r✐r❡ ❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❆❧♣❤❛✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r
❡t ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❧♣❤❛ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❖♥ ♣❡✉t à ♣❛rt✐r
❞❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✐r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ❡♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❱❍❉▲ ✭❱❡r② ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❝✐r❝✉✐t ❍❛r❞✇❛r❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ▲❛♥❣✉❛❣❡✮✳

▲❛♥❣❛❣❡ ❆❧♣❤❛

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❆❧♣❤❛ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞é❞✐é à ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✳ ❯♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❆❧♣❤❛ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡s ré❝✉rr❡♥t❡s ✭✉♥✐❢♦r♠ r❡❝❝✉r❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✮✱ ✉♥
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ré❝✉rr❡♥t❡s ❛✣♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡st à ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❡t ❞é✜♥✐t ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❆❧♣❤❛ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈ ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥ à ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♣✉✐s ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

✶✳✸ P❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s

❯♥ ❝✐r❝✉✐t ❞é❞✐é s❡ ❞♦✐t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣r✐① ❡t ✉♥❡ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳
❈❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ❡♥ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ❛✈❡❝ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s ✉♥❡ ♣✉❝❡ ❡st ❣r❛♥❞❡✱

✾



♣❧✉s ❡❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡ s✐❧✐❝✐✉♠ ❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❡❧❧❡ ❝♦ût❡ ❝❤❡r✱ ❡t ♣❧✉s ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ❖r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ p ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✭❝❢ ✶✳✷✳✷✮ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
très ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ s♦✉✈❡♥t tr♦♣ ❣r❛♥❞s✳ ❆✐♥s✐ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ✶✵✵ ♣❛r ✶✵✵✱
❞♦♥♥❡r❛✐t ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ♠ê♠❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ✶✵✵✵✵ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❛
s✉r❢❛❝❡ ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ t❡❧ rés❡❛✉ s♦♥t ❜✐❡♥ tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ ❡t ❢❡r❛✐❡♥t ♣❡r❞r❡ t♦✉t ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t
❞é❞✐é✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r à ré❞✉✐r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝✐r❝✉✐t ❡♥ r❡st❛♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé
♣❛r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❞❡s❝❡♥❞r❡ ♣❧✉s ❜❛s✱ ♣♦✉r ❣❛❣♥❡r ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠ê♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡t s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ▼♦r❡❛♥♦✱ ❇♦r✐♥✱ ❞❡ ❙♦✉③❛ ❡t ❆r❛✉❥♦
❞♦♥t ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥s♣✐rés ♣♦✉r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✳

✶✳✸✳✶ P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡t t❡♠♣s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

▲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡✱ ❞❡
❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ rés❡❛✉ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ p ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✈✐rt✉❡❧s ❡t ❝❤❡r❝❤❡r à ❧❡ ❞é❝♦✉♣❡r ❡♥ t✉✐❧❡s
ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✈✐rt✉❡❧s✳

❯♥❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ p ♦❜t❡♥✉❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s♦♥t ❛❧❧♦✉é❡s ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r ✈✐rt✉❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❞é❝♦✉♣❡r ❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡ ❡♥
τ t✉✐❧❡s✱ ré❣✐♦♥s ❞❡ γ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✈✐rt✉❡❧s ✈♦✐s✐♥s✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡✱ s♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ γ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐ ❡①é❝✉t❡ ❧❡s t✉✐❧❡s séq✉❡♥t✐❡❧✲
❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ▲P●❙ ✭▲♦❝❛❧❡♠❡♥t P❛r❛❧❧è❧❡ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❙éq✉❡♥t✐❡❧✮✱ s♦✐t
❛✈♦✐r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ τ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ✈✐s✐t❛♥t ✉♥ à ✉♥ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs
✈✐rt✉❡❧s ❞❡ ❧❛ t✉✐❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ttr✐❜✉é❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ▲❙●P ✭▲♦❝❛❧❡♠❡♥t ❙éq✉❡♥t✐❡❧
●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t P❛r❛❧❧è❧❡✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❞✐✈✐s❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✐r✲
❝✉✐t ♣❛r τ ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✉✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉ ✈✐rt✉❡❧✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛r γ✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❛♥s
✉♥❡ t✉✐❧❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ rés❡❛✉ ✈✐rt✉❡❧ ❞❡ ✈✐♥❣t✲q✉❛tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❡st ❛❝t✐✈é ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❝♦✉♣❡r ❝❡ rés❡❛✉ ❡♥ q✉❛tr❡
t✉✐❧❡s ❞❡ s✐① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r s❛ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❡ rés❡❛✉ ♣❤②s✐q✉❡ ✐ss✉ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ▲P●❙
✭✶✳✽✮ ♣♦ssè❞❡ s✐① ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ❡①é❝✉t❡♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✬✉♥❡ t✉✐❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭▲♦❝❛❧❡♠❡♥t P❛r❛❧✲
❧è❧❡✮✱ ♠❛✐s ❧❡ rés❡❛✉ ❡①é❝✉t❡ ❧❡s t✉✐❧❡s ❧❡s ✉♥❡s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s ✭●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❙éq✉❡♥t✐❡❧✮✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❧❡
rés❡❛✉ ♣❤②s✐q✉❡ ✐ss✉ ❞✉ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ▲❙●P ✭✶✳✾✮ ♣♦ssè❞❡ q✉❛tr❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❝❤❛❝✉♥ ❡①é❝✉t❛♥t ✉♥❡
à ✉♥❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❧❛ t✉✐❧❡ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ttr✐❜✉é❡ ✭▲♦❝❛❧❡♠❡♥t ❙éq✉❡♥t✐❡❧✮✱ ♠❛✐s t♦✉s ❧❡ ❢❛✐s❛♥t ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡
❞❡s ❛✉tr❡s ✭●❧♦❜❛❧❡♠❡♥t P❛r❛❧❧è❧❡✮✳

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡♥s❡

❉❛rt❡✱ ❙❝❤r❡✐❜❡r✱ ❘❛✉ ❡t ❱✐✈✐❡♥ ♦♥t ♣rés❡♥té ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ✧s❛t✉r❡r✧ ❧❡ ♠❛tér✐❡❧✱ ❝✬❡st à
❞✐r❡ à ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉ ❞✬êtr❡ ✐♥❛❝t✐❢s ❬✸❪✳ ❊♥ ❡✛❡t ❛♣rès ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♥✬❡st ❛❝t✐❢ q✉❡
♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ s✉r ❞❡✉①✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ ♦ù ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡✛❡❝t✉❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ♦ù ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st ✐♥❛❝t✐✈❡ à ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♠♦✐t✐é ❛✉ ❝②❝❧❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✐❧ ❡st
❧♦❣✐q✉❡ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦✐t✐é ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛❝t✐❢ à
t♦✉s ❧❡s ❝②❝❧❡s✳

▲❡s ❛✉t❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡♥t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ p q✉✐ ❛❧❧♦✉❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥✲
♥é❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✈✐rt✉❡❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1 ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ V = (V1, ...Vn−1)✱ ♦ù n ❡st
❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✉ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❝♦♥s✐❞éré✳ ❈❡tt❡ ❣r✐❧❧❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞é❝♦✉♣é❡ ❡♥ ❝❧✉st❡rs ✭éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❛✉①
t✉✐❧❡s✮✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧✉st❡r ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n − 1 é❣❛❧❡♠❡♥t
❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ P = (P1, ..., Pn−1)✳ ❈❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❤②s✐q✉❡ ❡st ❝❤❛r❣é ❞✬❡✛❡❝t✉❡r t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛❧❧♦✉és ❛✉①
♣r♦❝❡ss❡✉rs ✈✐rt✉❡❧s ❞❡ s♦♥ ❝❧✉st❡r✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ▲❙●P ✭❧❡ rés❡❛✉ ♣❤②s✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ τ
♣r♦❝❡ss❡✉rs✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧✉st❡rs ❞♦✐t ❝♦✉✈r✐r t♦✉t❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✈✐rt✉❡❧s✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❝❧✉st❡r✱ C ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

C = (C1, ..., Cn−1),

♦ù Ci = ⌈Vi/Pi⌉

✶✵



1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

X

X : Ordre 
d'activation du 
processeur 
dans le 
réseau

Processeur 
du réseau

p1

p2

❋✐❣✳ ✶✳✼✿ ❘és❡❛✉ ✈✐rt✉❡❧ ❛✈❛♥t ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t

1

1

1

1

1

1

2

2

3

3

3

3

3

3

4

4

2

2

2

2

4

4

4

4
p1

p2

❋✐❣✳ ✶✳✽✿ P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ▲P●❙ ❡♥ q✉❛tr❡ t✉✐❧❡s

1 2 3 1 2 3

4 5 6 4 5 6

1 2 3 1 2 3

4 5 6 4 5 6
p1

p2

❋✐❣✳ ✶✳✾✿ P❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ▲❙●P ❡♥ q✉❛tr❡ t✉✐❧❡s

✶✶



▲❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é q✉✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t t ❡st ❞❡♥s❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t r❡s♣❡❝t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
s✉✐✈❛♥t❡✱ ❡t ❝❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C✱ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛✉① n − 1 ♣r❡♠✐❡rs é❧é♠❡♥ts ❞❡ t ✿

t = (k1, k2C1, k3C1C2, ..., knC1...Cn−1) ✭✶✳✼✮

❛✈❡❝ kn = ±1 ❡t ki ∧ Ci = 1 ♦ù x ∧ y ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞✐✈✐s❡✉r ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ x ❡t y✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ t✱ ♣✉✐s ♦♥ é♥✉♠èr❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ki q✉✐ s♦♥t ❞❛♥s ❝❡s ❜♦r♥❡s ❡t q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ki ∧ Ci = 1✳ P✉✐s
t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C ✭❡t ❞♦♥❝ ❞❡ t✮ s♦♥t ❡ss❛②é❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
ki ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡♥s❡✱ ♣❛r♠✐ ❝❡✉①✲❝✐✱ s❡✉❧s ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és✳ ❊♥✜♥ ❧✬✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st sé❧❡❝t✐♦♥♥é ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♠❡s✉r❡ ❞✉ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐✲
♥é❛✐r❡s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❢♦r♠❡s kn = ±1 ❡t ki ∧ Ci = 1 ♥✬❡♥tr❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥t✐èr❡✱ ❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ki ❡t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✭!n ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❝❧✉st❡r✮ ♣❡✉t s❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦ût❡✉s❡ ❞ès ❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡✳

❚❡♠♣s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

▲❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❛ss♦❝✐❡
à ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✐♥st❛♥ts ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❡st ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉① ❛✉tr❡s ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬✐♥st❛♥t t1 = (1, 1, 2) ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡
❧✬✐♥st❛♥t t2 = (1, 1, 0) ❡t ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬✐♥st❛♥t t3 = (2, 0, 0)✳ ▲❡ t❡♠♣s ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❤❡✉r❡s✱ ♠✐♥✉t❡s✱ s❡❝♦♥❞❡s✱ s❛✉❢ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ ✧♠✐♥✉t❡s✧
❞❛♥s ✉♥❡ ✧❤❡✉r❡✧ ♦✉ ❞❡ ✧s❡❝♦♥❞❡s✧ ❞❛♥s ✉♥❡ ✧♠✐♥✉t❡✧✳ t4 = (0, x) ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ t5 = (1, 0)✱
❡t ❝❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t x✳

▲❡ t❡♠♣s ♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ❙♦✐t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡ ✈❛❧✐❞❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❬✺❪✳
❙♦✐t ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ♦ù ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ❡♥ ❡♥❧❡✈❡r ✉♥❡ ❛✉ rés❡❛✉ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❛✐♥s✐ ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ à ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

❙✐ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉ ✈✐rt✉❡❧ s✉r
✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ s✐① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✱ ❡t à ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✉
s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛✐t ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ s❡r❛✐t ❡①é❝✉té❡ à t = (1, 1)✱ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ à t = (2, 3)✳

✶✳✸✳✷ ❋✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❉❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠✉❧t✐✲♠♦❞❡s ♦✉ r❡❝♦♥✲
✜❣✉r❛❜❧❡s ❞é❞✐é❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦✉ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs tâ❝❤❡s ❝r✐t✐q✉❡s à
❛❝❝é❧ér❡r✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s✳ ▲✬✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝♦♠♠✉♥ à ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦✉ ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❧✉tôt q✉❡ ❞✬❡♥
❛✈♦✐r ✉♥ ♣❛r ♦♣ér❛t✐♦♥✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ❝❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ♥✬❛✐t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦✐❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ét✉❞✐❛♥t
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♦✉ ♠♦t✐❢s
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ré♣étés ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s ♣❛rt❛❣és✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❬✽❪ ♣❛r ▼♦r❡❛♥♦✱ ❇♦r✐♥✱ ❞❡ ❙♦✉③❛ ❡t ❆r❛✉❥♦✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❲♦❧✐♥s❦✐✱
❑✉❝❤❝✐♥s❦✐✱ ❘❛✣♥ ❡t ❈❤❛r♦t ❬✶✹❪✱ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
❝❤♦✐① ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❡❧❧❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s
❣r❛♣❤❡s ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭♦✉ ❉❋● ♣♦✉r ❉❛t❛✲❋❧♦✇ ●r❛♣❤s✮ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
à ❣é♥ér❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞é❞✐é✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té G = (V,E) ♦ù ✿

✶✷



❋✐❣✳ ✶✳✶✵✿ ➱t❛♣❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❉❋● ✭❡①tr❛✐t ❞❡ ❬✽❪✮

✕ ❯♥ s♦♠♠❡t v ∈ V ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣♦rts ❞✬❡♥tré❡✳

✕ ❯♥ ❛r❝ e = (u, v, p) ∈ E ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s♦♠♠❡t u ❛✉ ♣♦rt p ❞✉ s♦♠♠❡t
v✳

❯♥ t❡❧ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t à ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ♦❜t❡♥✉
♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❉❋● ♦ù ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡
✉♥ ✐♥st❛♥t ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s r❡❣✐str❡s ♦♥t été ♣❧❛❝és✳ ■❧ ❞é❝r✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ ❞♦✐t
ré❛❧✐s❡r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❉❋●✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❡♥ ✶✳✶✵✭❛✮ ❧❡s ❉❋● G1 ❡t
G2 ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❡♥ ✶✳✶✵✭❞✮ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❢✉s✐♦♥♥é ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s s♦♠♠❡ts a1

❡t b1✱ a3 ❡t b2 ❡t a5 ❡t b3 ♦♥t été ❢✉s✐♦♥♥és✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✶✵✭❜✮ ❡t ✶✳✶✵✭❝✮ ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❉❋● q✉✐ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s ♣❧✉s ❜❛s✳

●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té Gc ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞❡✉① ❉❋● Gi = (Vi, Ei) ❡t Gj = (Vj , Ej)✱ ❡st ✉♥
❣r❛♣❤❡ ♣♦♥❞éré ♥♦♥✲♦r✐❡♥té Gc = (Vc, Ec)✱ ♦ù ✿

✕ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t vc ∈ Vc ❞❡ ♣♦✐❞s wc ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥tr❡
✕ vi ∈ Vi ❡t vj ∈ Vj t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts vi ❡t vj s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s✳
✕ ei = (ui, vi, pi) ∈ Ei ❡t ej = (uj , vj , pj) ∈ Ej t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛r❝s ei ❡t ej s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s✳

✕ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛rêt❡ ec = (uc, vc) ∈ Ec s✐ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r uc ❡t vc s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
✕ ▲❡ ♣♦✐❞s ωc ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t vc ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s✴❛r❝s

❞❡ vc✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❝✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❉❋● ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❛✮✳

❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♦✉ ❞✬❛r❝s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t ❧❡s ❛r❝s r❡❧✐❡♥t ❧❡s ❢✉s✐♦♥s
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✳

❙♦♠♠❡ts ❡t ❛r❝s ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s ✿ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts vi ∈ Gi ❡t vj ∈ Gj s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s s✐ O(vi) ∩
O(vj) 6= ∅✱ ❛✈❡❝ O(v) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉✈❛♥t ré❛❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ r❡♣ré✲
s❡♥té❡ ♣❛r v✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠✐s❡ à
❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à vi ❡t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à vj ✳

❉❡✉① ❛r❝s ei = (ui, vi, pi) ❡t ej = (uj , vj , pj) s♦♥t ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s s✐ ✿
✕ O(ui) ∩ O(uj) 6= ∅✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à vi ❡t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à vj
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✕ O(vi) ∩ O(vj) 6= ∅✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ui ❡t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à uj

✕ ❧❡s ♣♦rts pi ❡t pj ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❉❡✉① ♣♦rts pi ❡t pj ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s✐ ✐❧s ♦❝❝✉♣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡✉r s♦♠♠❡t r❡s♣❡❝t✐❢✱ ♦✉ s✐ ✉♥
❞❡ ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts ❝✐❜❧❡s ✭vi ♦✉ vj✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❜✮ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠ê♠❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥ à a1 ❡t b1✱ ✉♥ ❛✉tr❡ à a2

❡t b2✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✱ ❡t q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♠✉♥s à a3 ❡t b2 ❡t à a5 ❡t b3✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛r❝s (a3, a5) ❡t (b2, b3)✳

❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ✿ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts vc ❡t uc ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té Gc s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s
s✐ ✐❧s ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t✳ ❉❡✉① ❢✉s✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts s♦♥t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s t❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❝❡s ❢✉s✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳ ❯♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬❛r❝s
❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s s♦♠♠❡ts q✉❡ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❞é♣❡♥❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡s
❢✉s✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t s❡s s♦♠♠❡ts s♦✉r❝❡s ❡t ❝✐❜❧❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❝✮ q✉❡ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts 1 ✭a3/b2✮ ❡t 5 ✭a2/b2✮ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ✭✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✮✳ ❊❧❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❡♥ ❡✛❡t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡✉① ❧❡ s♦♠♠❡t
b2✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s♦♠♠❡t 2 ✭a3a5/b2b3✮ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ s♦♠♠❡t 1✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✉ s♦♠♠❡t 5✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡
❧❡ r❡❧✐❛♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts 1 ❡t 2✳

P♦✐❞s ❞❡s s♦♠♠❡ts ✿ ▲❡ ♣♦✐❞s ωc ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱
✐❧ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ❛♣rès ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳
❆✈❡❝ S(x) ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ré❛❧✐s❛♥t x ❡t opV ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ré❛❧✐s❛♥t
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐és ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ V ✱ ♦♥ ❛ ✿

✕ ❙✐ vc r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ u/v ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✱
♠♦✐♥s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡ ❡t ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r ♣❧❛❝é ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ré❛❧✐s❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ à ❡✛❡❝t✉❡r✳

ωc = S(opu) + S(opv) − (S(op{u,v}) + S(multiplexeur)) ✭✶✳✽✮

✕ ❙✐ vc r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ (ui, vi, pi)/(uj , vj , pj) ❞✬❛r❝s✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r
❡♥❧❡✈é ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ui/uj ❡t vi/vj ✱ q✉✐ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ✜❧✳

ωc = S(multiplexeur) ✭✶✳✾✮

❆✐♥s✐✱ s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉r ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡
❞❡✉① ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✸✻✵✱ q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ ✷✵ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡
s✉✐t❡✳

❈❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡①♣r✐♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❞❡✉① ❉❋●✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉
❝✐r❝✉✐t ❞ér✐✈é ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❉❋● s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s
♠❛①✐♠❛❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳ ❈❡tt❡ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
r❡t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ♠❛①✐♠✉♠✱ ❧❡
❣r❛♣❤❡ ❢✉s✐♦♥♥é ♦❜t❡♥✉ s❡r❛ ❝❡❧✉✐ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ s✉r❢❛❝❡✳

❯♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡✉①✲à✲❞❡✉① ❛❞❥❛❝❡♥ts✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✬✉♥❡
❝❧✐q✉❡ ❡st ❝♦♥♥❡❝té à ❝❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ ✭❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞é✜♥✐t ✉♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✮✳ ▲❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❞♦♥❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❝✉♠✉❧é ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
q✉✐ ❛ss✉r❡r♦♥t ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s s♦♠♠❡ts r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡
❣❛✐♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♣♣♦rté ♣❛r ❧❡s ❢✉s✐♦♥s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r êtr❡ ◆P✲❈♦♠♣❧❡t✳ ▲❡s ❛✉t❡✉rs ❞❡ ❬✽❪ ♦♥t
✉t✐❧✐sé ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ❬✶✵❪ ❛✉q✉❡❧ ✐❧s ♦♥t ❛❥♦✉té ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉✐ ✐♥t❡rr♦♠♣t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❛♣rès
✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ Vc✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❝✮ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ❉❋● ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❛✮✱
❡t✱ ❡♥ ❣r❛s✱ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts 1✱ 2✱ 3 ❡t 4 s♦♥t t♦✉s ✐♥t❡r✲❝♦♥♥❡❝tés

✶✹



❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣♦✐❞s ❡st s✉♣ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✭✺✵✵✱ ❝♦♥tr❡
✹✽✵ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts 2✱ 4 ❡t 5✮✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥✜♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❢✉s✐♦♥♥é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ❉❋● ♦r✐❣✐♥❛✉① ❡t ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s
♠❛①✐♠✉♠ tr♦✉✈é❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❉❋●✱ ❡♥ ❢✉s✐♦♥♥❛♥t ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❣r❛♣❤❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❉❋● ❛✈❡❝ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❞✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡❧ ❉❋● ❢✉s✐♦♥♥é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞❡✉① ❉❋● ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✭❛✮✱ ♦♥ ♣❛ss❡
❛✐♥s✐ ❞❡ ✽ ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ✻ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s à ✻ ♦♣ér❛t❡✉rs ✭❞♦♥t ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r✮ ❡t ✻ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❉❋● ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ré✈é❧❡r très ❣r❛♥❞s✳ ❊♥
❡✛❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❞✉ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ♦♥ ❛✉r❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts q✉❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
❞✉ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ❋✉s✐♦♥♥❡r ❞❡✉① ❉❋● ❞✬❛✉ss✐ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ♠è♥❡r❛✐t à ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳

✶✳✸✳✸ P❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs

▲❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❢♦r♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥s♦♠♠❛tr✐❝❡s
❡♥ t❡♠♣s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❛❝❝é❧ér❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡st ♣r✐♦r✐t❛✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❡♠❜❛rq✉é✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés❡❛✉
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡♥ ❢♦r♠✉❧❛♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥t✐èr❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ ❞✉ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦✉ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❝♦♥ç✉✳
▲❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ré❣✉❧✐èr❡s s✬❛❞❛♣t❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ à ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ❡t
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜t❡♥✐r s♦♥t s✐♠♣❧❡s à ❞é✜♥✐r✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡①é❝✉t❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞és✐ré
♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs s✉✣s❛♥t✳ ◆♦♥ ❝♦♥t❡♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ❝♦ût ❡t ❧❛
❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ❞é❞✐é✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s✐❧✐❝✐✉♠ ❞❡ ❝❡ ❝✐r❝✉✐t s❡♠❜❧❡ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧✱
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ✐♥✢✉❡ s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs✳

➚ ❝❡tt❡ ✜♥✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♦♥t été ♠✐s❡s ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉✱ ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♥❡ s❡ ♣rêt❡♥t
♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✶✳✸✳✶✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✶✳✸✳✷✮ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛❞éq✉❛t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s rés❡❛✉①
ré❣✉❧✐❡rs✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs ❞ér✐✈és ❣râ❝❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ♦♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs
s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très ét❡♥❞✉s✳ ❈❤❡r❝❤❡r à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s✉r ❞❡ t❡❧❧❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠è♥❡r❛✐❡♥t à ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❛✉ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts
❡t à ❧❡✉r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ✐♥tr✐♥sèq✉❡✱ q✉✐ r❡♥❞r❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳

✶✺





❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥

❋❛❝❡ ❛✉① ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s à ❣r❛✐♥ ✜♥ ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡t ♣♦✉✈❛♥t ❡①♣❧♦✐t❡r
❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ t❡❧❧❡s str✉❝t✉r❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à ♠❡ttr❡ à ♣r♦✜t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✐t✉❡ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥
✢♦t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❉❛t❛✲P❛t❤ ●r❛♣❤s ✭♦✉
P❉P●✮✱ q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❡t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦r❡❛♥♦✱ ❇♦r✐♥✱
❞❡ ❙♦✉③❛ ❡t ❆r❛✉❥♦ à ❝❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s
❛❜♦r❞❡r♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡✉① ♠♦✐s r❡st❛♥ts✳

✷✳✶ ❋❧♦t ❞❡ s②♥t❤ès❡

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✢♦t ❞❡ ❍▲❙ ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs s✐♠♣❧✐✜é✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❈ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✈❡✉t ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞é❞✐é✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❙❆❘❊ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❝❡t
❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞✉ ❙❆❘❊✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ P❉P● ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛
s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛♣rès ❛✈♦✐r ♣r❛t✐q✉é ✉♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ✭✶✳✸✳✶✮✳ ▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡
❡st ❞❡ ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ✭❡♥ ❱❍❉▲✮ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡
❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡t ❞✉ P❉P● ♦❜t❡♥✉ ♣❧✉s tôt ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞✉
❝♦♥trô❧❡✉r ❞✉ ❝✐r❝✉✐t✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ❡①é❝✉t❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡✉r
❛❝t✐✈❡ ❧❡s ♠é♠♦✐r❡s ❡t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❡s ❡♥tré❡s ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉rs ❛✜♥ ❞❡ st♦❝❦❡r ♦✉ ❞✬❛❝❤❡♠✐♥❡r ❧❡s ❜♦♥♥❡s
❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥✜♥ ❢♦✉r♥✐r ❝❡s ❞❡✉① ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s à ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✉♥
❋P●❆✱ ♦✉ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s②♥t❤ét✐s❡r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t✳

◆♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ q✉✬à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ✭✈❛st❡✮ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ q✉✐
s✬❛tt❛❝❤❡ ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❡♥ ✈❡rt s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ s♦♥t ❝❡❧❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s
tr❛✈❛✐❧❧é✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ P❉P● à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❞✬✉♥❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥és✱
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛❞❛♣té ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ▼♦r❡❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ❡t ❡♥✜♥ ❞❡ ❧❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ P❉P●✳

✷✳✷ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❉❛t❛✲P❛t❤ ●r❛♣❤

▲❡ ❜✉t ❞❡s P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❉❛t❛✲P❛t❤ ●r❛♣❤s ✭♦✉ P❉P●✮ ❡st ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡
♣♦❧②é❞r✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ♣♦❧②é❞r✐q✉❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à
❞❡✉① s♦♠♠❡ts q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✉t❛♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts q✉❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s✳

❯♥ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❉❛t❛✲P❛t❤ ●r❛♣❤ ✭♦✉ P❉P●✮ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t r❡♣rés❡♥t❡ ♥♦♥ ♣❛s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛✐s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❡♥ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ P❘❉● ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭✈♦✐r ✶✳✷✳✶✮ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① s♦♠♠❡ts
r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ❞✉ s♦♠♠❡t à ré❛❧✐s❡r✳ ❈❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s s✉r
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C

❋✐❣✳ ✷✳✶✿ ❋❧♦t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs

❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ❡t ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ❡t ♥♦♥ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
♣rés❡♥té ✶✳✷✳✶✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs
♣r♦❝❡ss❡✉rs s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ t❡♠♣s ❞♦♥♥é❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥
♣♦❧②è❞r❡ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❛ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s q✉✬✐❧ ② ❡♥ ❛
❛✉ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❛✉ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❡♥ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✿ ❞❡✉① ♣♦✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ✐♥❞✐q✉❛♥t s✉r q✉❡❧
♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t à q✉❡❧ ✐♥st❛♥t ❡①é❝✉t❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❧✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛ q✉✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭p✮ ❡t ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ✭t✮✳ ❈❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ P❉P●
r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞✉ t❡♠♣s ✭s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✮ ❞♦♥♥❡ ❧❡
♣r♦❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❡①é❝✉té❡ ❡t s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭s✉r
❧✬❛①❡ ❞✉ t❡♠♣s✮ ❞♦♥♥❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡
✭♦✉ ❞❡s ❛①❡s✮ ❞✉ t❡♠♣s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❯♥ P❉P● ❡st ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝é❡ ❡t ❛❧❧♦✉é❡ ❞✬✉♥
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❉❋●✮ ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t r❡♣rés❡♥t❡r❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ P♦✉r
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ ❧❡ ♣♦❧②è❞r❡ ❛ss♦❝✐é s❡r❛ ❝♦♠♣♦sé
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+ ++

❋✐❣✳ ✷✳✷✿ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ P❉P● ❡t rés❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬ét❛♥t ❡✛❡❝t✉é❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s s✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞♦♥♥é✳ ❆✉
❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉ ✉♥ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s❡r♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞♦♥t ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ♣♦✐♥ts q✉❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ♦✉ ❞✉ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s P❉P● ❡♥ ✷✳✷✳✶ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞ét❛✐❧❧é
❡♥ ✷✳✷✳✷✳

✷✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❯♥ P❉P● ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té G = (V,E) ♦ù ✿
✕ ❯♥ s♦♠♠❡t v ∈ V r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♦✉ ❞✬❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡

♣♦❧②é❞r✐q✉❡ Dv✳ ❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✱ v ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣♦rts ❞✬❡♥tré❡s ❡t ❞❡ s♦rt✐❡s t②♣és✳ ❙✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥tré❡s
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ s♦rt✐❡s✮ ❧❡ s♦♠♠❡t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣♦rt ❞❡ s♦rt✐❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♣♦rts ❞✬❡♥tré❡✮
t②♣é✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Dv ❡st ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs s✉r ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡t ❧❡ t❡♠♣s✳ ❈❤❛q✉❡
♣♦✐♥t ❞❡ Dv ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ s✉r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❞♦♥♥é à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✳

✕ ❯♥ ❛r❝ e = (u, pu, v, pv) ∈ E ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣♦rt ❞❡ s♦rt✐❡ pu ❞✉
s♦♠♠❡t u ✈❡rs ❧❡ ♣♦rt ❞✬❡♥tré❡ pv ❞✉ s♦♠♠❡t v✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
φe(i) = (αi + a) ❞❡ De ✈❡rs Dv ♦ù i ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❞❡ Dp✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ De = Du ∩ φe(Dv)✳ ▲✬❛r❝ e r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ De ❛✉① ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ Dv✳

▲✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ Dp✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛ttr✐❜✉é❡s ❛✉ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r✳ ❙✐ Dp ♥✬❛
q✉✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡ rés❡❛✉ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡✱ s✬✐❧ ❡♥ ❛ ❞❡✉①✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r Dp ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✉ s❡✐♥ ❞✉q✉❡❧ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t s❡r❛
❡✛❡❝t✉é❡✳

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ Dt✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛ttr✐❜✉é❡s ❛✉ t❡♠♣s✳ ■❧ ♥✬② ❡♥ ❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
q✉✬✉♥❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ ❛✈♦✐r ♣❧✉s ✭✈♦✐r ✶✳✸✳✷✮✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r Dt

✐♥❞✐q✉❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é❡✳

✷✳✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ P❉P● ❞ét❛✐❧❧é

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ♣rés❡♥t❡ Gmm✱ ❧❡ P❉P● ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❊♥ ✈❡rt ❝❧❛✐r
s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬❡♥tré❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s a ❡t b✱ ❡♥ ✈❡rt ❢♦♥❝é ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ 0✱ ❡♥
❥❛✉♥❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✭+✱ ∗✱ R1✱ R2 ❡t R3✮ ❡t ❡♥ ♦r❛♥❣❡ ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
rés✉❧t❛t c✳

✶✾
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p1, p2=p1, p2

p1, p2=p1, p2

p1, p2=p1, p2

p1, p2=p1, p2
p1, p2=p1, p2

p1, p2=p1, p2 p1, p2=p1, p2

p1, p2=p1−1, p2

p1, p2=p1−1, p2 p1, p2=p1, p2−1

p1, p2=p1, p2−1

❋✐❣✳ ✷✳✸✿ Gmm ✿ P❉P● ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

✷✵



■❝✐✱ Dp ❛ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s p1 ❡t p2 ❡t Dt ♥✬❡♥ ❛ q✉✬✉♥❡✱ t✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡
Gmm s♦♥t ♣rés❡♥ts s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛ss♦❝✐és
❛✉① ❛r❝s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣rés❡♥tés✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉✬✐❧s s♦♥t é❣❛✉① à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❡✉r s♦♠♠❡t ❝✐❜❧❡ ♣❛r ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❖♥
♣❡✉t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à Gmm ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛rré ❞❡ N s✉r N
♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉ ✭p1 ❡t p2✮ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ 0 ❡t N ✳

▲❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s st♦❝❦❛❣❡s ❞❡s ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s r❡❣✐str❡s ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ❛❝t✐❢s ❞❡ t = p1 + p2 à t = p1 + p2 + N ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡
à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù t ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉rs ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ♣❡♥❞❛♥t N ❝②❝❧❡s ❞✉
rés❡❛✉✳

▲❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❧✐♠✐té❡s à ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❜♦r❞s
✭p1 = 0 ♣♦✉r a ❡t p2 = 0 ♣♦✉r b✮✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✈♦②❛❣❡♥t ❡♥s✉✐t❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ rés❡❛✉✱
st♦❝❦és ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ r❡❣✐str❡ R1 ♦✉ R2 ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à s♦♥ ✈♦✐s✐♥✳ ❈✬❡st ❝❡ à q✉♦✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ s✉r ❧❡s ❛r❝s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts R1 ❡t R2 ❡t ∗ ❡t s✉r ❧❡s ❛r❝s
q✉✐ ❜♦✉❝❧❡♥t s✉r R1 ❡t R2✳ ❊❧❧❡s ❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣ré❝é❞❡♥t s✉r
❧✬❛①❡ p1 ✭φ(p1, p2) = (p1 − 1, p2)✮ ♦✉ ❧✬❛①❡ p2 ✭φ(p1, p2) = (p1, p2 − 1)✮ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r à ❧✬❛✉tr❡✳

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ 0 ♥✬❡st ❛❝t✐✈❡ q✉❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝②❝❧❡ ♦ù ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥❡❝té❡ ❡st
❛❝t✐❢ ✭t = p1 + p2✮✱ ❝②❝❧❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡q✉❡❧ ❧❡ r❡❣✐str❡ R3 ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳

▲❡s s♦rt✐❡s ❡♥✜♥ ♥❡ s♦♥t ❛❝t✐✈❡s q✉✬❛✉ ❞❡r♥✐❡r ❝②❝❧❡ ♦ù ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ❛✉q✉❡❧ ❡❧❧❡s s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s
❡st ❛❝t✐❢✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ c ❞❡ ♠ê♠❡
❝♦♦r❞♦♥♥é❡s q✉❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳

❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s
❞é❝r✐t ❡♥ ✶✳✶✳✷✳

✷✳✸ P❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦r❡❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ✭❝❢ ✶✳✸✳✷✮ ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞é❝♦✉❧❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❡r❝❤❡ à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ P❉P●✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❉❋●✱ ❡♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t s✬❛ss✉r❡r
❞❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬❡①✐st❡♥❝❡✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞✬❛✉t❛♥t ❞❡ s♦♠♠❡ts ♦✉ ❞✬❛r❝s
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉①✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❆✐♥s✐ s✐ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ❛ ❞❡✉① ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉rs q✉✐
♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ✉t✐❧✐sés ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ♣❡r♠❡ttr❛ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉rs✳

✷✳✸✳✶ ●r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦r❡❛♥♦ ❡t ❛❧✳✱ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢✉s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ P❉P●✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐✲
❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ P❉P● G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦♥❞éré ♥♦♥✲♦r✐❡♥té Gc = (Vc, Ec) t❡❧ q✉❡ ✿

✕ ❯♥ s♦♠♠❡t vc ∈ Vc ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✿
✕ ❯♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts U ⊆ V ✳
✕ ❯♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❝s F ⊆ E✳

✕ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝ ec = (v1, v2) ∈ Ec s✐ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r v1 ❡t v2 s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

❙♦♠♠❡ts ❡t ❛r❝s ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✬❡st ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ P❉P● G = (V,E) ❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡
❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té Gc = (Vc, Ec) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

❯♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ s♦♠♠❡ts r❡✈✐❡♥t à ♠❡ttr❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts✳

✷✶



t

p1

p2

+32

+16

D1

D2

❋✐❣✳ ✷✳✹✿ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s ❡t ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s

❯♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛r❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉rs ❛♠❡♥és ♣❛r ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❞❡
s♦♠♠❡ts✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ♠✐s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦♣ér❛♥❞❡s
❡♥ ❡♥tré❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ à ré❛❧✐s❡r✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✜❧s ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛♥❞❡s
à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r s♦♥t ❜r❛♥❝❤és s✉r ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r q✉✐ ❡♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❢✉s✐♦♥♥❡ ❧❡s ❛r❝s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r✱ ♦✉ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r ❝❤❛r❣é ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r
❧✬♦♣ér❛♥❞❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❢✉s✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts U ⊆ V s✐ ∀u, v ∈ U ✿
✕ Du ∩ Dv = ∅
✕ O(u)∩O(v) 6= ∅✱ ❛✈❡❝ O(v) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉✈❛♥t ré❛❧✐s❡r ❧✬♦♣é✲

r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à v
✕ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ u ❡t v ♥❡ ❝ré❡ ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✸✮

❈✬❡st à ❞✐r❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ U s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡♥ ❡✛❡t ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛rt❛❣❡r
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ q✉✬❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ❧✐❡✉ à ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ U ✳

❖♥ ♣❡✉t ❢✉s✐♦♥♥❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❝s F ⊆ E s✐ ∀e1 = (u1, pu1
, w1, pw1

), e2 = (u2, pu2
, w2, pw2

) ∈ F ✿
✕ Du1

∩ Du2
= ∅

✕ Dv1
∩ Dv2

= ∅
✕ pw1

❡t pw2
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t

✕ φe1
= φe2

❈✬❡st à ❞✐r❡✱ s✐ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦✉r❝❡s ❞❡s ❛r❝s ❞❡ F ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥és ❡t s✐ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts
❝✐❜❧❡s ❞❡s ❛r❝s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢✉s✐♦♥♥és✱ s✐ ❧❡✉r ♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡t s✐ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st
❧❛ ♠ê♠❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r sé❧❡❝t✐♦♥♥❛♥t ✉♥ ✜❧ ♣❛r♠✐ ❞❡✉① ❡t ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ✉♥
✉♥✐q✉❡ ✜❧✱ q✉❡ s✐ ❝❡s ❞❡✉① ✜❧s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡t q✉❡ s✐ ✐❧s s♦♥t ❜r❛♥❝❤és s✉r
❧❛ ♠ê♠❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✱ ♦✉ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ♥✬✐♠♣♦rt❡ ♣❛s✳ ❉❡✉① ♣♦rts pw1

❞✉ s♦♠♠❡t
v1 ❡t pw2

❞✉ s♦♠♠❡t v2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s✬✐❧s ♦❝❝✉♣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡✉r s♦♠♠❡t r❡s♣❡❝t✐❢ ♦✉ q✉❡
v1 ♦✉ v2 r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ à ❞❡✉① ❡♥tré❡s✳

❆✐♥s✐ s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t ✭♦✉ ❧✬❛r❝✮ 1 ❡st ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡ts ✭♦✉ ❧❡s ❛r❝s✮ 2 ❡t 3 ❡t q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐
s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ♥♦♥✲s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s tr♦✐s s♦♠♠❡ts 1/2✱
1/3 ❡t 2/3 ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ s♦♠♠❡t 1/2/3✳ ■❧ ❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦♠♠❡ts s♦✐t ♣rés❡♥t✱ ❡t
♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ s♦♠♠❡t 1/2/3✱ q✉✐ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❛❜♦r❞✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t
✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❤❛q✉❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❡✉t ♦✛r✐r ❞❡s ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s
❢✉s✐♦♥s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s✳ ▲❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ✭D1 ❡t D2✮ s♦♥t ❞✐s✲

✷✷



❥♦✐♥ts ❡t ✐❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ✉♥❡ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧✬✉♥❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ✸✷ ❜✐ts✱ ❧✬❛✉tr❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s
❞❡ ✶✻ ❜✐ts✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ✿ ✉♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ✸✷ ❜✐ts✳

❈♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s s♦♠♠❡ts

▲❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r
❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ✜♥❛❧✳

❉❡✉① ❢✉s✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r v1 ❡t v2 s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s✐ ❡❧❧❡s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥ s♦♠♠❡t ❡♥
❝♦♠♠✉♥ ✭U1 ∩ U2 = ∅ ❛✈❡❝ U1 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ v1 ❡t U2 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ v2✮ ❡t s✐
❡❧❧❡s ♥❡ ❝ré❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✸✮✳ ❯♥ s♦♠♠❡t v1 ♠❡♥❛♥t à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s1 ❡t s2 ❡t ✉♥
s♦♠♠❡t v2 ♠❡♥❛♥t à ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s1 ❡t s3 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳ ❙✐ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r s2 ❡t s3

✐❧ ❡①✐st❡r❛ ❛❧♦rs ✉♥ s♦♠♠❡t v3 r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s1✱ s2 ❡t s3✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r à
❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s1 ❡t s2 ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ s1 ❡t s3✳

❯♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r vv ❡t ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬❛r❝s r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ve s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s✐
vv ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ♦✉ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝✐❜❧❡s ❞❡ ve ♦✉ s✐ vv ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t
❝✐❜❧❡s ❞❡ ve✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬❛r❝s e1/e2 ❡st r❡♥❞✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts s♦✉r❝❡s ❡t
❞❡s s♦♠♠❡ts ❝✐❜❧❡s ❞❡ e1 ❡t e2✳ ❙✐ ❝❡s ❢✉s✐♦♥s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❢✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❛r❝s✳

❉❡✉① ❢✉s✐♦♥s ❞✬❛r❝s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r v1 ❡t v2 s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❝✐❜❧❡s ❞❡
v1 ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❡t ❝✐❜❧❡s ❞❡ v2✳

P♦✐❞s ❞❡s s♦♠♠❡ts

▲❡ ♣♦✐❞s ω(vc) ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t vc r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♠❡♥é ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à vc✳
■❧ ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ vc s❛♥s ❢✉s✐♦♥ ✭ωsf (vc)✮ ❡t ❝❡❧❧❡
♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r ❝❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ✭ωf (vc)✮✳

ω(vc) = ωsf (vc) − ωf (vc)

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿
✕ opV ♣♦✉r V ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① ♣♦✉✈❛♥t ❡✛❡❝t✉❡r

t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ V ✳
✕ S(o) ♣♦✉r o ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧✱ ❡st ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ♣❛r o✳
✕ Pt(D) ♣♦✉r t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ D ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ✭♦✉ ❞❡s ❛①❡s✮ ❞✉

t❡♠♣s✱ ❡t ❞♦♥❝ s✉r Dp✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❡st❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ rés❡❛✉
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

✕ Ehr(D) ♣♦✉r t♦✉t ❞♦♠❛✐♥❡ D ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❡♥t✐❡r ❞❡ D✳
✕ muxx ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r à x ❡♥tré❡s✳

❋✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✿ ❙✐ vc r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts V ❧❛ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ s♦♠♠❡t vc ∈ Gc s❛♥s ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭ωsf (vc)✮ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♦❝❝✉♣é❡s ♣❛r ❝❤❛❝✉♥
❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts v ∈ G q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à vc✳ P♦✉r t♦✉t v ∈ vc✱
❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① ♣♦✉✈❛♥t ❡✛❡❝t✉❡r
❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ à v ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡①é❝✉t❛♥t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Dv s✉r Dp✳

ωsf (vc) =
∑

v∈V

S(opv) ∗ Ehr(Pt(Dv)) ✭✷✳✶✮

▲❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à vc✱ ❛♣rès ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭ωf (vc)✮ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✿
✕ ❙✉r❢❛❝❡s ♦❝❝✉♣é❡s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❛rt❛❣é❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦✉ ♣❧✉s s♦♠♠❡ts ❞❡ G✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ s♦♠♠❡ts U ∈ V t❡❧ q✉❡ ∀u ∈ U, Pt(Du) 6= ∅✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❧❡
♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ U ♠✉❧t✐♣❧✐é❡
♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡①é❝✉t❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ Du s✉r Dp ∀u ∈ U ✳

✷✸
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❋✐❣✳ ✷✳✺✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹

✕ ❙✉r❢❛❝❡s ♦❝❝✉♣é❡s ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❛rt❛❣és✳ P♦✉r ✉♥ s♦♠♠❡t v ∈ vc ❝❡❧❧❡✲
❝✐ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠❛tér✐❡❧ ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① ♣♦✉✈❛♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ à v ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡①é❝✉t❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Dv s✉r Dp ❡t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
Du,∀u ∈ vc, u 6= v s✉r Dp✳

✕ ❙✉r❢❛❝❡s ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉rs ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❛rt❛❣és✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts U ∈ V
t❡❧ q✉❡ ∀u ∈ U, Pt(Du) 6= ∅✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬❛✉t❛♥t ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉rs à |U | ❡♥tré❡s q✉❡ ❞❡
♣♦rts ❞✬❡♥tré❡ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❢✉s✐♦♥♥és ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡✛❡❝t✉❛♥t t♦✉t❡s
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ U ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ Du s✉r Dp ∀u ∈ U ✳

ωf (vc) =
∑

U⊆V
T

∀u∈U

Pt(Du) 6=∅

(

(

S(mux|U |) + S(opU )
)

∗ Ehr

(

⋂

∀u∈U

Pt(Du)

))

+
∑

∀v,w∈V
v 6=w

(S(opv) ∗ Ehr(Pt(Dv) \ Pt(Dw)))

✭✷✳✷✮

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✺ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✭D1 ❡t D2✮ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✹ s❛♥s ❢✉s✐♦♥ ✭✷✳✺✭❛✮✮ ❡t ❛♣rès ❢✉s✐♦♥ ✭✷✳✺✭❜✮✮✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞✉ s♦♠♠❡t vc ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ s❛♥s ❢✉s✐♦♥
❡t ❝❡❧❧❡ ♦❝❝✉♣é❡ ❛✈❡❝ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ s❛♥s ❢✉s✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ ❛✉ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ✸✷ ❜✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐é
♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Pt(D1) ♣❧✉s ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ✶✻ ❜✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Pt(D2)✳ ▲❛ s✉r❢❛❝❡ ♦❝❝✉♣é❡ ❛✈❡❝ ❢✉s✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ✿

✕ ❉✉ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ✸✷ ❜✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥
✭D′′′✮

✕ ❉✉ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ✸✷ ❜✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D′

✕ ❉✉ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ✶✻ ❜✐ts ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D′′

✕ ❉✉ ❝♦ût ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r ✸✷ ❜✐ts à ❞❡✉① ❡♥tré❡s ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❝♦♠♠✉♥ ✭D′′′✮

❙❛♥s ❢✉s✐♦♥✱ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ✜♥❛❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à D′′′ ♣♦ssé❞❡r❛✐❡♥t ✉♥

✷✹



❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ✸✷ ❜✐ts ❡t ✉♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r ✶✻ ❜✐ts✳ ❆♣rès ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ✐❧s ♥❡ ♣♦ssè❞❡r♦♥t ♣❧✉s q✉✬✉♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉r
✸✷ ❜✐ts✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉rs ✶✻ ❜✐ts r❡t✐rés ♠♦✐♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉rs ✸✷ ❜✐ts à ❞❡✉① ❡♥tré❡s ❛❥♦✉tés✳

❋✉s✐♦♥ ❞✬❛r❝s ✿ ❙✐ vc r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❝s E✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
s♦♠♠❡t vc ∈ Gc s❛♥s ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♦❝❝✉♣é❡s ♣❛r ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉rs
❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❝✐❜❧❡s ❞❡s ❛r❝s e ∈ E✳ ❊❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r à |E| ❡♥tré❡s
♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❝✐❜❧❡s✳

ωsf (vc) =
∑

F⊆E
T

∀f∈F

Pt(Df ) 6=∅



S(mux|F |) ∗ Ehr





⋂

∀f∈F

Pt(Df )







 ✭✷✳✸✮

❆♣rès ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉rs ✭t♦✉s ❧❡s ✜❧s ♦♥t été ❢✉s✐♦♥♥és✮✱ ❧❛ s✉r❢❛❝❡
♦❝❝✉♣é❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡✳

ωf (vc) = 0 ✭✷✳✹✮

✷✳✸✳✷ ❈❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡t P❉P● ❢✉s✐♦♥♥é

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛r ▼♦r❡❛♥♦
❡t ❛❧✳ ❡♥ ❬✽❪✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♣♣♦rté❡s t♦✉❝❤❡♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱
♠❛✐s ♣❛s à ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♥str✉✐t✳

P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❞❡s ❛r❝s ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞✐✛èr❡✳ ▲❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✭r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❛r❝s✮ ❡♥tr❡ ❡✉① rés✉❧t❡ ❡♥ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❛s ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❢✉s✐♦♥♥é ♠❛✐s ❞❡ ❥✉sq✉✬à tr♦✐s s♦♠♠❡ts
✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛r❝s✮✳ ❯♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡r❛ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✬♦r✐✲
❣✐♥❡✱ ❡t ❞❡✉① ♣♦✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ rés❡❛✉ q✉✐ ♥✬❡✛❡❝t✉❡r♦♥t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ ▲❡
P❉P● ❢✉s✐♦♥♥é ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❞♦♥❝ ✈r❛✐s❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛r❝s
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ♠❛✐s ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ s♦♥ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r s❡r❛ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳

t

p1

p2

+32

+16

+32

D3

D3 D2'

D1'

❋✐❣✳ ✷✳✻✿ ❙♦♠♠❡ts rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ♦❜t❡♥✉s ❛♣rès ❢✉s✐♦♥s ❞❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✱ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❜✐❡♥ tr♦✐s s♦♠♠❡ts✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s D1′ ❡t D2′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣❛rt✐❡s
♥♦♥✲♣❛rt❛❣é❡s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❞é♣❛rt ✭D1 ❡t D2✮✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D3 ❡st ✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
♣♦❧②è❞r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♣❛rt✐❡s ♣❛rt❛❣é❡s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❞é♣❛rt✳
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R2

R1

DAG1

DAG2

❋✐❣✳ ✷✳✼✿ ❉✐✈✐s♦♥ ❞✬✉♥ P❉P● ❡♥ ❉❆● ♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s r❡❣✐str❡s

✷✳✸✳✸ ❉ét❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉①

▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥✜❣✉r❡r ✉♥ ❋P●❆ ✭❋✐❡❧❞✲Pr♦❣r❛♠♠❛❜❧❡ ●❛t❡ ❆r✲
r❛②✮ ♦✉ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t s②♥❝❤r♦♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❱❍❉▲✳ ■❧s
❞♦✐✈❡♥t ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❡rr❡✉rs ♦✉ ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉✐ r❡♥❞r❛✐❡♥t ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ♥♦♥✲❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳
❯♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❡st ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❡♥tr❡ ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❡❣✐str❡✳
P♦✉r ❣é♥ér❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t s②♥❝❤r♦♥❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ♠❡s✉r❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r❡❣✐str❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝②❝❧❡ s❛♥s r❡❣✐str❡✳

▼ê♠❡ s✐ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❝réés ♣❛r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ✈✐rt✉❡❧s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ❡♥ ré❛❧✐té
q✉❡ ❞❡✉① ❝✐r❝✉✐ts s✉♣❡r♣♦sés✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ❧❡ ❞ét❡❝t❡r✳

❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛❝❤és à ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉①✱ ♦✉ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✐❧❧é❣❛✉①✱
q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛♠❡♥❡r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐s❝❡r♥❡r tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ♣r♦✈♦q✉és
♣❛r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✿

✕ ▲❡s ❝②❝❧❡s ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❞❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ à ❞ét❡❝t❡r✱
❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐❧❧é❣❛❧❡✱ ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡t
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

✕ ▲❡s ❝②❝❧❡s ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❝②❝❧❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡❝té q✉✬❛♣rès ❧❛ ❝ré❛✲
t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ❢✉s✐♦♥s q✉✐ ❧❡ ♣r♦✈♦q✉❡♥t r❡st❡♥t ❧é❣❛❧❡s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s

✕ ▲❡s ❝②❝❧❡s ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s✱ ✐❝✐ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ♠♦♠❡♥t q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♠❛✐s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❉✐✈✐s✐♦♥ ❞✉ P❉P● ❡♥ ❉❆●

P♦✉r ❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉①✱ ♦♥ ré❞✉✐t ❧❡ P❉P● ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥ ❧❡ ❞✐✈✐s❛♥t ❡♥ ❉❆● ✭❉✐r❡❝t❡❞ ❆❝②❝❧✐❝
●r❛♣❤✮ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡①❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✭s❛♥s r❡❣✐str❡✮✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥
s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ✭❞♦♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛r❝s ❞♦♥t ✐❧s s♦♥t
❧❛ ❝✐❜❧❡ ♦✉ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✼✳ P✉✐sq✉✬✉♥ P❉P● ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ♥❡
❞♦✐t✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ ✭s❛♥s r❡❣✐str❡✮✳ ❆✉❝✉♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡ ❝②❝❧❡✳ ❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❉❆● q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞ét❡❝t❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉①✳
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❈②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥

❯♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢✉s✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ q✉✬à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❉❆●✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❛
❢✉s✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ q✉❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❞❡s ❉❆● ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❝❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t t♦✉s sé♣❛rés
♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ r❡❣✐str❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ P❉P● ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❛❧♦rs ♣❛s ❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧✳
P❛r ❝♦♥tr❡ s✐ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✬✉♥ ❉❆● ❡st ❢✉s✐♦♥♥é ❛✈❡❝ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ ♠é♠♦✐r❡
❞❛♥s ❧❡ ❝②❝❧❡ ❛✐♥s✐ ❝réé✱ q✉✐ s❡r❛ ❞♦♥❝ ✐❧❧é❣❛❧ ✭❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✽ ❡♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s✉✣t
❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✉t♦r✐s❡r ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t ❡t ✉♥ ❞❡ s❡s s✉❝❝❡ss❡✉r ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡
❉❆●✳

+

*

+

+

*

❋✐❣✳ ✷✳✽✿ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ❉❆●

❈②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s

❯♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ ♣❡✉t s✉r✈❡♥✐r s✉✐t❡ à ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠ê♠❡s ❉❆●✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✷✳✾✳ ■❧ ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❡♥ ♦♣ér❛♥t ✉♥ tr✐ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ❉❆●
❝♦♥❝❡r♥és✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧✬♦r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝ré❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡
✐❧❧é❣❛❧✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❝ré❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❡♥s❡♠❜❧❡
❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛r❝s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t
❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳
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+
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/
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DAG1 DAG2

1

0

1

0

2 2

2/0

0/2

1
1

❋✐❣✳ ✷✳✾✿ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ ♣❛r ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s

✷✳✸✳✹ ❈②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s

▲❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s s♦♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❧✐❝❛t q✉✐ ♥❡ ♥♦✉s ❡st ❛♣♣❛r✉
q✉❡ t❛r❞✐✈❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❡st tr❛✐té sé♣❛ré♠❡♥t✳
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*3

<<3

<<1

+1

-2

+2

*2

+1/+2

+1/-2

*2/*3

<<1

/<<3

ω = 40

ω = 360

ω = 30

ω = 80

DAG1

DAG2

DAG3

❋✐❣✳ ✷✳✶✵✿ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ ♣❛r tr♦✐s ❢✉s✐♦♥s ❡t ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

❙✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❝❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❝❡✉① ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ❞❡✉①
❢✉s✐♦♥s✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❧❡✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♠ê♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t q✉❛♥❞ ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s ♣r♦✈♦q✉❡♥t ❡♥s❡♠❜❧❡
✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s q✉❛♥❞ tr♦✐s ✭♦✉ ♣❧✉s✮ ❢✉s✐♦♥s ♣r♦✈♦q✉❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧✱
❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ◆✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ♣r✐s❡ sé♣❛ré♠❡♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❢✉s✐♦♥s
q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡♥t ❧❡ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡t ❧é❣❛❧❡✱ ❝✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❡st ✐❧❧é❣❛❧✳ ■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ ♠❛❧❣ré t♦✉t✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✧r❡♥❞r❡✧ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s ♣♦✉r ❜r✐s❡r ❧❡ ❝②❝❧❡✳ ▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs
❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t r❡♥❞✉❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❡♥ r✐sq✉❛♥t ❞❡ ❜r✐s❡r
✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❡❧ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❧❡s tr♦✐s ❢✉s✐♦♥s
♣r♦✈♦q✉❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ r♦✉❣❡✳ ▲❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❝♦♠♣♦sé❡
♣❛r ❝❡s tr♦✐s s♦♠♠❡ts✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧✬❛❝❝❡♣t❡r✳ ▼❛✐s s✐ ✉♥ ❛r❝ ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉r ❡♠♣ê❝❤❡r
❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❝ré❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧✱ ♦♥ r✐sq✉❡ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧✬❛r❝ r❡❧✐❛♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ∗2/∗3 ❡t
<<1 / <<3✱ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ♣❛r ❧à✲♠ê♠❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ✭∗2/∗3✱ <<1 / <<3 ❡t +1/−2✮
❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡ ❡st t♦t❛❧❡♠❡♥t ❧é❣❛❧❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡✈✐❡♥t à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ t❡❧❧❡
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✷✳✹✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡♥❞❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛✲
t✐❜✐❧✐té ❡t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡❧❧❡s ♣r♦✈♦q✉❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧
♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s r❡st❛♥t❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦ût❡✉s❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡s r✐sq✉❡ ❞✬❡①♣❧♦s❡r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ❛r❝✳

✷✳✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

■❧ r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✐ ❝❡❧✉✐✲❝✐ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✱ ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✐♥tér❡ss❛♥ts ❣❛❣♥❡r❛✐❡♥t ♣❡✉t✲êtr❡ à êtr❡ tr❛✐tés ❛✉tr❡♠❡♥t✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s❡r❛✐t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡s t❡♠♣♦r❡❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥
s✉r❢❛❝❡✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡✱ ❞❡ ♣❛r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t
❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✐♥térêt ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s à r❡t❛r❞❡r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞✬✉♥ ❞é❧❛✐ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♥❡ s❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♥t ♣❧✉s ❡t q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s✳

▲✬✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❛✉q✉❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥❢r♦♥t❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té q✉✐ r❡♥❞r❛✐t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠✳

✷✽



■❧ ❡st ♣❧✉s q✉❡ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s✉r✈✐❡♥♥❡ s✉r ❞❡s P❉P● s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ t✐rés ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❝r✐t✐q✉❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣✉❡s✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡❧❛✱ ✐❧ s❡r❛ ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥❡ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ♣❛s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❝♦♠♣❧❡t✱ ♦✉ ♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❛♥t ♣❛s ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳

❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡✱ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✬❡♥ ❬✽❪✳ P♦✉r
❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♥✬❛✉t♦r✐s❡r ❧❡s ❢✉s✐♦♥s à ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts à ❧❛ ❢♦✐s✱ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡t ❞é✜♥✐r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❝♦♥s❡r✈é❡s✳ ▲❛
♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ❜✐❡♥ s✉r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té
❝♦✉r❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❢✉s✐♦♥♥é ❡t ❝❤❡r❝❤❡r à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ❞❡ ♣❛✐r❡s
❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡r ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬é✈✐t❡r ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛r❝s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ♠❛✐s ♥❡ ❣❛r❛♥t✐r❛✐t ♣❛s ✉♥
rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢✉s✐♦♥s ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ✐♥t❡r❞✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s q✉✐ s❡ s❡r❛✐❡♥t
ré✈é❧é❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣❡r♠❡tt❛♥t ❡❧❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ s❡r❛✐t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢✉s✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ♣❛r ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❢✉s✐♦♥♥é ❡t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❡①♣❧♦s❡r❛✐t ♠❛✐s ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♥❡ tr❛✐t❡r q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ré❞✉✐t à ❧❛ ❢♦✐s✳

✷✾





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s P❉P● ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❡t ✷✳✸✮✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❏❆❱❆ ❡t s❡ ❜❛s❡ s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♦✉t✐❧s
❞é❥à ❡①✐st❛♥ts ❡t ✉t✐❧✐sés ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❆■❘◆✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ✭✸✳✶✮ ♣rés❡♥t❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s
♦✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✭✸✳✷✮ ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s tr❛✈❛✉① r❡st❛♥ts à ré❛❧✐s❡r✳

✸✳✶ ❖✉t✐❧s ✉t✐❧✐sés

✸✳✶✳✶ ▲✐❜r❛✐r✐❡s ♣♦❧②é❞r✐q✉❡s

■❙▲ ✭■♥t❡❣❡r ❙❡t ▲✐❜r❛r②✮ ❬✶✸❪ ❡t ♣♦❧②❧✐❜ ❬✼❪ s♦♥t ❞❡✉① ❧✐❜r❛✐r✐❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡t ❞❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❡r ❞❡s ♣♦❧②è❞r❡s✳ ❊❧❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡♥t ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♣♦❧②è❞r❡s ✭✉♥✐♦♥✱
✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳✳✳✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❊❤r❤❛rt ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❝❡❧❧❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞❡ r❛②♦♥s ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❈❤❡r♥✐❦♦✈❛✳

✸✳✶✳✷ ▼ét❛✲♠♦❞è❧❡s ❡t ❊▼❋

▲❡s ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡s✱ ♦✉ ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ s♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ♣❡r♠❡tt❛♥t✱ ❡♥tr❡s ❛✉tr❡s✱ ❞❡ ❞é✲
✜♥✐r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s✳ ❊▼❋ ✭❊❝❧✐♣s❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❋r❛♠❡✇♦r❦✮ ❡st ✉♥❡ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✐♥té❣ré❡ à
❊❝❧✐♣s❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡s ré♣♦♥❞❛♥t ❛✉ st❛♥❞❛r❞ ▼❖❋ ✭▼❡t❛✲❖❜❥❡❝t
❋❛❝✐❧✐t②✮ ❞❡ ❧✬❖▼●✳ ▲❡s ✜❝❤✐❡rs ❡❝♦r❡ s✉r ❧❡sq✉❡❧s s❡ ❜❛s❡ ❊▼❋ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ é❞✐t❡✉r ❣r❛♣❤✐q✉❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❯▼▲✱ ♣✉✐s ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❏❆❱❆
❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sés s✉r ❝❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r
✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ♥♦tr❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦r❡❛♥♦✱ ❇♦r✐♥✱ ❞❡ ❙♦✉③❛ ❡t ❆r❛✉❥♦✳

❉❛t❛♣❛t❤ ▼♦❞❡❧

▲❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❉❛t❛♣❛t❤ ▼♦❞❡❧ ❡st ✉♥ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ♠❛tér✐❡❧ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢r❛✲
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ●❊❈❖❙ ✭●❊♥❡r✐❝ ❈❖♠♣✐❧❡r ❙✉✐t❡✮ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❆■❘◆ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡
❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡♥ ❱❍❉▲✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝✲
t✉r❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡t ♥♦✉s ❧✬✉t✐❧✐s♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs ❡t ❧❡✉rs ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠❛tér✐❡❧s✳

P♦❧②❤❡❞r♦♥ ▼♦❞❡❧

❈❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❉♦♠❛✐♥✱ ❞❡s ✉♥✐♦♥s ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s✱ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s
❧✬éq✉✐♣❡ ❈❆■❘◆ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❯♥ P♦❧②❤❡❞r❛❧ ❉♦♠❛✐♥ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s✱ ❡✉①✲♠ê♠❡s ❞é❝r✐ts
❝♦♠♠❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s ❡t ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✸✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡ ❞❡s P❉P● ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡
♣❛rt✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐s ❡t ❧❡s ❞❡✉① s✉✐✈❛♥t❡s ❞ét❛✐❧❧❡♥t ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡
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❋✐❣✳ ✸✳✶✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❯▼▲ ❞❡s P❉P●

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❢✉s✐♦♥♥é✮✳

✸✳✷✳✶ ▼ét❛✲♠♦❞è❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ tr♦✐s ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡s ❛✜♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡r ♥♦tr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡t ❧❡ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s P❉P●✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❧❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞é✜♥✐r ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❡st ❧❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳

▼ét❛✲♠♦❞è❧❡s ❞❡s P❉P●

▲❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s P❉P●✱ ❛✉t♦✉r ❞❡sq✉❡❧s s✬❛rt✐❝✉❧❡ t♦✉t ❧❡ r❡st❡ ❞❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✳ ▲❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts
t②♣❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ✭❞✬❡♥tré❡s✱ ❞❡ s♦rt✐❡s✱ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡✱ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳✳✳✮ ❡t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❧✐és
t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣♦rts ♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡s✱ r❡♣rés❡♥té ❣râ❝❡ ❛✉ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ P♦❧②❤❡❞r♦♥ ▼♦❞❡❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛r❝s
❡t ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ✉♥✐❢♦r♠❡s ✭❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ φ(~i) = ~i + ~α✮ ❡❧❧❡s s♦♥t
r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✭~α✮ ❞✬❡♥t✐❡rs✳

▼ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts

▲❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❞é✜♥✐t ❧❡s t②♣❡s ❡t ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥
❞✉ rés❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r s✐ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s♦♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✈ér✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❈❤❛q✉❡
❝♦♠♣♦s❛♥t ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭❞é✜♥✐❡ ❣râ❝❡ à ❉❛t❛♣❛t❤ ▼♦❞❡❧✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❧✐st❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♦✉ t②♣❡s q✉✬✐❧ s✉♣♣♦rt❡✱ s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ❞✬✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❞✬❡♥tré❡s✲
s♦rt✐❡s✱ ❡t❝✳

❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ P❉P● ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠❛tér✐❡❧ ✭✉♥✐tés ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ♠é♠♦✐r❡s✱
✜❧s✳✳✳✮ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t q✉✐ ❞é❝r✐t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡
❝❡t é❧é♠❡♥t✳

✕ ❯♥ s♦♠♠❡t ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛tt❡s ❞✬❡♥tré❡s ♦✉ ❞❡ s♦rt✐❡s q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t à ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts✳

✕ ❯♥ s♦♠♠❡t ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞♦♥♥é ✭❛❞❞✐✲
t✐♦♥♥❡✉rs✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉rs✳✳✳✮✳
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❋✐❣✳ ✸✳✷✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❯▼▲ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts

✕ ❯♥ s♦♠♠❡t ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡s ✭r❡❣✐str❡s✱ ❘❆▼✳✳✳✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡
s♦♠♠❡t ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❞✉ré❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ s✉r Dt✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ t❡♠♣s✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❞♦✐t ❝♦♥s❡r✈❡r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✜❧❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❧❡ ❡st é❣❛❧ ❛✉
t❡♠♣s q✉❡ ♠❡tt❡♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à tr❛✈❡rs❡r ❧❛ ✜❧❡✳

✕ ❯♥ ❛r❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✜❧s ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♠❛tér✐❡❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉①
s♦♠♠❡ts s♦✉r❝❡ ❡t ❝✐❜❧❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛r❝ ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t s♦✉r❝❡
✐♥❞✐q✉❡ à q✉❡❧ é❧é♠❡♥t ❝✐❜❧❡ ❧❡ ✜❧ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥♥❡❝té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡st
φe(p1, p2) = (p1 + 1, p2)✱ ❝❤❛q✉❡ ✜❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à e ♣❛rt✐r❛ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦✉r❝❡s ❡t s❡r❛
❝♦♥♥❡❝té à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r s✉✐✈❛♥t s✉r ❧✬❛①❡ p1✳

✕ ❯♥ ♣♦rt ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡♥tr❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ✜❧s✳ ▲❡s ♣♦rts ❞✬❡♥tré❡s ❝♦♥♥❡❝tés à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❝s s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r✱ q✉✐ ❞♦✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧✬✉♥ ❞❡s ✜❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✉♥ ❞❡s ❛r❝s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
❝♦♥trô❧❡✳

▼ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

▲❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞é✜♥✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♥t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛✐tr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡
❞❡✉① s♦♠♠❡ts✳ ❯♥ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❝♦♥♥❛ît ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❞❡s ❛r❝s✮ ❞✉ P❉P● ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r s❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❝s✮
rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❡✉r ❢✉s✐♦♥✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦✐❞s ✭❝❛❧❝✉❧é s❡❧♦♥ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠❛tér✐❡❧s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✮ ❡t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts ♦✉ ❞❡s ❛r❝s ❝♦♥❝❡r♥és ♣❛r s❛
❢✉s✐♦♥✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❞✬❛r❝s ♣♦ssè❞❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ♣♦rt✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t
❧❡ ♣♦rt ❞✬❡♥tré❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛r❝ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥♥❡❝té ❡t ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ✈❡rs ❧❡s ❢✉s✐♦♥s
❞❡ s♦♠♠❡ts q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦✉r❝❡s ❡t ❝✐❜❧❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❝s✳

✸✳✷✳✷ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t
❞✬❛❜♦r❞ tr♦✉✈é❡s✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❞✬❛r❝s✳ ❆♣rès q✉♦✐ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡st ❝❛❧❝✉❧é✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✳

❙♦♠♠❡ts ❡t ❛r❝s ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ P❉P● ♦r✐❣✐♥❛❧✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t s1✱ ✐❧ ♣❛r✲
❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ P❉P● ❡t ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ❞é❥à ré❛❧✐sé❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ♦✉ ❢✉s✐♦♥ ❞❡
s♦♠♠❡ts s2✱ ✐❧ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ s1 ❡t s2✳ ❙✐ ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡st ✈✐❞❡✱ ✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦✲
t❤èq✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ✉♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à s1 ❡t à s2✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡♥
❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥✱ s1 ❡t s2 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s✱ s✐♥♦♥ ✐❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬✉♥ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♥✬❡st ♣❛s ♦✉
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡t✮ ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ✉♥ ❉❆● ✭✈♦✐r ✷✳✸✳✸✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝ré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡
s1 ❡t s2✳

✸✸



❋✐❣✳ ✸✳✸✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❯▼▲ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té

❯♥❡ ❢♦✐s t♦✉t❡s ❧❡s ❢✉s✐♦♥s ❞❡ s♦♠♠❡ts tr♦✉✈é❡s✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❛r❝♦✉rt ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s ❞✉ P❉P●✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛r❝s✱ ✐❧ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦✉r❝❡s ❡t ❝✐❜❧❡s✳ ❙✐ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s♦✉r❝❡s s♦♥t é❣❛✉①✱
♦✉ q✉✬✐❧s ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ❞❡✉① à ✉♥ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❝✐❜❧❡s✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✳ ❙✐ ❡❧❧❡ s♦♥t é❣❛❧❡s✱
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✈ér✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧s ❞♦✐✈❡♥t s❡ tr♦✉✈❡r à ❧❛ ♠ê♠❡
♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡✉rs s♦♠♠❡ts r❡s♣❡❝t✐❢s✳ P♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✉ s♦♠♠❡t ❝✐❜❧❡
♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ♣r♦✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ P❉P● ❢✉s✐♦♥♥é✳

❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣♦✐❞s

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ✷✳✸✳✶✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
❡①é❝✉t❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❢✉s✐♦♥♥és✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ s✉r Dp ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s✳ ▲❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
♣❛rt❛❣és ❡t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs
✭✐❧s ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✮✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♠❛tér✐❡❧s
✉t✐❧✐sés✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡t ❛✉① ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s s♦♠♠❡ts ❝♦♥❝❡r♥és
♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝ré♦♥s ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢✉s✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱ ❝ré❡ t♦✉s ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts
♣♦ss✐❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ✭❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ tr♦✐s✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ❝♦♠♠✉♥❡✮✳ ❙✐ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts s♦♥t ❝réés ✐❧ r❡t✐r❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❡t ❛❥♦✉t❡
❧❡s s♦♠♠❡ts ♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❝réé✳ ■❧ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ❡t ❝♦♥t✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t
✜①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❛♣rès ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♦♥t été ❡ss❛②é❡s ❡t ✐❧ ♥❡ r❡st❡
♣❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝réés q✉✐ ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❞❡ s♦♠♠❡ts
❛❥♦✉tés ♦✉ ❡♥❧❡✈és ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❡ss❛②é t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ s❛♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡
s♦✐t ♠♦❞✐✜é❡✱ ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st ❛tt❡✐♥t✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮ ♣rés❡♥t❡ tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❢✉s✐♦♥♥❛❜❧❡s ❡t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s
s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ q✉✐ ❛ ♠❡♥é à ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s
s♦♠♠❡ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s s♦♠♠❡ts 1 ❡t 2✳ ❖♥ ✈❛ ❡♥s✉✐t❡ ❝ré❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts à ♣❛rt✐r ❞❡ 3 ❡t ❞❡
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p1

p2

12 3

p1

p2

1'2'

3'

1/2

1/2/3 1/32/3

p1

p2

12 1/2(a) (b) (c)

❋✐❣✳ ✸✳✹✿ ➱t❛♣❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts rés✉❧t❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥

❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❝réés ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ♦❜t❡♥✐r ❧❡s s❡♣t s♦♠♠❡ts ♣rés❡♥tés ❡♥ ✸✳✹✭❝✮ ✳
▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t s′1 q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥✲♣❛rt❛❣é❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞✉ s♦♠♠❡t

s1 ❛✈❡❝ ❧❡ s♦♠♠❡t s2 ❛ ♣♦✉r ✧❜❛s❡✧ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡
D1 ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ D2 ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✺✮✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ r❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭♦✉ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮ ❞✉ t❡♠♣s
❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡t✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s à ❧❛ ❢♦✐s s✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐
s✉r ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❛✉①q✉❡❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡①é❝✉té❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐ s✉r
❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✸✳✻✭❛✮✮✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥❛❧ D′

1 ❞❡ s′1 ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐ ❛✈❡❝ D1 ✭✜❣✉r❡ ✸✳✻✭❜✮✮✳

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t s1/2 q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥tr❡ s1 ❡t s2 ❡st
❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ D1 ❡t ❞❡ D2 ♠♦✐♥s D′

1 ❡t D′
2✳

❯♥❡ ❢♦✐s t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❝réés ❡t ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s ❝❛❧❝✉❧és✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦❥❡t❡r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s✉r
❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬❊❤r❤❛rt ❞❛♥s ❝❡s
♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣♦✐❞s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐❞s ❡t ❞❡ ❝❡✉① ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉rs
❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ s♦♠♠❡t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳

❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ❞✬❛r❝s✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ❛r❝s ❢✉s✐♦♥♥és✳ ❈❤❛q✉❡
♥♦✉✈❡❧ ❛r❝ e ét❛♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❛r❝s ❞✉ P❉P● ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❞♦♥t ✐❧ ❡st ✐ss✉✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝❡s ❛r❝s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ♣♦✉r ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❞✉ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r s✉♣♣r✐♠é ♣❛r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ e✳
●râ❝❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ❡t à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❡♥ ❜✐ts ❞❡s ❞♦♥♥é❡s q✉✐ tr❛♥s✐t❡♥t ♣❛r ❧❡s ✜❧s✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ❝♦ût
❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡✉r✱ q✉✐ ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ De s✉r Dp ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞✉ s♦♠♠❡t ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
♥♦✉✈❡❛✉① ❛r❝s rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥ ❞✬❛r❝s ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ s♦♠♠❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢✉s✐♦♥✳

✸✳✷✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❢✉s✐♦♥♥é

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ s❡ ❢❛✐t ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❏❆❱❆ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé
♣❛r ▼♦r❡❛♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪✳ ❈❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛ été ❛❞❛♣té❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té t❡❧s q✉✬✐❧s s♦♥t
❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❡t ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬❛rrêt ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❬✽❪✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❧❡s ❛r❝s ❢✉s✐♦♥♥és ❛✐t été ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ✐❧ r❡st❡ q✉❡❧q✉❡s ét❛♣❡s ❛✈❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❧❡ P❉P● ❢✉s✐♦♥♥é✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥ ❡✛❡t
❝♦♥♥❡❝t❡r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts sé❧❡❝t✐♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s
été ❢✉s✐♦♥♥és✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ✉♥ ✈✐s✐t❡✉r q✉✐ ❝ré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ P❉P● ❡t q✉✐ ♣❛r❝♦✉rt
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ P❉P● ❞✬♦r✐❣✐♥❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✱ s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t ❛ été ❢✉s✐♦♥♥é✱ ✐❧ ✐♥tè❣r❡ ❧❡s
♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts ❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ P❉P●✱ s✐♥♦♥ ✐❧ ❧❡ ❝♦♣✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ P❉P●✳ ■❧ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❧❡s ❛r❝s✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ q✉❛♥❞ ✉♥ ❛r❝ ❛ s✉❜✐ ✉♥❡ ❢✉s✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t r❡tr♦✉✈❡r s♦♥ s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ ❡t s♦♥
s♦♠♠❡t ❝✐❜❧❡✱ q✉✐ rés✉❧t❡♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s ❞✬✉♥❡ ❢✉s✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉
♥♦✉✈❡❧ ❛r❝ à ❝❡✉① ❞❡s s♦♠♠❡ts ✐ss✉s ❞❡s ❢✉s✐♦♥s ❞✉ s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ ❡t ❞✉ s♦♠♠❡t ❝✐❜❧❡✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ❛r❝ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ s♦♥ s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ s♦♥ s♦♠♠❡t ❝✐❜❧❡✳
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+32

(a)

+16Pt(D2')

Pt(D1')

(b)

+32D1'-2'

p1 p1 p1

p2 p2 p2

❋✐❣✳ ✸✳✺✿ ❉❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ✭D′
1 ❡t D′

2✮ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭❛✮ ❡t ❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭❜✮

t

p1

p2

t

p2

p1

(a) (b)

❋✐❣✳ ✸✳✻✿ ❉♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐ ✭❛✮ ❡t s♦♥ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ D1 ✭❜✮

✸✳✸ ❚r❛✈❛✉① ❢✉t✉rs

■❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ❝❤♦s❡s à ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ s♦✐t ✐♥té❣ré à ✉♥ ✢♦t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❝♦♠♣❧❡t✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❡st ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉①✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛
❡♥s✉✐t❡ t❡st❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s P❉P● ❢✉s✐♦♥♥és
❡t ❧❡s ❉❛t❛♣❛t❤ ▼♦❞❡❧ ❡t ❡♥tr❡ ▼▼❆❧♣❤❛ ❡t ❧❡s P❉P●✱ ♣✉✐s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡t ✈❛r✐❛♥t❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s t❡sts✳

✸✳✸✳✶ ❚r❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉①

❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ❞ét❡❝t❡ q✉❡ ❧❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢✉s✐♦♥✳ P♦✉r
❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❝②❝❧❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❛✜♥ q✉✬✐❧ ♣r❡♥♥❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ❡t r❡❢✉s❡ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s ❡♥ ♣r♦✈♦q✉❛♥t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤ ✫ ❜♦✉♥❞ ❡t ✐❧ s❡♠❜❧❡ à ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧
❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ❝②❝❧❡ ✐❧❧é❣❛❧ q✉✬❛♣rès ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t ♣✉
❝♦♥t❡♥✐r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❧é❣❛❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝❧✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s
❝❧✐q✉❡s ✐❧❧é❣❛❧❡s ❡t ❡♥s✉✐t❡ s❡✉❧❡♠❡♥t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❧é❣❛❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❡t ❝❡❧❧❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡✱ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❢✉s✐♦♥♥❡r
✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ♣❛r ♣❛✐r❡s ♣❧✉tôt q✉❡ ♣❛r ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❡♥ ✷✳✸✳✸✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡❝✲
t❡r ❡t ❡♠♣ê❝❤❡r ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ♣r♦✈♦q✉és ♣❛r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ❢✉s✐♦♥s✱ ❧❛ ❢✉s✐♦♥
✐tér❛t✐✈❡ rè❣❧❡r❛✐t ❞♦♥❝ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✸✻



✸✳✸✳✷ ❚❡sts

❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét❛❜❧✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✳
❈❡✉①✲❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t s❡s ❧✐♠✐t❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ❞❡s P❉P● tr♦♣ ❣r❛♥❞s✳ ■❧ s✬❛❣✐r❛ ❞♦♥❝ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ♣❧❛❝❡r
✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬❛r❝s✮ s✉r ❝❡ ✧tr♦♣ ❣r❛♥❞✧✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞é❥à ♣❧✉s✐❡✉rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ♦✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ♣ré✈♦②♦♥s ❞❡ t❡st❡r ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳

✕ ▲❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s s♦♥t ✉♥ ♠♦t✐❢ ❛ss❡③ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♠❛❣❡ ♦✉ ❞❡ s✐❣♥❛❧✱ ❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡✱ q✉✐ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ♣♦s❡r tr♦♣
❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés à ♠♦❞é❧✐s❡r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ P❉P●✳ ❉❡ ♣❧✉s ✐❧ ♣❛r❛ît é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞♦♥❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳

✕ ❈❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✐♠❛❣❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s ③♦♥❡s ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s
❞✬✐♠❛❣❡s✱ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ ❝❛rré ❞❡ n ∗n ♣✐①❡❧s✱ ♣✉✐s à ✉♥ ❝❛rré ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡t ❛✐♥s✐ ❞❡
s✉✐t❡ ❥✉sq✉✬à ❝♦✉✈r✐r ❧✬✐♠❛❣❡ ❡♥t✐èr❡✳ ▲❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡s ♠ê♠❡s ❡t s♦♥t ❡✛❡❝t✉és ♣❛r
❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs s♣é❝✐❛❧✐sés s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣✐①❡❧✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ rés❡❛✉
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝❛rré ✉t✐❧✐sé✳

✕ ▲❡s ✜❧tr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❋■❘ ✉t✐❧✐s❡♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ré♣été ❞❡ séq✉❡♥❝❡s ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✲
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t r❡❝t✐✜❝❛t❡✉r✳ ■❧ ② ❛ ❧à ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ré❣✉✲
❧❛r✐té q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡①♣❧♦✐té❡✳

▲❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ ❡t ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st✐♠❡ ❧✬ét❛t
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❜r✉✐té❡s✳ ■❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ r❛❞❛r q✉❡
❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❛♥t❡♥♥❡✲r❡❧❛✐s ❡t ✉♥ té❧é♣❤♦♥❡ ♣♦rt❛❜❧❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr❛✐t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

x̂k+1/k = Φx̂k/k

Pk+1/k = ΦPk/kΦt + bβbt, P0/0 = I
Vk+1 = hkPk+1/kht

k + 1
Kk+1 = Pk+1/kht

kV −1
k+1

x̂k+1/k+1 = x̂k+1/k + Kk+1

[

ỹk+1 − hk+1x̂k+1/k

]

Pk+1/k+1 = Pk+1/k − Kk+1hk+1Pk+1/k

♦ù k = 0, 1, 2, ... r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t✱ ỹk ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ M ✱ Φ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
❝♦♥♥✉❡✳ x̂t/t′ ❡st ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t x ❛✉ t❡♠♣s t à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❥✉sq✉✬❛✉ t❡♠♣s t′✳
Pk+1/k ❡st ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r ❡t Pk+1/k+1 ❡st ❧❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r✳
❊♥✜♥ Kk+1 ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡t hk ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❬✾❪✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r✱ ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ❡♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❚❡❧ q✉✬✐❧ ❡st s♣é❝✐✜é ❞❛♥s ❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❡
té❧é♣❤♦♥✐❡ ▲❚❊ ✭▲♦♥❣✲❚❡r♠ ❊✈♦❧✉t✐♦♥✮✱ ✐❧ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ✶✸✵✽✽ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s✲❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡
♣❛s✱ s♦✐t ♣♦✉r ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ s♦✐t ♣♦✉r ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❡❝t❡✉rs✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡
❢♦✐s✱ ♦♥ ✈♦✐t ❧✬✐♥térêt q✉✬♦♥ ❛✉r❛✐t à ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✶✸✵✽✽ ♠✉❧t✐♣❧✐❡✉rs ❡t ❛✉t❛♥t
❞✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡✉rs✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞é❥à ♣❧✉s✐❡✉rs tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞é❞✐é ❛✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥✱ ❝♦♠♠❡ ❬✾❪
q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ▼▼❆❧♣❤❛✳ ▲❡s
❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞ér✐✈é ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ▼▼❆❧♣❤❛ ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ q✉✐ s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥t❡ q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞é❥à ♣r♦♣♦sé❡s✳
▼❛✐s ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ré❛❧✐st❡ ♣♦✉r ❧❡ ✜❧tr❡ ❞❡ ❑❛❧♠❛♥ ♥✬❛✐t ❡♥❝♦r❡ été ♦❜t❡♥✉❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✳

✸✳✸✳✸ ▲✐❛✐s♦♥ P❉P●✲❉❛t❛♣❛t❤ ▼♦❞❡❧

❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❡♥ ❱❍❉▲ ❡♥ ✜♥ ❞✉ ✢♦t ❞❡ s②♥t❤ès❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❡r ✉♥ ❋P●❆ ♦✉ ❞❡ s②♥t❤ét✐s❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✱ ✐❧ ❢❛✉t ré❛❧✐s❡r ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ P❉P● ❢✉s✐♦♥♥é✱ rés✉❧t❛t
❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✱ ❡t ❧❡ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❉❛t❛♣❛t❤ ▼♦❞❡❧✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t
❞é✜♥✐ ❣râ❝❡ ❛✉ ♠ét❛✲♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❡♥ ✸✳✷✳✶ ♣♦ssè❞❡ ❞é❥à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧
❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞✉ P❉P● s✉r Dp✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣♦✐♥t✱ ❛❥♦✉t❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s♦♠♠❡t✳ P✉✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝✱ ✐❧

✸✼



❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ✜❧s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ φ✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡✱ ✐❧ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡♥ ❱❍❉▲ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

✸✳✸✳✹ ▲✐❛✐s♦♥ ▼▼❆❧♣❤❛✲P❉P●

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ P❉P● à ❧❛ ♠❛✐♥ ❡st ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❢❛✉t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❡t ❛❧❧♦✉❡r
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡
❛r❝✳ ■❧ s❡r❛✐t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣r♦✜t❡r ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t ❝♦♠♠❡ ▼▼❆❧♣❤❛✳ ❯♥❡ ❧✐❛✐s♦♥
❏❆❱❆✲▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛ ❛②❛♥t ❞é❥à été ♠✐s❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❛♣♣❡❧s à ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛
❞❡♣✉✐s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❏❆❱❆✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ P❉P● à ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ▼▼❆❧♣❤❛✳

✸✳✸✳✺ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s

❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛ s✬❛✈ér❡r ✉t✐❧❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ♦✉
❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥té❡s ❡♥ ✷✳✹✳ ❊❧❧❡s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢❛❝❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ q✉✐ r✐sq✉❡ ❞❡ s❡ ♣rés❡♥t❡r ♣❛ssé ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ P❉P● ❞✬❡♥tré❡✳

✸✽



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ❞é❞✐és à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡✉①✲❝✐ ❞♦✐✈❡♥t r❡s♣❡❝t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♣♣♦sé❡s
❢♦rt❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
♣❛rt✐❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥s♦♠♠❛tr✐❝❡s ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ q✉❡ ❧❡
❝✐r❝✉✐t ré❛❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦♥s♦♠♠❛t❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❡r
à ❞❡s s②stè♠❡s ♠✉❧t✐♠é❞✐❛s ♣♦rt❛❜❧❡s ✭té❧é♣❤♦♥❡s✱ ❛♣♣❛r❡✐❧s ♣❤♦t♦s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳✳✳✮✳

❈❡ r❛♣♣♦rt ❛ ♣rés❡♥té ♣❧✉s✐❡✉rs t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ❞é❞✐é❡s s♦✐t à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡
♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ s♦✐t ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sés s✉r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡s rés❡❛✉① ré❣✉❧✐❡rs✱ ❝✐r❝✉✐ts ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t
♣❛r❛❧❧è❧❡s ❞❡st✐♥és à ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❞❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛❞❛♣t❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❥à ❡①✐st❛♥t ré❛❧✐s❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ tâ❝❤❡s ❝r✐✲
t✐q✉❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té s✉r ❧❡q✉❡❧ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❯♥❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ♦♣ér❛t❡✉r à ♦♣ér❛✲
t❡✉r ❛✉① ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡✉①✲❝✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ q✉✐
❛♠è♥❡ à ❧✬❡①♣❧♦s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥❡ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳

P♦✉r ♣❛❧✐❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①♣❧♦✐té ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s✱ à tr❛✈❡rs ❧❡
♠♦❞è❧❡ ♣♦❧②é❞r✐q✉❡✱ ✉♥ ♦✉t✐❧ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣✉✐ss❛♥t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❛✐sé♠❡♥t
❧❡s ♥✐❞s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣♦❧②è❞r❡s✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛✐t ✉♥ ✐♥st❛♥t ❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳

P♦✉r ❢✉s✐♦♥♥❡r ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦❧②é❞r✐q✉❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♥✐❞ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡
♣♦❧②è❞r❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s
❢✉s✐♦♥s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡
♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❛✜♥ ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥s q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✉ ❝✐r❝✉✐t ✜♥❛❧✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs✱ ♠❛✐s ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ♣✉ êtr❡ t❡sté❡✱ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦sé ♣❛r ❧❛
❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡s ✐❧❧é❣❛✉① ❞❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ♣❛r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦♠♠❡ts✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s
❛♣♣❛r✉ ♣❧✉s tôt ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs à ❧❛
❢♦✐s✱ ❝❤♦s❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✐♥té❣r❡r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❤❛✉t✲
♥✐✈❡❛✉ ❝♦♠♣❧❡t ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❆■❘◆✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞✬✉♥
❝✐r❝✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❈✳

✸✾





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❙t❡♣❤❛♥ ❇❛❧❡✈✱ P❛tr✐❝❡ ◗✉✐♥t♦♥✱ ❙❛♥❥❛② ❱✳ ❘❛❥♦♣❛❞❤②❡✱ ❛♥❞ ❚❛♥❣✉② ❘✐ss❡t✳ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
♠♦❞❡❧s ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ s②st❡♠s ♦❢ ❛✣♥❡ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✲ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ✲✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥
✐♥t❡r♥❡ ■❘■❙❆✱ ✶✶✻✶✱ ✶✾✾✽✳

❬✷❪ ❆❧❛✐♥ ❉❛rt❡✱ ❨✈❡s ❘♦❜❡rt✱ ❛♥❞ ❋ré❞ér✐❝ ❱✐✈✐❡♥✳ P❛r❛❧❧❡❧✐s♠ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐♥ ♥❡st❡❞ ❧♦♦♣s✳ ■♥ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣
❆♥❞ ❆✉t♦♠❛t✐❝ P❛r❛❧❧❡❧✐③❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✶✻✕✷✷✻✳ ✷✵✵✵✳

❬✸❪ ❆❧❛✐♥ ❉❛rt❡✱ ❘♦❜❡rt ❙❝❤r❡✐❜❡r✱ ❇✳ ❘❛♠❛❦r✐s❤♥❛ ❘❛✉✱ ❛♥❞ ❋ré❞ér✐❝ ❱✐✈✐❡♥✳ ❈♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❡①✲
♣❧♦✐t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s❝❤❡❞✉❧❡s ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s♠✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❉❡s✐❣♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥ ♦❢
❊❧❡❝tr♦♥✐❝ ❙②st❡♠s✱ ✼✭✶✮ ✿✶✺✾✕✶✼✷✱ ✷✵✵✷✳

❬✹❪ P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r✳ ❙♦♠❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ P❛rt ■ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❚✐♠❡✳ ✶✾✾✸✳

❬✺❪ P❛✉❧ ❋❡❛✉tr✐❡r✳ ❙♦♠❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❛✣♥❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ P❛rt ■■ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❚✐♠❡✳ ✶✾✾✸✳

❬✻❪ ❙✳ ❨✳ ❑✉♥❣✳ ❱▲❙■ ❛rr❛② ♣r♦❝❡ss♦rs✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ■♥❝✳✱ ❯♣♣❡r ❙❛❞❞❧❡ ❘✐✈❡r✱ ◆❏✱ ❯❙❆✱ ✶✾✽✼✳

❬✼❪ ❱✐♥❝❡♥t ▲♦❡❝❤♥❡r✱ ❇❞✳ ❙✳ ❇r❛♥t✱ ❛♥❞ ❋✲■❧❧❦✐r❝❤✳ P♦❧②▲✐❜ ✿ ❆ ▲✐❜r❛r② ❢♦r ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ P❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞
P♦❧②❤❡❞r❛✱ ✶✾✾✾✳

❬✽❪ ◆❛❤r✐ ▼♦r❡❛♥♦✱ ❊❞s♦♥ ❇♦r✐♥✱ ❈✐❞ ❈✳ ❞❡ ❙♦✉③❛✱ ❛♥❞ ●✉✐❞♦ ❆r❛✉❥♦✳ ❊✣❝✐❡♥t ❞❛t❛♣❛t❤ ♠❡r❣✐♥❣ ❢♦r
♣❛rt✐❛❧❧② r❡❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s✳ ■❊❊❊ ❚r❛♥s✳ ♦♥ ❈❆❉ ♦❢ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ❈✐r❝✉✐ts ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱
✷✹✭✼✮ ✿✾✻✾✕✾✽✵✱ ✷✵✵✺✳

❬✾❪ ❆✉r❡❧✐❡♥ ▲✳ ❚✳ ▼♦③✐♣♦✱ ❉❛♥✐❡❧ ▼❛ss✐❝♦tt❡✱ P❛tr✐❝❡ ◗✉✐♥t♦♥✱ ❛♥❞ ❚❛♥❣✉② ❘✐ss❡t✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❙②♥t❤❡s✐s
♦❢ ❛ P❛r❛❧❧❡❧ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r✐♥❣ ✉s✐♥❣ ▼▼❆❧♣❤❛✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
P❛r❛❧❧❡❧ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✷✵✶✕✷✵✻✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✵❪ P❛tr✐❝ ❘✳ ❏✳ Öst❡r❣år❞✳ ❆ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠✲✇❡✐❣❤t ❝❧✐q✉❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦r❞✐❝ ❏✳ ♦❢
❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ✽✭✹✮ ✿✹✷✹✕✹✸✻✱ ✷✵✵✶✳

❬✶✶❪ P❛tr✐❝❡ ◗✉✐♥t♦♥ ❛♥❞ ❨✈❡s ❘♦❜❡rt✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s s②st♦❧✐q✉❡s✳ ▼❆❙❙❖◆✱ ✶✾✽✾✳

❬✶✷❪ ❙❛♥❥❛② ❱✳ ❘❛❥♦♣❛❞❤②❡✳ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ P❛r❛❧❧❡❧✐③✐♥❣ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❚❤❡ ❈♦♠♣✐❧❡r
❉❡s✐❣♥ ❍❛♥❞❜♦♦❦✱ ♣❛❣❡s ✸✷✾✕✸✼✷✳ ✷✵✵✷✳

❬✶✸❪ ❙✈❡♥ ❱❡r❞♦♦❧❛❡❣❡✳ ■♥t❡❣❡r ❙❡t ▲✐❜r❛r② ✿ ▼❛♥✉❛❧✱ ✷✵✶✵✳

❬✶✹❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡ ❲♦❧✐♥s❦✐✱ ❑r③②s③t♦❢ ❑✉❝❤❝✐♥s❦✐✱ ❊r✇❛♥ ❘❛✣♥✱ ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❈❤❛r♦t✳ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡✲❉r✐✈❡♥
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