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1 Introduction a la théorie du Network Calcu-
lus

Aujourd’hui les systémes embarqués représentent une grande part du marché
mondial des technologies. Nous les retrouvons dans les téléphones, les GPS et
les avions...etc. L’ AFDX [04] (Avionic Full Duplex Switched Internet ) est le
support de communication embarqué dans les avions. Il utilise des lignes de
communication full duplez (communication dans les deux sens) reliées par des
switchs (commutateurs réseaux). Un enjeu majeur réside dans le fait de savoir
borner le délai d’attente dans les buffers des switchs. 1l est également nécessaire
de savoir calculer une borne maximale du délai subi par une donnée d’un bout a
I’autre du réseau. En effet, dans le cas du systeme AFDX, on sait qu’il fonctionne
correctement si les données traversent le réseau avant un certain laps de temps.
Avant de placer ce systéme dans un avion il est nécessaire de s’assurer que cette
condition est toujours vérifiée.

Le Network Calculus [05] et [08], est une théorie qui permet de calculer des
bornes de performance dans les réseaux de communication, composés de flux
de données traversant certains (ou tous) éléments du réseau. Un exemple est
représenté sur la figure 1. Il comporte 2 serveurs et trois flux. Le premier est
traversé par tous les flux mais le second uniquement par 2 d’entre eux. Les bornes

Fi1c. 1 — Exemple de réseau.

calculées grace au Network Calculus sont des bornes supérieures subies par les
données d’'un ou plusieurs flux telles que le délai ou la charge maximale d’un
systeme ou du réseau entier, ainsi que d’autres valeurs permettant de déterminer
la qualité de service. Les calculs sont effectués par le biais de fonctions. Par
exemple la courbe des arrivées est une fonction qui majore la quantité de données
arrivant a travers un flux, la courbe de service délivre une borne minimale de
la quantité de données traitées a chaque instant par le serveur étudié. Nous
utiliserons une structure mathématique sur espace R U {400} ayant pour lois
internes le minimum et 'addition, deux opérations couramment utilisées sont la
convolution et la déconvolution. Un peu plus loin, nous donnerons une définition
formelle de ces opérations.

Exemple introductif Considérons le réseau de la figure 2, composé d’un
systeme et d’'un flux. Nous présentons ici, les systemes leacky bucket, que I'on



a(t)=c + pt

B(=R{-T).

Fi1G. 2 — Exemple de systeme.

peut traduire par seau percé, qui sont tres souvent utilisés pour la modélisation
de systeémes contraints. Le livre [05] présente une étude compléte de ces systemes.

Soit un flux traversant un tel systeme. Les données y sont acheminées afin
d’y étre traitées. Nous allons introduire une notion : la courbe d’arrivée qui sera
présenté formellement plus loin.

Les données a 'entrée d’un systeme arrivent avec un certain débit. Celui-ci
peut varier au cours du temps. Pour se donner une image concrete on peut faire
I’analogie avec la transmission de bits dans un cable allant d’un point A & un
point B, lors d'une communication téléphonique.

La fonction de contrainte « des systemes leacky bucket est définie par :
vVt € R, a(t) = o+ p(t). Le parametre o définit la taille du buffer. Du point de
vue des arrivées, cela signifie que la quantité maximale de données arrivant d’un
coup dans le systeme est . Le parametre p, quant a lui définit le taux d’arrivée
des données : a chaque unité de temps, au maximum p données sont acheminées
jusqu’au systeme.

Sur le schéma ci-dessous, nous avons représenté par la courbe bleue (R) les
arrivées cumulées des données au systeéme. Visuellement (R) est contrainte par
« si sa courbe est toujours en dessous de cette derniere. On dira alors que le
systeme est (o, p)-contraint.

Nous avons cherché, durant ce stage, a fournir une méthode de calcul du délai
subi par un flux dans un réseau de maniere déterministe, lorsque la politique de
service est & priorité fixe. Il existe bien stir des méthodes, [10] et [02], fournissant
des délais dans ce genre de situations. Notre but sera de fournir des résultats
plus fins. Nous allons tout d’abord introduire la base théorique sur laquelle
repose les calculs de délai, appelée Network Calculus, ainsi que les différentes
méthodes qui en découlent et qui permettent ces calculs. Nous présentons ensuite
un premier résultat sur le délai borné. Puis, nous énoncerons le travail que nous
avons réalisé, avant de le comparer aux méthodes concurrentes. Enfin, nous
exposerons une limite actuelle de notre travail, avant de conclure.



bits

R(t)

Fia. 3 — Courbe d’arrivée d’un systeme leacky bucket.

2 Le Network Calculus

2.1 Outils mathématiques : convolution et déconvolution

Nous commengons par introduire I’ensemble de fonctions suivant : F = {f :
Ry — RyU{4o00} | f est croissante et f(0) = 0}. Dans la suite, nous supposerons
toujours que les fonctions appartiennent a cet ensemble.

Nous introduisons dans cette partie les opérations de convolution et de
déconvolution dans un espace & temps discret dans le semi-anneau (F, A,®), ol
A est la fonction minimum et ® lopérateur de convolution.

Définition 1 Soit f et g € F alors la convolution de f et g est :

VteR, (fOg)() = inf {f(t—s)+g(s)}

0<s<t

Ci-dessous sont listées les propriétés de la convolution dans le semi-anneau (F,
A®).
Proposition 1 (Propriétés de la convolution) Soient f,g,h € F.
1. Cloture : f®g € F.
2. Associativité : (fRg)@h = fQR(g®h).
3. Flement neutre : soit 8 le Dirac en 0 : f ® 8y = f.
4. Element absorbant : I’élément absorbant est € : t — +o00. On a f®e=c¢.
5. Distributivité de la convolution par rapport au A : (f Ag) @h=(f ®h) A
(g®h).
6. Addition par une constante : (f + K)®g=f®g+ K.

Nous définissons 'opération de déconvolution ainsi que les principales pro-
priétés qui en découlent :



Définition 2 Soit f et g € F alors la déconvolution de f et g est :

Vit e Ry (f @ g)(t) = supsso{f(t+s) —g(s)}.

Proposition 2 (Propriétés de la déconvolution) Soient f,g,h € F.
1. (fog)oh=f0(g®h).
2. Composition de @ et de @ : (f®g)oh < f®(g@h).
3. Dualité entre © et @ : f @ g < h si et seulement si f < g® h.

Remarque : L’opération @ est une pseudo-inverse pour ®. En effet, si 'on
cherche a calculer f < g ® h, on sait que f @ g est la plus petite fonction h
vérifiant cette inégalité.

Dans la suite, nous verrons que ces deux opérations sont tres utilisées dans

le calcul de bornes caractéristiques de réseaux.

2.2 Courbes de controéle des flux et des serveurs

Soit A la fonction des arrivées cumulées et B la fonction des sorties cumulées.
Pour tout t, A(t) est le nombre de données arrivées dans le systéme entre les
instants 0 et ¢, et B(t) est la quantité de données ayant quitté le réseau entre les
instants 0 et ¢. De maniére intuitive B(t) < A(t), car on suppose que le serveur
ni ne perd, ni n’ajoute de paquet.

Nous commengons par définir les courbes d’arrivée, fournissant des garanties
sur les arrivées du systéme, puis nous introduisons les courbes de services qui
définissent des garanties sur la vitesse de traitement des données du systeme.

bits bits

t —t

F1a. 4 — Courbes d’arrivées affine (& gauche) et étagée (a droite).

2.2.1 Courbe d’arrivée
On définit la courbe d’arrivée comme suit :

Définition 3 (Courbe d’arrivée) Soit o € F une fonction croissante définie
pour t € Ry.On dit que A est a-contrainte si et seulement si : Vs < t,

A(t) — A(s) < a(t — s).



Ainsi, quels que soient deux instants s et ¢ choisis, la quantité de données arrivée
entre ces deux moments est inférieure & a(t — s). La fonction « va ainsi donner
une borne sur la quantité de données pouvant arriver entre deux instants.
Parmi toutes les courbes d’arrivée, on distingue ici deux classes : les courbes
d’arrivée affines (ou Leacky Bucket) (a(t) = o + pt) et les courbes d’arrivées a

t
étages (kvp - (t) = k| ;T

|). Ces courbes sont représentées sur la figure 4.

2.2.2 Courbe de service

Comme nous ’avons annoncé au début de cette section, les courbes de service
donnent des garanties aux flots. En effet elles vont quantifier la vitesse a laquelle
un noeud peut traiter des données. Nous noterons A (resp. B) le flot d’entrée
(resp. de sortie) d’un systéme S. De maniére formelle une courbe de service est
définie comme suit :

Définition 4 (Courbe de service minimale) Le systéme S offre au flot une
courbe de service 3 € F si et seulement si B> A® (.

Délai pur

F1c. 5 — Courbes de service.

Dans l'article [02] sont répertoriés les types de courbes de service dont deux
classes sont :
— courbe de service simple §: A> B> AR (;
— courbe de service strict 3 : A > B et pour toute période chargée, intervalle
de temps pendant lequel le réseau n’est pas vide (définie formellement dans
le paragraphe 1.3) [s,t],

B(t) — B(s) = B(t — s).

On remarque facilement que si S offre une courbe de service strict 3, il offre
aussi une courbe de service simple (3.

La figure 5 illustre le principe des courbes de service simple. La figure de
droite donne la courbe de service 3 d’un systéme S. Elle correspond a un simple



délai D pur. La figure a droite représente les arrivées cumulées de S (en rouge)
ainsi que trois flux de sorties cumulées By et By représentent deux sorties pos-
sibles de S lorsque le systeme est muni d’une courbe de service simple. Les tra-
jectoires de sortie sont obtenues & partir de A, en effet, il faut : B(t) > A(t+ D).

B,

F1G. 6 — Second exemple de courbes de service et des flots d’entrée et de sortie
du serveur.

Sur la figure 6, nous avons modélisé un comportement possible des flots
d’entrée et de sortie, pour un serveur muni d’une courbe de service strict ou
simple B(t) = R(t — T). Sur le repere de droite, est représenté le flot de sortie
minimal By d’un serveur muni d’une courbe de service strict, et a gauche Bs est
une trajectoire issu d’une courbe de service simple. En général, les courbes de
service des réseaux utilise cette fonction. Dans notre étude nous nous placerons
toujours dans ce cas. Sur la figure 6 nous avons symbolisé un flux A, des entrées
dans le serveur, ainsi que le flux de sortie minimal B. En effet B est nul pour
tout t inférieur a T'. Puis des données sortent exactement avec un taux R tant
que le serveur n’est pas vide. Au moment ou le serveur est vide, une nouvelle
période de latence débute.

Définition 5 (Courbe de service maximale) Soit S un systéme et A (resp.
B) le flot d’entrée (resp. de sortie). Alors S offre au flot une courbe de service
mazimale 3’ € F définie par : B< A® [.

2.3 Bornes caractéristiques

En introduction nous avons cité les bornes classiquement évaluée par le Net-
work Calculus : charge, délai, et flot de sortie/entrée. Dans cette partie nous
donnons des définitions précises permettant le calcul de ces grandeurs.

Définition 6 (Charge) La charge de S a la date t est définie par A(t) — B(t).

La charge correspond en réalité a la quantité de données présentes dans le
serveur étudié a chaque instant. La charge d’un réseau est une notion qui permet
de définir un intervalle de temps spécial appelé période chargée, et qui constitue
une notion importante pour la suite de notre travail.



Définition 7 (Période chargée) La période chargée est un intervalle de temps
I de Ry durant laquelle la charge du serveur S n’est pas nulle. Autrement dit :
Vu € I, A(u) — B(u) > 0.

A partir d’une date quelconque t, on peut retrouver son début de période
chargée. Cette date est notée start(t), et est définie par : start(t) = sup{u <
t|A(u) = B(u)}.

Le livre [08] nous fournit le résultat ci-dessous.

Théoreme 3 (Propriété de la charge) Soit « la contrainte sur A et soit
la courbe de service du systéeme. Alors la charge vérifie :

A(t) = B(t) < sups>o{a(s) — B(s)} = a @ 5(0).

La définition suivante concerne le délai subi par une donnée de l'entrée a la
sortie du réseau. Cette information permet de définir si un réseau est surchargé
ou non, et aussi, si une donnée est traitée assez vite (point important dans
PAFDX présenté en introduction).

Définition 8 (Délai) Soit un flot traversant S, le délai subi par la donnée
entrant dans le systéme a Uinstant ¢ est d(t)=inf{r > 0|A(¢t) < B(t+ 7)}.

Théoréme 4 (Propriété du délai) Soit un flot traversant S a-contraint et
B la courbe de service associée a S. Alors d(t) < hDev(a,f3) ot

hDev = sup{in%{a(s) < B(s+ 1)}

520 T2

Connaissant « et 3, on peut obtenir le délai et la charge maximale. En effet
le délai maximal correspond a la plus grande déviation horizontale séparant « de
0, et la charge maximale correspond & la plus grande déviation verticale (notée
vDev = sup,so{a(s) — B(s)}). Nous avons représenté ces bornes sur le schéma

7.

Fi1G. 7 — Représentation des délai et charge maximum d’un réseau a ’aide des
contraintes d’arrivée et de service.



Exemple Nous allons calculer le délai maximal d,,., subi par un flux con-
traint par la fonction a(t) = o + pt, passant dans un serveur muni d’une courbe
de service (3, telle que B(t) = R(t — T),. D’apres la propriété ci-dessus,

dmaz < hDev(a, ) = sup;sofinfazo{a(t) < B(t + d)}}. Commengons par
calculer a(t) < B(t+d) :

alt) < BE+d)
c+pt < Rt+d—T),
c+pt < R(t+d-T)
o+pt—R(t-T) < d
R
o+ RT (p—R)t
< d.
R + R
Donc,
dmaz < hDev(a, )
Amaz < sup{inf{a(t) < B(t+ d)}}
t>0 420
Si(p— R) <0, alors dipas = g +RRT;
Sinon dyee = —+o0.

Théoreme 5 (Flot de sortie) Soit un flot passant dans S offrant une courbe
d’arrivée o et une courbe de service (3. Alors le flot sortant est o-contraint
avec :

o= (a0 f).

Exemple Calculons le flot de sortie d’un flux de courbe d’arrivée « telle que
a(t) = o + pt, traversant un serveur de courbe de service 3, telle que B(t) =
R(t — T)+. Nous supposons ici que R > p. Cette hypothese correspond au
cas généralement considéré car le délai est borné, comme nous ’avons montré
précédemment.

o(t) = (e0f)+
= ((e+p) OR(t—T)1)+
= ig%{a +p(t+u) = R(u—T)4}

= sup {o+p(t+w)}Vsup{o+ p(t+u) - Ru—T)}

o<uT uz=T
= sup {o+p(t+u)}Vsup{o+pt—(R—pu+ RT}
0<u<T uzT

= o+4p(t+T)=a(t+T).

10



Grace a ce résultat, si 'on s’intéresse a la charge d’un serveur de courbe de
service 3 traversé par un flux a-contraint est (7).
Dans les calculs futurs, nous appliquerons directement ce résultat.

2.4 Premiers résultats sur les caractéristiques des réseaux

Deux questions sont tres importantes lorsque l'on considere les systémes
comportant plusieurs flots et plusieurs composants & la suite : comment obtenir
la capacité non utilisée a chaque instant 7 Comment obtenir la courbe d’arrivée
associée a un composant quelconque du réseau, ne connaissant que les courbes
d’arrivées des flux a 'entrée du réseau?

Définition 9 (Flux résiduel) Considérons deux flux f1 et fo tel que fi est
aq-contraint, et supposons que (3 soit la courbe de service strict associé a un
systeme S. Alors une courbe de service associée a fa est (8 — aq)+.

On peut ainsi calculer la capacité résiduelle qui est donc apportée aux flux les
moins prioritaires. Grace a ce résultat on peut définir la capacité de traitement
qu'un serveur accorde a un flux quelconque. Sur la figure 8, si fo est moins
prioritaire que f; on peut calculer la courbe de service résiduel associée et en
déduire le délai. C’est ce que nous faisons dans I’exemple ci-dessous.

Exemple Nous examinons maintenant un serveur de courbe de service [,
telle que 31 (t) = R(t — T4 traversé par deux flux f; et fo de courbe d’arrivée
respective ay, ag avec : ai(t) = o1 + pit, et as(t) = o2 + pat. Ce réseau est
représenté sur la figure 8 ci-dessus. Calculons 3’ le flux résiduel associé au second
flux.

f1:a,

FiG. 8 — Représentation du réseau étudié.

B(t) = (B1—aa)s(t)
(R(t=T)4 — o1+ p1t)+
= (R—p)(t—T")4,

11



avec T' est la date & laquelle (8 — o) s’annule :

BT = ay(T)
R(T'-T) = o1+p,T
T o1+ RT'
R—p

Définition 10 (Concaténation) Soit un flot traversant un systéme si et un
systéme so. Supposons que le systéme s; est une courbe de service 3; pour i=1,2.
Alors la concaténation des deux systemes offre une courbe de service 1 ® (s.

Exemple Nous étudions un réseau composé de deux serveurs, s et sq traversés
par un flux, dont les courbes de services associés sont respectivement 3; et (s,
telles que B1(t) = Ry (t—T1)+ et B2(t) = Ro(t—T5)+. Nous souhaitons obtenir la
courbe de service Oyt du réseau. Un résultat du le livre [08] nous dit que la con-
volution de fonctions convexes, affine par morceaux, résulte en la concaténation
par pentes croissantes des segments affines. Donc :

ﬂTot(t) = (min(Rl, Rg)(t — T1 — TQ))+.

Ainsi, lorsqu'un flux traverse des serveurs les uns a la suite des autres, on
peut imaginer qu’il franchit un unique serveur dont la courbe de service résulte
en la convolution des courbes des serveurs traversés. Cependant ce principe
n’est valable que si tous les flux traversent ’ensemble des serveurs dont on fait la
concaténation. En effet, si ce n’est pas le cas, le probleme devient plus complexe.
Ce cas est présenté ultérieurement. Cette définition de la concaténation permet
de calculer la courbe de service d’un flot passant a travers un ensemble de
systemes.

3 Méthodes de calcul du délai maximal d’un
réseau

Dans cette partie du rapport nous faisons l'inventaire des méthodes exis-
tantes permettant de calculer le délai maximal d’un flux passant a travers un
réseau. Nous commencgons par présenter des travaux dont la politique de ser-
vice ne considérent pas de priorités sur les flux, [03] et [09]. C’est ce que 'on
appelle des politiques ”arbitraires” : tout les flux sont servis ensemble par le
serveur dont on connait une borne minimale de la capacité de traitement. Enfin
nous présentons une méthode de calcul prenant en compte des priorités, [10].
Apres avoir présenté notre travail nous comparerons les délais obtenus par ces
méthodes avec la notre.

3.1 Réseaux a flux multiplexés et regroupés

Nous nous intéressons dans cette partie aux réseaux dont les flux sont re-
groupés et ou 'on ne peut pas supposer que la politique de service est FIFO

12



(politique aveugle). L’analyse [09] commence par calculer la quantité de données
traitées en chaque nceud pour chaque flot considéré séparément. Autrement dit,
elle calcule la bande passante associée a chaque nceud. Pour déduire le délai
maximum, il reste & prendre la déviation horizontale (comme le montre la figure
7). Cette méthode s’appelle Separate Flow Analysis (SFA).

Prenons un exemple du calcul de délai grace a cette méthode. La figure 9
présente un réseau composé de deux serveurs s; et so de courbes de service
respectives (1, B2. Deux flux, f; et fo de courbes d’arrivée respectives ay, as
traversent I’ensemble du réseau. Alors le délai du flux fi, noté d, est :

d = hDev(ay, [f1 — o)y @ [B2 — (2 @ (B1 — @1) 1) +]4)-

Cette méthode s’applique aux politiques arbitraires. En effet comme on ne
sait pas quels sont les flux servis en premiers, on calcule les courbes de service
résiduel en retirant tous les flux présents autres que fy, le flux dont on calcul le
délai. Cependant cette approche concerne également les politiques de services a
priorités fixes. Dans ce cas, il suffit de ne retrancher le service apporté aux flux
plus prioritaires uniquement. Sur I’exemple précédent, si 'on suppose fi; plus
prioritaire, alors la formule devient : d = hDev(a1, 81 ®(2), et le délai de fo est :

d = hDev(az, [B1 — a1l ® [B2 — (1 @ B1)+]4)-

Dans le calcul fait par SFA le multiplexage des flots qui interfere est compté
plusieurs fois. Ce n’est pas une vision tres réaliste, car a partir du moment
oul une donnée est passée a travers un nceud avant une autre, le probleme qui
consiste a savoir qu’elle donnée passe en premier ne va plus se poser pour les
serveurs suivant. Pour cela on compte les cotlits de multiplexage une seule fois.
Cette méthode se nomme Pay Multiplexing Only Once SFA (PMOO-SFA). Ap-
pliquons l'analyse PMOO-SFA a l'exemple de réseau de la figure 9, pour le
calcul du délai du flux fi. Il est calculé par (81 ® B2 — a2). Autrement dit, on
effectue d’abord la concaténation des systémes, puis on retranche la quantité
de traitement nécessaire au premier flux. Cela donne donc la courbe de service
associée au second flux, et grace a la déviation horizontale maximale entre cette
courbe et la courbe d’arrivée as on peut calculer le délai maximal. La méthode
PMOO-SFA, lorsqu’elle s’applique, fournit de meilleur résultat. Cependant, son
utilisation est réduite. En effet, si 'on calcule le délai de f, il faudra que les
autres flux effectuent le méme chemin dans le réseau que celui emprunté par f.

3.2 Algorithme de programmation linéaire (LP)

L’article [03] apporte une nouvelle méthode de calcul des bornes de délai
et de charge de ces réseaux, en utilisant la programmation linéaire, grace au
théoreme suivant :

Théoréme 6 Soit S un systéme contenant n noeuds et f flots. Si S est acy-
clique alors pour un flot i(resp. un serveur j) il existe une collection finie X de
programmes linéaires avec pour valeur optimale opty € X tel que max(opty ) soit
le pire délai d’un bout a lautre du réseau (resp. la pire charge).
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F1a. 9 — Représentation d’un réseau contenant deux flux et deux systémes.

Gréce a cette technique on peut désormais calculer le pire délai et la pire charge
d’un réseau ne contenant pas de cycle, sans connaissance préalable de la politique
de service. Le probleme c’est que le temps de calcul est NP-difficile. Cependant,
si le réseau est en tandem ce calcul se fait en temps polynomial.

Exemple A titre d’exemple, nous énumérons les contraintes linéaires du réseau
de la figure 9, composé de deux serveurs s; et so et deux flux f; et fo. On notera,
pour tout @ € {1,2}, A; les arrivées cumulées des données de f; en s1, B; les
arrivées cumulées des données de f; en so, et C; le flot de données de f; sortant
du réseau. On dispose de quatre dates importantes : ty début de période chargée
de s1, t1 celle de s, to (resp. u) date & laquelle la donnée de fo étudiée sort du
réseau (resp. rentre dans le réseau).

— Objectif : max to — u;

— Croissance des dates : tg < t1 < to;

— Début de période chargée :

— Ay(to) = Bi(to);
— Aa(to) = Balto);
= Bi(t1) = Ci(t1);
— Ba(t1) = Ca(t1);

— Croissance du flux f;,i € {1,2} :
— Ai(to) < Az( ) < A (tg)'
— Bi(to) < Bi(t1) < Bi(t2);
— Ci(to) < Ci(tr) < Cilta) ;

— Causalité :

— A;(to) = Bi(to) = Ci(to);
— Ai(t1) = Bi(t1) = Cy(t1);
— Ai(ts) = Bilts) = Ci(ta);

— Contrainte « :
= Ai(t1) — Ai(to) < oty —to);
— Ai(ta) — Ai(t1) < a(ta —t1);
— Ai(t2) — Ai(to) < a;(ta —to);
— Contrainte 3 :
= Bi(t1) + Ba(t1) — Bi(to) + Ba(to) = Bi(t1 —to);
= Ci(t2) + Ca(t2) — Ci(t1) + Ca(tr) = Pa(ta — t1).
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3.3 Priorités fixes

Dans I’étude [10] on consideére deux courbe des arrivées : a™"" correspond
au nombre minimum de données arrivées entre les instants 0 et t, et ™" au
nombre maximum de données. De méme on suppose avoir deux courbes services

B et M On calcule alors le délai maximal par :
d(t) = hDev(a™*® gmin).

Cette technique de calcul basée sur plusieurs courbes de contraintes vise &
apporter un ordonnancement efficace dans le cas de réseaux a taches périodiques
et apériodiques, temps réel ou sans contrainte de temps, a I’aide de priorités fixes.
On veut donc garantir 'arrivée des taches temps-réel avant leurs échéances tout
en permettant au systeme d’exécuter le plus de taches non-contraintes possibles.
Pour cela on assigne les priorités les plus fortes aux taches temps-réel.

B B>

9 a,

By P2

.
d g

Fia. 10 — Représentation d’un réseau contenant deux flux et deux systémes.

La figure 10, représente le méme réseau que la figure 9, mais vu avec la
méthode de Varticle [10]. Nous avons sur ce schéma représenté simplement les
courbes de service minimal, et d’arrivée maximale. Les flux o’ et 3’ correspon-
dent aux flux résiduels de « et 8. Les deux flots sont représentés comme traités
par différents systemes. En réalité c’est le méme et 'on donne au deuxieme flot
la courbe de service résiduel. Le probleme de cette approche réside dans le fait
que le multiplexage est réalisé au fur et a mesure de l'obtention des courbes
résiduelles. Donc ils ne font pas le PMOO (Pay Multiplexing Only Once). Par
conséquent, on risque de sur-estimer le délai.

Exemple Afin d’illustrer les propos précédent, nous allons effectuer les calculs
des différentes fonctions « et 3 du réseau de la figure 10. Nous allons pour cela
utiliser des résultats du paragraphe 1.4. Commencgons par définir la courbe de
service résiduel du serveur s;. On trouve directement 57 = (81 — aq)+. De
plus, la courbe d’arrivée du premier flot est o) = (a1 @ 1)+ . Intéressons nous
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maintenant au second flux. Sa courbe d’arrivée au second serveur est :

oy = (0f)+
= (o (B —ai)y).

Il ne nous manque plus que la courbe de service résiduel du second serveur, que
I'on obtient par : 35 = (B2 — o))+ = (B2 — (1 @ B1)+)+. Pour obtenir le délai
maximal de fo, il suffit d’utiliser la fonction hDev(cb, (5). On retrouve ainsi
la méme formule qu’au paragraphe 2.1, lorsque l'on calcule le délai de fy avec
SFA.

3.4 Nceuds a capacités variables

L’article [02] présente une méthode alternative pour calculer le flot de sortie
B d’un serveur. Il est vu comme un neud a capacité variable et est alors calculé
en fonction de son flux d’entrée A et sa capacité. Plus formellement le flot de
sortie est défini par :

Définition 11 (Noeud & capacité variable) Soient (4,B) € F x F|3C €
F, ¥Vt > 0,B(t) = infogs<i[A(s) + C(t) — C(s)] avec C(t) — C(s) = B(t — s).

Il est montré dans [02] que : B(t) = A(start(t)) + C(t) — C(start(t)). Un
second résultat de cet article est que ’ensemble des trajectoires admettant (5
comme courbe de service pour des serveurs définis comme des noeuds a capacité
variable et celles admettant 8 comme courbe de service strict lorsque les serveurs
respectent les contraintes du Network Calculus sont équivalentes si 8 @ 8 < oo
et que S est convexe. Dans la suite nous choisissons des fonctions 3 de ce type,
ainsi il nous sera possible d’utiliser les propriétés des nocuds a capacité variable
ou bien celles du Network Calculus.

4 Etude des réseaux quelconques

On considere dans cette partie les réseaux quelconques dans lesquels les flux
sont soumis a des priorités. Dans la suite, les flux sont indicés selon leur priorité :
solent fy, f, tels que u < v alors prio(f,) < prio(f,). Nous considérons un
réseau contenant n serveurs tel que s dispose d’une courbe de service minimale
Ok telle que, Bi(t) = Rp(t — Tx)+ et m flux tels que le flux f; est contraint
par «;(t) = o; + p;t. On ne pose aucune contrainte sur la fagon dont les flux
traversent le réseau. Un exemple de réseau concerné est donné sur la figure 11.
Le but est de formuler une condition nécessaire et suffisante pour obtenir un
délai borné dans ce réseau.

Dans un premier temps, nous allons calculer la contrainte sur le flux de
sortie du serveur si pour le flux f;. Comme les flux sont soumis & des priorités
dans ce réseau, pour obtenir la contrainte de sortie d’'un flux f;, il nous faut
d’abord connaitre les contraintes des flux plus prioritaires en ce serveur. Soit
Mf Pensemble des serveurs traversés par f; avant d’arriver en sy (s est inclu
dans cet ensemble).
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Fi1G. 11 — Exemple de réseau sur lequel on peut appliquer théoreme.

Lemme 1 (Contrainte de sortie d’un flux en un serveur quelconque)
A la sortie du serveur sy, la contrainte sur f; est :
2 gyesi<i T3P (U penrk T))+Ri T

Rk_zfjesk,j<i Pi

Démonstration : Pour prouver ce lemme, nous devons raisonner avec une
double récurrence, sur le nombre de serveurs et de flux. Nous commencgons par
supposer qu’il n’y a que f; dans le réseau, flux le plus prioritaire.

Initialisation : Le réseau est composé d’un systeme s;, de courbe de service
01, telle que B1(t) = Ry (t —T1)4, et f1 dispose d’une contrainte sur ces arrivées
ai, alors a?(t) = (o} @ B1)4(t) = o1 + p1(t + T1), par le résultat sur le flot de
sortie présenté au paragraphe 1.3.

Hérédité : Montrons que Vk € {1,...,n}, alfﬂ(t) =o1+pt+ ZjeMl’“ Tj).

Supposons que af (t) = oy + p1(t + Zjer—l T;) et montrons que :

(1) = oF (t + Tyr).

afTHt) = (af @ Bre1)+ (1)

outp(t+ Y Ty+Tis),
jeMy!
car (Ri41 — p1) <O0.

On vient de montrer que le flux de sortie d’un serveur quelconque s; pour
) ) E41/ _ ,
fi d'un réseau en tandem est une courbe ay" " (t) = o1 + p1(t + X e ppr 1))
Maintenant, nous ne supposons plus que f est le seul présent dans le réseau,
et I'on considére un flux quelconque f; de ce réseau.

- R+l _ k k 0
On sait que a;"" = ai @ [Bk = 3|1, es,.7<i @; ]+ Nous voulons en déduire que

() = oy + pilt + ZjeMik Tj), en supposant que la formule est vrai pour les
flux de priorité supérieure.

Initialisation : Nous supposons a nouveau que le réseau est composé d’un
seul serveur, sans perte de généralité, on suppose qu’il s’agit de s;. Calculons

17



a?. On désignera par la lettre ¢, pour chaque flux, la position du serveur 1 dans
leur chemin.

af(t) = (00— Z a§)+)+(t)

Jlfi€s1,i<i
= sup{o}(t+s)—
s=0
Buls) = D (os+pils+ D, T4}
jlfj€s1,5<i neM}
= O‘zl(t""_Tli)ﬂ

avec T} date & laquelle la fonction (8; — >
Ti Zj\fjesl,j<io'j+pj(zng} T))+R. Ty
re Ri=3j155es1.5<i Pi
Hérédité : Par un raisonnement similaire, on trouvera :

£ )
iy €s1p<i ;)4 s’annule. Donc,

: Y ienici 00 05 (e T)) + RiTh
oM () = oitpi(tt Y Tj), avec Tj = EALE Ssz ; .
jeMPF 1= Zjlfj€sl,j<i Pj
Nous allons montrer la véracité du théoreme suivant :
Théoréme 7 Propriété du délai
Si pour tout flux fy ayant une priorité supérieure ou égale a f;, traversant le

serveur Sk, Ypcprrpe < R, alors le délai mazimal de f; est borné au niveau du
serveur sj.

Démonstration :
Notons d le délai maximum atteint au serveur s pour le flux f;. Nous allons
montrer que ce délai est borné.

Ona:d= hDeV(O‘i‘ca (ﬂk - (20<€<i|f268ka§))+)'

Brt+d)— (Y. of+pft+d) > af(d)
0§€<i|f[€8k
R(t+d=Ty) > > of+pf(t+d)+of+pfd)

0<U<i|fr€si
Zoge«mesk of +of + R, Ty,

By
(Xose<ilfoess py) — Ri)t

Ry, '

En utilisant le méme argument que celui du paragraphe 1.3 :

_|_

d<+4co& Ry— > pf>0
0 Ui fe€sy

Ce qui est vrai par hypothese, car pif = py.
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5 Etude du délai maximal pour des serveurs en
tandem : politique de service a priorité fixe

5.1 Topologie des réseaux étudiés

Cette étude prend en compte une restriction de I’ensemble des réseaux, pour
une topologie donnée. Il serait en effet complexe de considérer tous les types
imaginables, qui ne se traitent pas tous de la méme facon. Prenons I’exemple
des réseaux cycliques : leur étude est complexe de part la dépendance de la
charge a l'instant ¢ par rapport au passé. Ainsi ces réseaux disposent d’une
étude particuliere. C’est pourquoi, dans notre travail nous nous restreignons a
la classe des réseaux en tandem. De plus, les réseaux étudiés dans la suite re-
spectent les hypothéses de stabilité énoncé dans le théoreme 7.

5.2 Meéthodologie

Dans le paragraphe 2.2 nous avons présenté une étude des réseaux acycliques
dans le cas d’une politique de service arbitraire (i.e. & tout instant le serveur
traite un des flux présents a son entrée choisi de maniére arbitraire). Afin de
déterminer le délai maximal subi par un flux f du réseau, ils définissent des
contraintes linéaires traduisant le comportement du réseau pour une politique de
service arbitraire et cherchent & maximiser la durée nécessaire a f pour traverser
le réseau grace a un solveur. Parmi ces contraintes, on repére notamment les
a-contraintes sur les arrivées et (3-contraintes sur les services.

Notre objectif est de définir un ensemble de contraintes assurant le systeme
de priorité entre les flux choisis. Pour cela, nous allons reprendre le travail
effectué dans l'article [03], et 'enrichir en ajoutant des contraintes de priorité.

Dans la suite, nous utiliserons les notations suivantes :

Notations :

— les flux du réseau sont annotés f; tels que si f,, f,, sont tels que u < v alors
prio(f,) > prio(f,). Sur les figures de ce rapport, les priorités assignées
aux flux, sont données entre parentheses a coté de la fleche représentant
le parcours du flux dans le réseau.

— le flux f; est a;-contraint tel que : «;(t) = o; + p;t. Donc «; sera toujours
concave dans notre travail.

— le début de période chargée du serveur j (noté s;) est noté t;_.

— le serveur j dispose d’une courbe de service strict 3; telle que :

Bi(t) = R;(t — T;)+. Le symbole R; donne le taux de traitement des
données par le serveur, et T donne le temps d’attente maximale des
données a l'entrée du serveur au début de la période chargée. La fonc-
tion (; est affine par morceaux et convexe.

— Lorsque 'on considere I’entrée et la sortie d’un flux quelconque au niveau
d’un serveur quelconque, on utilisera le symbole A (resp. B) pour représenter
la trajectoire d’entrée (resp. de sortie). Par contre si 'on étudie un flux
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précis, par exemple f;, en un serveur quelconque ; on utilisera les symboles
A; et B; pour définir les flux d’entrée et de sortie du serveur. Enfin, si 'on
considere un flux f; au niveau du serveur s; on prendra comme notation
Ag et Bg .

5.3 Généralités

Si l'on s’intéresse au délai maximal subi par les données du flux f, alors il
n’est pas nécessaire de considérer les flux moins prioritaires que lui. En effet,
si & une date donnée, f, présente des paquets a traiter, alors fy sera toujours
exécuté avant les flux moins prioritaires. Au contraire, la présence de flux moins
prioritaires peut réduire le temps d’attente. En effet, supposons que f; s’exécute
entierement et que les autres flux plus prioritaires soient vides, alors le serveur
se met en pause. Supposons qu’au bout d’un certain temps, des données du
flux f, arrivent, elles peuvent alors attendre jusqu’a T unités de temps avant
d’étre traitées (dans le pire cas), comme le montre la figure 12. Cela correspond
au temps de latence du serveur. Maintenant, si 'on ajoute des flux moins pri-
oritaires que fy, alors ils seront traités apres fy; et le serveur ne sera pas en
pause. Ainsi dés que des données de fy arrivent, elles seront traitées sans délai.
C’est pourquoi, dans la suite on supposera disposer uniquement de ¢ flux lors
de I’étude du délai maximal subit par f.

Fj|+1
F - F! L
- e
+1)
LY_} F(J+1)I+1
T%/_/ H_/
Traitement plus
long

Fi1G. 12 — Explication schématique du phénomene introduit.

5.4 Programmes linéaires

Nous commengons par présenter les contraintes linéaires qui satisfont les
priorités. Puis, nous allons montrer que ces contraintes suffisent a assurer les
priorités sur les flux, pour le calcul du délai maximal subi par les données du
flux fy. Pour ce faire, nous devons montrer que pour un serveur quelconque S
placé en j°¢ position dans un réseau entre t;_; (début de période chargée de .S)
et t; les contraintes assurent les priorités fixées. La contrainte d’arrivée du flux
Az est représentée par «;, la contrainte sur le serveur s; est 3;. Nous disposons
d’un ensemble de dates :
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— les débuts de période chargé de chaque serveur. Nous noterons ici c;g
le début de période chargée du serveur s;, afin de fournir des formules
générales.

— des dates intermédiaires introduites un peu plus loin, notées c; vk €

a,..0}.

5.4.1 Contraintes Linéaires

Soit A I'ensemble des contraintes linéaires. Nous listons ci-dessous les types
de contraintes présent dans notre programme ainsi que des exemples de ces
contraintes appliqués a S sur lequel on souhaite calculer le délai subi par un
flux f;. Nous indiquons par deb; le premier serveur traversé par f;. L’ensemble
A est composé des :

— ordres des dates :

{1, 03V > K|k, k') € {1,..,00% cjr = cjpr-
— a-contraintes pour tout flux, pour toute date introduite dans le pro-
gramme :
Vk > K'|(k, k') € {1,....,0}%, V] € {j|s; € S},
AT (ejn) — AT (e ) < @ilejre — ¢jop) ;
et Yk, k'|(k, k") € {1,...0}2,Vj > §'|(4,7") € {j|s; € S}?,
AT (ej0) = AT () < ailejn — )

— B-contraintes pour tout serveur sur leur période d’activité :

Vk > kll(k’ kl) € {17 "'76}27 Zi\fiesj sz (Cj,k) _Bg (CJ'JC') = 53' (cj7k _Cj,k’) )
— contraintes de croissance des flux pour toute date :
Vk > K'|(k, k') € {1,..., 032, Al(cix) = Al(ciw);

— contraintes de causalité assurant que la quantité de donnée sortie a t est
inférieure a la quantité de donnée entrée a ¢ :
Vk e {1,..., ¢}, Ag(Cj,k) = Bg(Cj’k) ;

— contraintes de priorités (dont nous détaillons le principe ci-dessous).

Afin d’assurer les priorités pour S, nous définissons des dates intermédiaires
notées Vi € {1,..,0 — 1},¢;,, ainsi : t;_1 < ¢;; < t;. Et telle que V(i,k) €
{1,..,0—1}% avec k > i,cj; < c;x. La date ¢j; = sup{t € Ry |Vi € {1,..,¢ —
1} BI(t) = Al(t)}. Tl s’agit donc de la dernidre date & laquelle tous les flux
de priorité supérieure a f; se sont vidés. On définit ensuite les autres dates
intermédiaires par :

cji = sup{t €Ry|Vk € {1,..0—1—1i}, Bl(t)= AL(t), et
Vk e {l—i+1,.,0}, Bl(t)=Bl(cju-1)}

Pour comprendre le principe de fonctionnement de ces dates, il faut bien
noter que nous ne souhaitons pas assurer les priorités des flux a chaque instant
d’exécution. En effet notre objectif est de calculer le pire délai de fy, et donc de
s’assurer que la donnée étudiée de ce flux passe a travers le serveur une fois que
tous les flux plus prioritaire sont servis.
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exécution : f,,... i"i,

fy,....f4 vides Bl

exécution : f,,.
f,,... fvides

tiq %1 G2 CGs Cu .t

Fia. 13 — Explication schématique des contraintes de priorités.

Le principe de fonctionnement de ces dates intermédiaires est le suivant :
pour que le flux le moins prioritaire puisse s’exécuté, il faut que tous les autres
soient vides. Nous notons c;,; la derniere date a laquelle f, peut s’exécuter. De
méme le flux fy_;1 peut s’exécuter seulement quand f1,...fs,_o sont vides. D’ou
la date c; 1, et ainsi de suite. Sur la figure 13, nous avons représenté le flot de
données minimal sortant d’un serveur quelconque s;, sur l'intervalle de temps
[tj—1,t;], avec ces dates intermédiaires. Ainsi les priorités sont assurées. Apres
cette date, f; n’a plus la possibilité de s’exécuter et donc d’un point de vue de
la donnée étudiée les priorités sont respectées. Dans le paragraphe 4.4.2, nous
prouverons ce résultat.

Les contraintes de priorités sont alors définies en toutes dates :

Vi€ {jls; € ShVie{l,...£ —1},¢j; par:
Vk € {17 ..,[ —1- Z}, Bi(cﬂ) = Ai(Cj,i)
Vk e {{—i+1,.,0}, Bi(cj:) = Bl(cji-1))

Yy

© |
(1)

F1G. 14 — Schéma d’un réseau.

Exemple Nous prenons le réseau de la figure 14, pour en lister les contraintes
linéaires décrivant le comportement du réseau, dans le cas d’une politique de
service a priorités fixes. L’ensemble A contient toutes les contraintes linéaires
présentées présenté au paragraphe 2.2. Nous ajoutons ici uniquement les con-
traintes relatives aux priorités.
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Les dates intermédiaires sont ¢y 1, ¢2,1, 2,2 et 3,1 ainsi que tg, 1, 2,3 telles
que [to, t1] est une période chargée pour s; (de méme pour ss et s3). Les trajec-
toires aux quelles on souhaite fournir les contraintes de priorités sont : A3, AL
flux d’entrée au premier serveur, Bi, B flux de sortie au premier serveur et de
méme pour le second et troisieme serveur. Il est & noter que B3 = A3, B = A2,
et de méme pour les autres serveurs. En effet, la trajectoire sortant du pre-
mier serveur est inchangée en entrant dans le second serveur, puisqu’entre ces
deux points elle ne subi aucun traitement. Les contraintes de priorité sont alors :

Serveur 1
Aj(c11) = By(crp).
Bi(t1) = Bi(c1,1)

Serveur 2

A%(C2 1) = Bi(c2,1)-
A3(c2,1) = B3(ca,1)-
(02 2) = Bi(c2,2).
B3(ca2) = B3(ca1)
B3(t2) = B3(ca,2)

Bj(t2) = B3(ca,2)

Serveur 3

Aj(es ) = By(csn).
Bj(t1) = Bi(c11).

Afin de simplifier la rédaction des programmes linéaires répertoriant les
contraintes des réseaux, nous avons créé un programme de génération de con-
traintes. Il suffit alors de lui transmettre un simple fichier texte contenant les
caractéristiques clefs du réseau (nombre de flux, de serveurs, « et 8 contraintes
de chacun), pour obtenir le programme linéaire complet correspondant.

Exemple Sil’on veut obtenir les contraintes linéaires associées au réseau 14,
il suffit d’écrire ceci :
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nservers 3 // (commentaire : il y a 2 serveurs dans le réseau.)
nflows 3 // (et 2 flux)

objective d 3 // (I'objectif est le calcul du délai pour le flux 2.)
// (la partie qui suit donne les fonctions 3 associées & chaque serveur.)
beginservers

server 1 [Rq,T1]

server 2 [Rg, Tb]

server 3 [Rg, T5]

endservers

// (la partie qui suit donne la fonction « associée au flux

// et les serveurs par lesquels il passe.)

beginflows

flow 1 (2,3) [01701]

flow 2 (1,2) [o2, po)

flow 3 (1,3) [o3, p3)

endflows

5.4.2 Application des nceuds a capacités variables

Nous souhaitons tout d’abord montrer qu’entre deux dates intermédiaires
u et v (définies dans le lemme suivant) les priorités sont assurées par la seule
connaissance de ces dates. Nous allons appliquer les résultats sur les noeuds a
capacité variable pour prouver que les priorités sont assurées entre u et v.

Dans cette partie, nous considérons le serveur s, premier serveur d’un réseau
quelconque. Soit A(t) = %,;4;(t), A;(t) € F la fonction comptant la quantité
de données arrivées en s; entre start(t) et t. Soit C(t) € F la quantité de
données traitées a Uinstant t par S. La date u est telle que A;(u) = B;(u),Vi €
{1,..,0 — 1 —n} et v telle que : A;(v) = B;(v),Vi € {1,....,£ — 2 — n}. Soit
t € [u,v], alors B(t) = A(u) + C(t) — C(u).

Lemme 2 Soit §l(t) une trajectoire construite & partir des A;(t) telle que :

B,(t)= inf {A,(s)+CD@)—cO(s),

t1<s<t
ot V1 <i < 4,0 (t)=C(t) — Zkzl,kgi—lﬁk(t) et Zi = A;.

N
Alors B;(t) est une trajectoire qui respecte les priorités et qui satisfait les
contraintes de service (3.

Démonstration :
De maniere évidente B;(t) est une trajectoire qui respecte les priorités. Mon-

— — — —
trons que : B;(t) < A;(t), que B(t) = B(t), et que B;(t) est croissante.
— —
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() = inf {Ai(s)+CO@) — CO(s)

§ t1<s<t
Bi(t) < A,(t)+C(t)-C(t)
= A

Ainsi V1 < < 0, By(t) < A, (b).

- B(t)=B() :
onaB(t) = C(t)—C(u)+ Au),
et Bo(t) = Agu)+CO(t) — CO(u),
or Ay(u) = ﬁ[(u)v
donc ﬁz(t) - ﬁg(u) + C(t) Sigi<e— § i(t) — C(u) + Zlgigeﬂﬁi(u)a
Dot Y- 11<g§Z<t) = XY= 1z<eB u) + C(t) — C(u).

Finalement ﬁ(t) = B(t). Ainsi Bi(t) est une trajectoire qui satisfait les
contraintes de service (.

-
— B(t) est croissante :

Ona: Bi(t) = infucsct{ As(s) + CO(t) — CO(s)}
—

<

ot C(t) = CUD(t) — B;_1(t) et C* =C.

l

Commencons tout d’abord par montrer que C'¥) est une fonction croissante
quelle que soit la valeur de i. Nous allons montrer cela par récurrence. Ini-
tialisation : C(M)(t) = C(t). Or, on sait que C' est une fonction croissante.
Donc l'initialisation est vérifiée.

Supposons maintenant que C'(9) est croissante et montrons que C' 1) Pest
aussi.

o = OBt
) = 0O - {Ai(s) + 0D (1) - O (s)},
C(H—l)(t) = sup {C( )(S) - —A>z(3)}

Soit ¢’ < t alors

CUN(t) > sup {CO(s) = Aipa(s)} = CED (@),

u<s<t’

done CUG+Y) egt croissante.
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Montrons maintenant que E)l(t) est croissante : E)z(t) = infugsgt{_A)i(s)—i—
C@(t) — C(s)}. Posons ' < t, alors :

B,(t) = infucscp { Ai(s) + CO () — CD(s)} Ainfy<ge { Ai(s) + CO (1) -
CW(s)}

Or infugsgt/{zi(S) + C(Z)(t) - C(Z)(S)} > infugsgt/{zi(s) + C(i)(tl) —
C@(s)} = B;(t") (car (C?) est croissante)

infy<oci{ A;(s) + CO(t) = CO(5)} > inf oy {A;(1) + CO (1) - CO (1)} =
A1)

et A;(t') >
Donc ﬁl(t)

i(t"), (par hypothese)
i(t"), (par le premier point de la démonstration)

i(t).

WV
ol

Le lemme que nous venons de prouver permet de montrer que les trajectoires
a la sortie du premier serveur respecte les priorités et satisfait les contraintes de
service 3. Le lemme suivant permet la généralisation de ce résultat a la sortie
de s;.

.
Lemme 3 Soit B(t) une trajectoire de sortie d’un serveur quelconque d’un

A
réseau, construite a partir des A7 telle que :

Bl = inf {Al(s)+CO(t)—CD(s)},

t1<s<
0u V1 < i < £,CO(t) = C(t) — Spe1.r<io1 BL(t) et sachant que A} = BI7'(t),
Al est croissante, que A} < A; et que A7 = A.
-
Alors Bl(t) est une trajectoire qui respecte les priorités et qui satisfait les
contraintes de service 3.

Démonstration : La preuve de ce lemme s’obtient en effectuant la preuve
du lemme précédent par récurrence.

Nous venons de prouver que nous sommes capables de construire une tra-
jectoire qui respecte les priorités a partir des contraintes du Network Calculus
et des contraintes linéaire. Ainsi, nous savons que les contraintes définies four-
nissent une borne maximale du délai dans le cas d’une politique de service a
priorité. Il nous faut maintenant montrer qu’a partir des contraintes linéaires
transmises au solveur, il fournit des trajectoires respectant les contraintes du
Network Calculus. C’est I’'objectif du paragraphe suivant.

5.4.3 Reconstruction des trajectoires

Les lemmes 3 et 4, nous permettent directement de constater que 'on a
besoin d’ajouter des contraintes seulement aux dates t;_1, ¢;;, t; afin de garan-
tir les priorités qu'un point de vue du délai maximal du flux f,. Nous devons
maintenant montrer que pour tout f, flux quelconque respectant les contraintes
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linéaires définies, il vérifie les contraintes du Network Calculus. Nous com-
mengons par montrer que la fonction d’arrivées est o — contrainte, puis nous
montrons que la courbe de sortie de S est 3 — contrainte. On rappel que « est
affine par morceaux, concave et 3 affine par morceaux, convexe.

Lemme 4 Soitc, >t > ¢y, f(t) = min{ming,<n{ai(t—cn)+A47 (cm)}; Al ()}
Alors, la fonction f construite a partir des valeurs Al est a-contrainte.

Démonstration

F1G. 15 — Schéma représentant la fonction f construite a partir des contraintes
« et des valeurs déterminées par le solveur.

Nous avons représenté sur la figure 15, une fonction alpha convexe, affine
par morceau, ainsi que la fonction f construite & partir des points A7 et d’av.
Soient u, v telles que : u > v, ¢, > u > ¢,_1, Vktelquek < n, cx > v > cp_1.

Par définition de f si v appartient & «; alors f(v) — f(cr—1) = a;(v — ck—1).
Sinon, par définition f(v) — f(ck—1) = f(ck) — f(ck—1) = ai(ck — cr—1)-
On sait, par définition de f, que : f(u) — f(cr—1) < ai(u — cp—1).
F)— F(0) = £ ) — F(ck) = F) = Flex1)— [F(ex)— Fler1)] < aslu—cr1)—
a;(cr — cp—1)
Or « est sous-additive donc o (u—cp—1)—a;(cp—cr—1) < a;(u—cg) < a;(u—o)
car u —cp < U — v

Lemme 5 Soit ¢, >t > cp_1, fI(t) = max{Eﬂfiest(ck),maxn‘cngt{ﬂ(t -
cn) + Bijf,es Bl (cn)}}. Alors la fonction f7 construite a partir des valeurs B
respecte les (3-contraintes.

Démonstration

On sait que Ye,, ¢ f7(¢n) > Blen — eur) + B (cnr)
Soit t € [cnr, cnl, alors fI(c,) > B(en —t) + f7(1)
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Car soit B(cn — cnr) + SBl(co) > Blen —t) + f1(t) ot Feur > ¢, tel que
B(cnr — cn) + BBl (cy) > Blenr —t) + fi(t) di au fait que 3 est affine (par
morceaux) croissante.

Soit t € [cpr, cnl, ‘
Alors 3t' tel que f/(t) € B(t —t') + B (t').
Donc Vt", fi(t) > B(t — ") + BI(t").

En conclusion :

Théoreme 8 L’ensemble A\ des contraintes linéaires assure les priorités as-
signés auz flux entre t;_1 et t; pour le calcul du délai mazimal. De plus, toutes
les trajectoires possibles obtenues par le solveur a partir de A vérifient les con-
traintes a et (3.

Si Uon considére un réseau a m serveurs et que l'on calcule le délai subit
par le flux fy, notre programme génére un nombre de contrainte de ’ordre de
03 x n2.

On dispose le £ + 1 dates intermédiaires pour chacun des n serveurs. Ce qui
fait donc #n contraintes sur I’ordre des dates. Les a-contraintes sont exprimés
pour chaque duo de dates et pour tout les flux, ce qui implique un ajout de dates
de 'ordre de (¢n) x (¢n){. Les contraintes de causalité sont exprimées pour tout
flux, par date voisines et en chaque serveur, donc on ajoute ¢n contraintes.
De méme, les contraintes de croissance sont exprimées par doublon de dates
voisines, en chaque serveur, donc : ¢n contraintes. Le service est exprimé ¢%n
fois, car on exprime les J-contraintes pour chaque dates de la période d’activité
en chaque serveur. Les début de période chargée sont exprimées une fois par
serveur ce qui donne n contraintes, enfin on génere £2n contraintes de priorité
qui correpond au contraint sur la période d’activité pour chaque flux et en
chaque serveur.

5.4.4 Contraintes linéaires

Un probleme demeure : actuellement, pour obtenir ce délai, il faut considérer
quels sont les flux auxquels il reste des données non traitées apres ¢, et donc faire
une disjonction de cas, ce qui nous oblige a travailler avec plusieurs programmes.
Le but de la prochaine partie est de prouver que cette disjonction est inutile.

Grace au lemme suivant, nous allons montrer qu’il n’est pas nécessaire de
faire plusieurs programmes linéaires en dissociant le nombre de flux présents
dans le systeme a la date ¢;. En effet, nous montrons que considérer le cas ou
tous les flux peuvent étre présent apres t; permet de retrouver les cas ot il y en
a moins, et donc de calculer le délai maximal.

Lemme 6 Soit une trajectoire T' telle qu’apres t; les flux fi, ..., fi—x—2 ne sont
pas vides, fo_g—1, ..., fe sont vides. Soit c1,...,cx—_2 les dates intermédiaires as-
sociées a T. Soit T" une seconde trajectoire telle qu’aprés t; les fluz fi, ..., fo—x—1
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ne sont pas vides, fo_k, ..., fo sont vides. Soit ¢y, ..., cx_1 les dates intermédiaires
associées a T'. Alors les contraintes associées a T’ expriment également T .

Démonstration :
Considérons d’abord T. Soit Vn € {1, ...,k — 2} ¢, ces dates intermédiaires.
Les contraintes en ces dates sont alors :

Ai(cn) = Bilen)Vie{l,....£—n—1},

Bi(cn) = Bi(cp—1)Vie{l—n,.. 1t}

Bi(cn) Yo<i<eBi(en) + B(cn — cnr), Y0 <,
B ( Yo<i<eBi(tj—1) + Blen, — ti—1).

Considérons maintenant la trajectoire T”. Soit Vn € {1,....,k — 1} ¢,. Les con-
traintes sont :

VoWV

Ai(cn) = Bilen)Vie{l,....0 —n—1},

Bi(cn) = Bi(ep—1)Vie{l—mn,.., 1t}

Bi(cp) Yo<i<eBi(en) + B(cn — cnr), Y0 <,
Yo<i<eBi(tj—1) + Blcn —tj—1).

Autrement dit, Vn € {1,...,k — 2} les contraintes sont les mémes. Reste & con-

sidérer la date intermédiaire ¢,_1. A cette date on a :

Ai(ck_l) = Bi(ck_l) Vi € {1, ,f —k— 2} (1)

Or en cx—s on a A;(cg—2) = Bi(ck—2) Vi€ {1,....,0 — k — 3}.

Ainsi en posant cy_1 = cr—2 (1) est vérifié. Et de méme pour (2,3).
Conclusion : On a montré qu’en posant cx_1 = cx_o on peut exprimer T'

avec les contraintes de T".

1
2
3

(
(
(
(4

_— O N ~—

ARV

So<i<eBilen)

En itérant ce procédé, on montre qu’en exprimant uniquement le cas ou tous
les flux sont tous présents apres ¢; est nécessaire. Ainsi, lors des tests, nous ne
fournirons qu’un seul programme de contraintes linéaires et le solveur trouvera
par lui-méme les flux devant étre présents apres ¢; afin de fournir le pire cas.

6 Comparaison des méthodes de calcul de délais

6.1 Etude d’un premier type de réseau

Le réseau dessiné ci-dessous est composé de n + 2 flux et 2n + 1 serveurs
en tandem. Le flux f,42_; apparait dans le réseau au serveur 7 et en sort au
serveur n + 2 + (n + 2 — 4). La priorité de ce flux est i. Dans cette partie, on
considérera que tous les serveurs ont la méme courbe de service minimal : 3 telle
que, B(t) = R(t — T)+ et les flux, la méme courbe d’arrivée : a(t) = o + p(¢).

Nous allons étudier le délai du flux le moins prioritaire de ce réseau en util-
isant les différentes méthodes présentées précédemment. Nous commencerons
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(n+2-) M t

serveur serveur serveur serveur serveur
1 i n+1 n+2+(n+2-i) 2n+1
n+2-(n+2-i-1) flux  n+2 flux
A

(n+2-i) serveurs

F1a. 16 — Représentation du systeme étudié.

par appliquer le résultat de article [02], puis nous adopterons la méthode
SFA de 'article [09], enfin, nous exécuterons notre programme linéaire et com-
parerons les valeurs ainsi obtenues.

6.1.1 Méthode de composition des courbes de services résiduelles

Cette méthode évalue la courbe de service résiduelle associée au réseau en
concaténant les courbes de service résiduel des serveurs traversés par le flux dont
on calcule le délai. Cette méthode s’applique uniquement lorsque les priorités
sont fixes avec des flux imbriqués, tels que fr passe au moins a travers les
serveurs de fi si k > k’. La courbe de service résiduel du flux f; est 8.. Avec
Bi = Qe B Qrens, (B —ar)+ olt N; est ensemble des serveurs traversés par
fi et qui ne sont pas traversés par des flux plus prioritaires, et M; est I’ensemble
des serveurs traversés par f; ayant des flux plus prioritaires.

o+(R=(n+1)p)to, i1
R—(n+2)p

Lemme 7 Le délai maximal subi par le flur f,yo est d,, =

Démonstration
Le délai maximal subi par le flux f, o défini par : d,;, = hDev(a, Brot) oU Brot
est la courbe de service résiduelle du réseau pour f, 19 :
Brot = B3p41 = ((B® Ban—1)+ @ B)4+ ot f1 = (B — a)4.

Calculons une expression de Or,; en fonction des parametres R, T',0 et p par
récurrence.
Initialisation : Par un résultat précédent on sait que :
Bi(t) = (B—a)+(t) = (R—p)(t —t))4, out) = % est la date pour laquelle
la fonction (5 — a)4 s’annule.

Soit ¢ < n, supposons que f2;_1(t) = (R —ip)(t — th;_;)+. Montrons que
cette formule est vraie pour Bg;41.
Soit 33,41 = ((B® fai—1)+ ® B)+.
On applique un résultat pour la convolution prouvée dans le livre [08] : La con-
volution de fonctions convexes, affine par morceaux, résulte en la concaténation
par pentes croissantes des segments affines. Donc :
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B3i1(t) = (R —ip)(t — (51 + 2T))+.

Et on pose : Bai41 = (85,41 — ) 1.

Donc : fi41(t) = (R — (i + 1)p)(t — t5; 1)+, avec t5,, la date a laquelle
(B5;41 — a4) s’annule :

5;i+1(t/2i+1) = O‘(t/Qi—o—l)
(R—ip)(thipy — (o +2T)) = o+ pltyy)
(R—(i+1p)tyiyy = (tyq +2T)(R—ip)+o0
L a2 (R—ip) o
241 = -
(R—(i+1)p)

Le calcul du délai maximal se fait ensuite par un calcul similaire a celui
présenté en partie 1.3.

6.1.2 Méthode SFA

Le principe de la méthode SFA consiste également a calculer la courbe de
service résiduel minimal du réseau puis a calculer la déviation horizontale max-
imale avec la courbe des arrivées du flux étudié. Le principe est que la courbe
de service résiduel du serveur k est [ telle que, B = (8 — Zz’eM,', a;)4 ou M;
est 'ensemble des flux du serveur k plus prioritaire que f;.

Lemme 8 Le délai maximal subi par le flux fioest :

d=hDev(a(t),(R—(n+p)t— Y. mj— > mh),

je{1,....n+1} je{1,....,n+1}
_ G+Dxo+RT+T o5 1)

oy R-GiDp _
et m/ _ ("+1_j_2)*U+RT+Z?:j+2 P(Zk;o t;€+2.]7c=1 tk,j)
i R—(n+1—j—2)p
ko+RT+Y F}1 ot
Et avec t), = ZR‘—lk Pl s=0 J), et
. k—1 p pk72 ’ k—1
b — (]‘3_]_1)0'+Zi:j+1 p(Ze:o t2+21:i tf,j) v > 1
ki = “R—(k—j)p J
o (=)o p(THY 1) )+ RT
Ett
i1 = R—(i—2)p

Démonstration La preuve est présentée en annexe.

6.1.3 Comparaison des résultats

Sur la figure 17, nous avons regroupé les résultats obtenus pour les différentes
méthodes présentées précédemment. Ici, nous avons fait varier le nombre de
serveurs (et donc le nombre de flux). Chaque serveur du réseau est contraint
par la méme courbe de service : () = 28(t — 5)4. Aux flux est associée une
méme contrainte : a(t) = 2 + 3t.

Les barres bleues représentent les délais obtenus par notre méthode. Les
violettes désignent les bornes calculés par la méthode introduite dans I'article
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500
450 —
400 —
350 —
300 - |@LF

240 — |mdos&donts
200 | |OSFA

140 —

100 —

: —l 5
(U s —— o B = W -

borne sup érieure du délai

nombre de serveurs

Fia. 17 — Diagramme représentant les résultats obtenus pour le réseau étudié
avec différentes méthodes.

[02], pour qu'une donnée du flux le moins prioritaire traverse le réseau. Nous
avons obtenu les résultats grace au lemme 5 énoncé précédemment. Enfin le
jaune donne ce délai par la méthode SFA. Ces derniers ont été calculés a partir
des formules définies au lemme 6.

On constate que les résultats de la méthode de programmation linéaire avec
priorités et celle de l'article [02] fournissent des résultats assez proche, bien que
I’écart tende a augmenter en méme temps que le nombre de serveurs. Cepen-
dant que la méthode SFA fournit des valeurs trés pessimistes. Hélas pour que
la méthode de Darticle [02] soit applicable il faut pouvoir isoler les serveurs
traversés par le flux le plus prioritaire, afin de calculer sa courbe de service
résiduelle, puis faire de méme pour le second flux et ainsi de suite. En I'occur-
rence la méthode est applicable car le flux f;11 passe au moins a travers les
serveurs par lesquels passe f;, mais pour le réseau de la figure 19 ce n’est plus
le cas. Ainsi, en plus de fournir des résultats plus fins des délais, notre méthode
s’applique & un plus grand spectre de réseaux.

La démarche utilisée par SFA, elle aussi, s’applique a tous les réseaux, cepen-
dant ces résultats sont bien plus pessimistes. En moyenne, sur cet exemple, les
délais calculés sont 50% & 100% plus élevés que notre approche.

Nous souhaitons étudier sur cet exemple 'impact que la variation des parametres
des fonctions « et 3. Nous avons effectué cette étude, en considérant un réseau
a 9 serveurs, sur le parametre R qui correspond au taux de données traitées par
les serveurs a chaque instant. Nous avons représenté les résultats sur la figure 18
ci-dessous, pour les méthodes de calcul de programmation linéaire et I’approche
de larticle [03].

L’approche de Darticle [03] procure des résultats supérieurs a ceux de notre
travail. De plus, plus le taux d’utilisation du réseau est important, moins les
résultats de cette méthode sont proches des notres, et sont donc moins fiables.
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0,53 0,58 0,65 072 0,81 0,95

facteur d'utilisation

F1G. 18 — Diagramme représentant les résultats obtenus pour le réseau étudié
avec différentes méthodes en faisant varier R.

6.2 Etude d’une seconde topologie de réseau

Le réseau dessiné ci-dessous est composé de n + 2 flux et n serveurs en
tandem. Le flux f,11_; apparait dans le réseau au serveur 7 et en sort au serveur
1+ 2. La priorité de se flux est i. Dans cette partie, on considérera que le serveur

. \ . .. AN A
s; dispose d’une courbe de service minimale : 3;(t) = R;(t — 1)+ et le flux f;
est muni d’une courbe d’arrivée : «;(t) = o; + p;t.

(n-1) 2 ()
m | P @ | y

(n+1)’ ' '
serveur 1
serveur (n-1)  serveur n

Fia. 19 — Représentation du systeme étudié.

Nous allons calculer le délai de ce réseau pour le flux f, 2 par la méthode
SFA puis par nétre méthode, afin d’en comparer les résultats.

6.2.1 Meéthode SFA

Lemme 9 Le délai mazimal subi par le flux fn4o est défini par : d,,, = hDev(ay,12, Brot),

N . ,
0t Prot(t) = mini<icn { (R — pnr2—i = pnt1-i) JE = D1 cicn U+

1 ony2—itont1— i+ RiTitpnio—i—1*Ti—1\y: / _ On—2+0n_1+RT
et tl - Ri—pnt2—i—Prnti—i Vi€ {2’ '"’n}’ t = R—ppn—2—pn-1 °
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Démonstration

La service résiduel du réseau pour le flux f,12 est : Bror = (8 — aps1 —
an)+ QB — apnt1—i — @pto—; @ B)+. En reprenant le méme raisonnement que
dans la preuve du lemme précédent, on retrouve les valeurs annoncées dans le
lemme.

6.2.2 Comparaison des résultats

=
=
=
=
=
@
=
)
1]
-
]
=3
=
@
@
=
S
=

ELP prio
ELF =5 prio
OSFA

] B
Mombres de serveurs

F1G. 20 — Diagramme représentant les résultats obtenus pour le réseau étudié
avec différentes méthodes.

Sur la figure 20 représentée ci-dessus, nous avons regroupé les résultats
obtenus pour les différentes méthodes présentées précédemment. Ici, nous avons
fait varier le nombre de serveurs (et donc le nombre de flux). Chaque serveur du
réseau est contraint par la méme courbe de service S telle que, 5(t) = 10(t—5) .
Aux flux f1, f2, f3 ainsi qu'aux avant-dernier et dernier flux du réseau, on as-
socie toujours la méme courbe d’arrivée : a(t) = 3 + 4¢. Puis les flux ajoutés
au fur et a mesure que 'on augmente la taille du réseau, partagent une méme
courbe des arrivées. Nous avons fait varier le nombre de serveur dans le réseau
de 3 a 8.

Les barres jaunes représentent les délais obtenus par notre méthode. Ensuite,
les bandes violettes désignent le temps calculé par le solveur de programme
linéaire a politique arbitraire, pour qu’une donnée du flux le moins prioritaire
traverse le réseau. Enfin le bleu donne ce délai par la méthode SFA. Ces derniers
ont été calculés a partir des formules définies au lemme 7.

On constate que cette derniere méthode fournit des résultats bien plus pes-
simistes que les autres. En effet, la différence entre SFA et notre méthode est 50%
a 100% plus élevée. La méthode de calcul par programmation linéaire pour une
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politique aveugle génére des valeurs plus hautes que notre méthode. Ce résultat
est tout a fait prévisible puisqu’elle est moins restrictive que la politique a pri-
orité fixe. On peut néanmoins remarquer que l’écart entre ces programmations
linéaires est assez faible. En effet, nos délais sont 3% a 4% plus faibles que la
politique aveugle.

Conclusion Nous venons d’étudier deux topologies de réseaux. Nous avons
remarqué que la méthode SFA fournissait des résultats bien plus élevés que les
autres méthodes et que de plus, elle est assez complexe a calculer. L’approche
présentée dans article [02] fournit des résultats plus fins. Cependant elle s’ap-
plique a un sous-ensemble plutot restrictif des réseaux acycliques, quand notre
démarche s’applique a tous. Enfin nous avons pu vérifier que nos résultats étaient
inférieurs a la méthode de programmation linéaire pour la politique arbitraire.

6.3 Limite du calcul de délai pour les politiques a priorité
fixe a ’aide des contraintes linéaires

Jusqu’ici nous avons montré que nos contraintes permettaient d’assurer les
priorités sur la premiere période d’activité du serveur étudié et que les con-
traintes du Network Calculus (« et 5 contraintes, croissance, causalité) étaient
satisfaite sur cet intervalle. Une question reste en suspens : que se passe-t-il dans
les serveurs en-dehors de la période d’activité étudiée ? Intuitivement, on pour-
rait penser que s’il se passe des phénomenes bizarres sur les autres intervalles de
temps, ce n’est pas un probleme puisque la donnée, du flux le moins prioritaire,
dont on étudie le délai est passée. Evidement ce n’est pas aussi simple.

Nous avons exprimé les contraintes « entre toutes les dates intermédiaires
existantes. Donc on sait que ces contraintes seront toujours assurées. Il en est
de méme pour la croissance et la causalité. Ainsi seules les contraintes sur le
service peuvent nous faire défaut. Nous avons recherché un exemple dans lequel
une telle contrainte ne serait pas assurée.

f2

fa

Fia. 21 — Représentation du réseau dans lequel une contrainte de service n’est
pas controlée.

Nous avons étudié le comportement du réseau représenté en figure 21. Nous
avions l'intuition que les priorités ainsi disposées pourraient permettre le genre
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de comportement recherché. Nous avons choisi de prendre : «a1(t) = 2 + 2t,
Oég(t) =343, Ozg,(t) =2et B =4(t — 5)+, B2 = 8<t - 4)+, B3 = 3(t - 4>+.

Sur le schéma 22, nous avons tracé les trajectoires Ay, By, A3 et Bs, ainsi
que la contrainte de service du premier serveur dans 'intervalle de temps [to, t2].
Il montre que la trajectoire By est en-dessous de 3 dans l'intervalle de temps
[t1, t2].

Serveur 1

A B
3

24 | —

7 B-Contrainte
/// non respectée

e Vi

t
te=C10 4 t

F1G. 22 — Schéma représentant les trajectoires des flux d’entrée et de sortie
présent dans le serveur s; entre tg et to.

Il est & noter qu’aucune donnée n’est servie pour f; dans 'intervalle [tg, t2]
ce qui, intuitivement, parait anormal puisque c’est le flux le plus prioritaire.
Avant t; c’est normal puisque (; y est nulle. Mais passée cette date ce n’est
plus le cas. La trajectoire By est nulle jusqu’a t3. Ainsi fi n’est servi qu’a partir
de cette date alors que des données de ce dernier attendent a I’entrée du serveur
des tg. Quel est 'impact de ce phénomene sur le délai calculé ?

Nous avons simulé ce réseau par programmation linéaire avec une politique
de service a priorité fixe ou arbitraire, puis nous avons comparé les valeurs
obtenues. Quelque soit la politique de service appliquée le délai calculé est le
méme. Il est évident que 'on ne peut obtenir une valeur plus élevée avec une
politique de priorité fixe qu’avec une politique aveugle. En effet, I’ensemble
de contraintes de nos programmes inclu toute les contraintes de la politique
arbitraire. Ainsi, les trajectoires possibles dans notre cas le sont également pour
la politique arbitraire. Comme le délai maximal est égale au pire délai calculé
sur I’ensemble des trajectoires possibles, le délai que nous obtenons ne peut
qu’étre plus faible.

Nous voulons maintenant comparer notre délai avec celui obtenu par la
méthode SFA.

Calcul du délai par la méthode SFA Nous devons donc commencer par
le calcul de service résiduel total du réseau :

Brot = (A1 —a1)y @ (B2 —aa — (1 @ 1) 4)+ @ (B3 — ((a1 @ B1)1 @ B2)4 )+
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1) = (Bu(t) —ar(t)+
(Ri— p1)(t —t1)+

g o1+ RiTh
! Ri—p;
= 11.

De méme on calcule le service résiduel du second serveur :

Bo(t) = (Ba(t) —az(t) — (1 @ B1)(t)+)+
= [Bo(t) —as(t) — ai(t +Ty)
= (Ro—p1—p2)(t —t3)4+
014 02+ p111 + RoTh
Ry —p2—p1
— 15,7,

t, =

Reste & calculer g5 :

Bst) = (Bs(t) —en(t+T1 +T2))4
= (Rs—p)(t—1t1)+
o1+ p1(Th + 1) + R3T3
R3 —p1

th =
= 32.

Finalement, B, = 2(t — 58,7)+ et d = hDev(as, Brot) = 119.4. Avec notre
programme linéaire nous avons obtenu un délai de 52. Ainsi, malgré 1’égalité
des résultats avec la politique arbitraire, nous avons tout de méme amélioreé,
de maniere significative, les résultats obtenus par rapport a la meilleure méthode
existante jusque la.

Une prochaine étape dans nos recherches sera de déterminer sous quelles
hypotheses le délai obtenu correspond exactement au pire délai du flux calculé
sur le réseau. Nous aimerions également savoir dans quelles circonstances les
priorités ne sont pas assurées, et tenter de résoudre ces problemes.

Conclusion

L’enjeu de ce stage était de déterminer des bornes de performances déterministes
telles que le délai ou la charge d’'un réseau dans le cas de politique de service
a priorités fixes. Nous avons découvert des méthodes basées sur I’application
directe du Network Calculus effectuant déja ce genre de calculs (tel que SFA).
Nous avons tenté une autre approche pour fournir des résultats plus fins. Pour
cela, nous nous sommes intéressés a la programmation linéaire. Alors, nous avons
forgé un ensemble de contraintes linéaires qui permettaient de décrire le com-
portement d’un tel réseau (en créant un programme de génération automatique
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de contraintes). Ainsi, nous avons mis les contraintes nécessaires au bon fonc-
tionnement du réseau (contraintes du Network calculus) que I'on retrouvait déja
dans la programmation linéaire pour une politique arbitraire. Puis nous avons
ajouté les contraintes définissant les priorités. Nous avons trouvé des résultats
toujours inférieurs a la politique arbitraire. Mais, plus intéressant encore, nous
avons montré que la méthode SFA génere des délais pessimistes.

Hélas, dans certains cas, les priorités ne sont pas assurées en-dehors des
périodes chargées des serveurs. Dans ce cas, notre délai est égal a celui obtenu par
programmation linéaire avec la politique arbitraire, mais est toujours inférieur
aux résultats de SFA.

Désormais notre enjeu consiste a trouver des hypotheses sous lesquelles le
délai obtenu est exactement le pire délai du réseau. De plus, nous souhaitons
établir dans quel cas les priorités ne sont pas respectées, pour tenter d’y remédier.
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7 Annexe A : Preuve du lemme 7

Le délai maximal subit par le flux f(,, 2 est défini par : dp,, = hDev(c, Brot)-

Brot = @10 (B~ h_o 00+ @1, (8- X, ad)s,

ou ag est la courbe d’arrivée du k;spme flux le plus prioritaire du serveur j, et ai
est la courbe d’arrivée de fk au serveur n + 1+ j.

Calcul des o) :
La figure 24 présente I'arrivée des trois flux les plus prioritaires du réseau ac-
compagnés des différentes fonctions alpha qui leur sont associés au cours de leur
traversée du réseau, jusqu’au serveur n -+ 2.

3 2 1

S ta, |
f(n+2) | | |

serveur serveur serveur
n-1 n n+1

Fia. 23 — Représentation d’une partie de la premiere moitié du réseau étudié.

ad(t) = a(t),
At) = (a2 B)y = alt+T) = alt +t}), (prouvé dans le livre [08] & la page
148)
as(t) = ((a ®ﬁ)+®(ﬁ a)1)+(t) = (af @ (B — af)+)+(t) ete.
Et donc o (t) = ), @ (8 — X122 a9)(t), Vk € {0, ...,n}.

Nous allons montrer par récurence que a(t) = a(t + Zl o ti)-
On trouve directement que af vérifie la formule. Supposons maintenant que
cette expression est vraie & lordre (k — 1) et montrons qu’elle l'est alors a
l’ordre k.

k
aj = (O‘kkl 2 (B2 o))+,
2
et B—3 g of = (R—(k—1p)(t—t;_1))+,
avec t)_, la date a laquelle la fonction (8 — Zf 02oz0)Jr s’annule. On trouve

A (k=Do+¥ 25 p(Z925 ti)+RT
k=1 = R—(k—1)p :
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ag(t) = sup{oaj_;(t+u) — (B Z )+ (u)}

uz=0

i=1
k—2 k—2
= sup {a—i—pt—i—Zt +u)}V sup {a—i—pt—i—Zt +u)—(R—(k—1)p)(u—t,_1)}
0<ust], = ut, =
k—2 k—2
:{U—l-pt—i—zt +tp—1)}V sup {U+pt+zt (R—kp)u+t,_1(R—(k—1)p)}
=0 uzty_, =0

Or (R —kp) >0,

done {0+ p(t+ 3o th+te1)} > sup,sy, {0+ p(t+ Y00 th) — (R—kp)u+
t (R = (k=1)p)}.

Finalement : a = {0 + p(t + Ez oti+t_1)}

Calcul des ak Sur la figure ci-dessous nous avons représenté les premiers
serveurs apres le milieu du réseau. A partir de ce moment, les flux vont quitter
le réseau un a un en commengant par le plus prioritaire. Nous avons associé les
courbes des arrivées de ces flux en fonction de leur progression dans le réseau,
de facon & montrer 1’évolution de ces données.

a,0

a il
f I 2 a

f2 2

0 1
f(n+2)— 13 a 0
serveur serveur serveur serveur
n+1 n+2 n+3 n+4

Bneny™ B-Zizt jens2 O

Fi1G. 24 — Représentation d’une partie de la deuxieme moitié du réseau étudié.

La fonction a, est la courbe des arrivées associée au flux fi a 'entrée du
serveur (n + 1 — j). Comme le calcul de ces fonctions est trés similaire & celui
fait pour les a9, nous prébenterons uniquement le cas initial (i.e. j = 1).

On a o (a (8- Ee 20%) )+
et (8- ya) (t) = (R—(i—2)p)(t —ti1))s,

avec t; 1 la date a laquelle la fonction (8 — Zz ? a?); s’annule.

£—1 4/
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Ainsi,

i—1
o (t) = sup{al(t +u) = (5 = Y af)+ (u)}
=2

uz=0
i—1 i—2
= sup {U—i—pt—i-Zte—i—u}\/ sup{a—l—pt—i—Zt@—i—u (R—(i—1)p)(u
0<u<tin prd u>t; 1 et
i1
={o+pt+T+> t)+ti1)}
=1

Donc o ( )= oz(t—l-z t%—kzzli? tig),out; ; = (o 7+1£(t(4;2],;p0t SoNS tl’k).

Il ne nous reste plus qu’a déterminer une expression de Br,; est fonction des
parametres : R, T, p, 0

n+1 7 —
Brot(t) = ® Zoz t+Ztk
§=0 ‘=
n n+2
Q) B(t) - at+ztk+zték
j=1 l=j

n+2

Bror(t) = (R—(n+1)p t*ZmﬁZm

Soit m; la date & laquelle (5(t) — LO a(t—i—T—i—Zk 1 t))+ s'annule et m/; celle
a laquelle Vautre fonction s’annule. Par un simple calcul (identique & celui fait
pour déterminer les ¢} et ¢x), on retrouve les formules énoncées dans le lemme.
De plus, en appliquant le concaténation des pentes par coefficient directeur

croissant, on obtient la formule de Br,; énoncée dans le lemme.
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