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❘és✉♠é

❈❡ st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❡❧t✐q✉❡ ❞✉
❝❡♥tr❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ■❘■❙❆✴■◆❘■❆ ❘❡♥♥❡s ♣❡♥❞❛♥t ❝✐♥q ♠♦✐s ✭✵✶✴✵✷✴✶✵✲
✸✵✴✵✻✴✶✵✮✳ ❉❛♥s ❝❡ st❛❣❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ à ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ t❛❜❧❡❛✉①✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❞❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❡①✐st❛♥t❡s ✿ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧❡ ❙❆❚✴❙▼❚✱ ♦♥ ❝ré❡ ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ s♦❧✈❡✉r q✉✐ t❡st❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡t q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥
❝❡rt✐✜❝❛t ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥ s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳



❘és✉♠é

❚❤✐s ✐♥t❡r♥s❤✐♣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ t❡❛♠ ❈❡❧t✐q✉❡ ♦❢ ■❘■❙❆✴■◆❘■❆ ❘❡♥♥❡s
r❡s❡❛r❝❤ ❝❡♥t❡r ❞✉r✐♥❣ ✜✈❡ ♠♦♥t❤s ✭✵✶✴✵✷✴✷✵✶✵✲✸✵✴✵✻✴✷✵✶✵✮✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s ✐♥✲
t❡r♥s❤✐♣✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s
✇✐t❤ t❛❜❧❡s✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✿ ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ❛♥❞ ❙❆❚✴❙▼❚✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡ ❛ ♥❡✇ s♦❧✈❡r ✇❤✐❝❤ t❡sts t❤❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ r❡t✉r♥ ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❢♦r t❤♦s❡ ✇❤♦ ❛r❡ ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✳



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts ✹

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✻

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻
✶✳✷ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ st❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✷ ❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt ✽

✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐té s✉r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✶✳✶ ▲♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✶✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❡t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✶✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❙▼❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✷✳✷✳✶ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❙❆❚ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✷✳✷ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✷✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✷✳✷✳✹ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✸ ❩✸ ✿ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❙▼❚ ❡①❡♠♣❧❛✐r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✹ ▲♦❣✐❝✐❡❧s ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✸ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s ✶✼

✸✳✶ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✸✳✶✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✸✳✶✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾
✸✳✶✳✸ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡rt✐✜❝❛t ❛✉ ❝❛s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥ér❛❧❡s à ♠é♠♦r✐s❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✸✳✸ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙▼❚ ❡t ❈▲P ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✹ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ✷✹

✹✳✶ ❈♦❞❡r ❡♥ Pr♦❧♦❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✹✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✹✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧♣❢❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✺ ❘és✉❧t❛t ✷✽

✷



✻ ❚r❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ✷✾

✻✳✶ ❆❥♦✉t ❞❡ t②♣❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✻✳✷ ❋♦r♠✉❧❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✸✶

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✸✺

✸



❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s à r❡♠❡r❝✐❡r ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ t♦✉t❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❡t ❧❡s ✐♥t❡r✲
✈❡♥❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ▼❛st❡r ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❯♥✐✈❡rs✐té
❞❡ ❘❡♥♥❡s ✶✳

❏✬❛✐♠❡r❛✐s t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s q✉✐
♦♥t ♣❛rt❛❣é ❧❡✉r ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐ ❞✉r❛♥t ❝❡s ❝✐♥q ♠♦✐s ✿

▼♦♥s✐❡✉r ❆r♥❛✉❞ ●❖❚▲■❊❇ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧✬❛✐❞❡ q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❞♦♥♥és t♦✉t ❛✉
❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ st❛❣❡✱ ❞❡ ❧✬❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ❛✉① ❝r✐t✐q✉❡s ♣ré❝✐❡✉s❡s✳

▼♦♥s✐❡✉r ❙é❜❛st✐❡♥ ❇❆❘❉■◆ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❣✉✐❞é❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥s❡✐❧s
q✉✬✐❧ ♠✬❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt✳

❊t ▼❛tt❤✐❡✉ ❈❛r❧✐❡r✱ ♠♦♥ ❝♦❧❧è❣✉❡ ❞❡ ❜✉r❡❛✉✱ ♣♦✉r ❧❡ r❡❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥
r❛♣♣♦rt ✜♥❛❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♠❡s ❛♠✐s ❢r❛♥ç❛✐s q✉✐ ♠✬♦♥t ❛✐❞é à ❝♦rr✐❣❡r ❧❡s
❢❛✉t❡s ❞✬♦rt❤♦❣r❛♣❤❡ ❡t ❞❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ❞❡ ♠♦♥ r❛♣♣♦rt✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✶✳✶ ❈♦♥t❡①t❡

▼♦♥ st❛❣❡ ❞❡ ♠❛st❡r ❡st ❝♦✲❡♥❝❛❞ré ♣❛r ▼✳ ❆r♥❛✉❞ ●❖❚▲■❊❇ ✭éq✉✐♣❡✲
♣r♦❥❡t ■◆❘■❆ ❈❡❧t✐q✉❡✮ ❡t ▼✳ ❙é❜❛st✐❡♥ ❇❆❘❉■◆ ✭❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❈❊❆
▲■❙❚✴▲❙▲✮✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❡❧t✐q✉❡ ✈✐s❡ à ♣r♦♣♦s❡r
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ sé✲
♠❛♥t✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❊P■ ✭➱q✉✐♣❡ Pr♦❥❡t ■◆❘■❆✮ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥ ❣r♦✉♣❡ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ✓ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❚❡st✐♥❣ ✔✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡
t❡sts✳ ❆✉ ❈❊❆✱ ❧❡s ♠ê♠❡s t❤é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❛❜♦r❞é❡s ♠❛✐s s♦✉s ✉♥ ❛♥❣❧❡ ♣❧✉s
❛♣♣❧✐q✉é✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ❝ré❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❛②❛♥t ✈♦❝❛t✐♦♥s à êtr❡ tr❛♥s❢érés
❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✳

✶✳✷ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ st❛❣❡

▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡st ✉♥ s✉❥❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ ♦ù ❝❡r✲
t❛✐♥s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦♥t é✈❛❧✉és ❡♥ t❡st❛♥t ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
❞❡s ✓ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ✔✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❡①♣r✐✲
♠é❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ▲♦rs ❞❡ ❝❡ t❡st✱ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛♥✐♣✉❧és✳ ➚ ❝❛✉s❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❛❝❝ès ❡t ♠✐s❡s à ❥♦✉r✱ ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛❧♦rs ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s
❞✬❛❝❝ès✳

❆②❛♥t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s✐❡✉rs
t❡❝❤♥✐q✉❡s s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❞❡✉①
❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ✿ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈▲P ✭❈♦♥str❛✐♥t ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✮ ❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❙▼❚ ✭❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ▼♦❞✉❧♦ ❚❤❡♦r✐❡s✮✳

▲❛ ❈▲P ❝❛♣t✉r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝✱ ❞❡ ❢♦r♠✉✲
❧❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❈▲P✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❈▲P ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡✉r

✻



❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡
❧✬♦♥ ❛♣♣r❡♥❞ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♦♥ ❡ss❛②❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙▼❚ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
❢♦❝❛❧✐s❡r♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ét❛t ❞❡
❧✬❛rt ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❙▼❚ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣ét✐t✐♦♥
s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦❧✈❡✉rs ❛ ❧✐❡✉ t♦✉s ❧❡s ❛♥s ✭❙▼❚✲❈❖▼P ✶✮✳ ❯♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡
❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦s ❛ été ❝réé❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ✭❙▼❚✲▲■❇ ✷ ❡t ❬✼❪✮✳
▲❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚ s♦♥t ré♣✉tés ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ✸✳ ■❧
❡st ❞♦♥❝ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈▲P✳
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❜❛sés s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❞❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ❈❡❧t✐q✉❡
❡♥ ❈▲P✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣♦rté ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❙▼❚ s✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s
t❛❜❧❡❛✉① ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❈▲P✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧✬♦❜✲
❥❡❝t✐❢ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❡♥❛♥t ❞❡
❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

❈❡ r❛♣♣♦rt ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ✈❡rr❛
q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❙▼❚✱ ❡t ❧❡s ét✉❞❡s ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞❛♥s ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳ P✉✐s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ ♦♥ é❝❧❛✐r❝✐❡r❛ ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ st❛❣❡ ❡t
♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡r❛ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✳ ❖♥ ❡①♣❧✐q✉❡r❛
❛✉ss✐ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥
❞✐s❝✉t❡r❛ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳

✶✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳s♠t❝♦♠♣✳♦r❣✴✷✵✶✵✴
✷✳ ❤tt♣ ✿✴✴❣♦❡❞❡❧✳❝s✳✉✐♦✇❛✳❡❞✉✴s♠t❧✐❜✴
✸✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳s♠t❡①❡❝✳♦r❣✴❡①❡❝✴❞✐✈✐s✐♦♥❘❡s✉❧ts✳♣❤♣ ❄❥♦❜s❂✺✷✾✫❞✐✈✐s✐♦♥❂◗❋❴❆❯❋▲■❆

❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ◗❋❴❆❯❋▲■❆ ✭q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡✱ ❛rr❛②✱ ✉♥✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
✐♥t❡❣❡r ❛r✐t❤♠❡t✐❝ ✮

✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❊t❛t ❞❡ ❧✬❛rt

✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐té s✉r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ s♦♥t ét❛❜❧✐❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐✈r❡s ❬✶✱ ✷❪✳

✷✳✶✳✶ ▲♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té

❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭❋❖▲ ✿ ❋✐rst ❖r❞❡r ▲♦❣✐❝✮
❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❀ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✿
∧✱ ∨✱ ¬✱ ∀✱ ∃✱ ✭✱ ✮ ❀ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ♥♦♥ ❧♦❣✐q✉❡s ✿ ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ♣ré❞✐❝❛ts ❡t s②♠✲
❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭P▲ ✿ Pr♦♣♦s✐t✐♦✲
♥❛❧ ▲♦❣✐❝✮ ❡st ❞✉❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✭∀✱ ∃✮ ❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❋❖▲✳

❙❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ✿ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉✐
♣❡✉t ❧❛ s❛t✐s❢❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳

✷✳✶✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❡t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s

❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r s❛ s✐❣♥❛t✉r❡
∑

✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s
♥♦♥ ❧♦❣✐q✉❡s✮ ❡t s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ♣❤r❛s❡s✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❤r❛s❡s
é❝r✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✉ss✐ ♣❛r❧❡r ❞❡
t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té✳ ❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ✓❂✔ ❡t s❡s ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ré✢❡①✐✈✐té✱ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t
❞❡ tr❛♥s✐t✐✈✐té✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❯♥❡
∑

✲
❢♦r♠✉❧❡ θ ❡st ❚✲✈❛❧✐❞❡ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ♣❤r❛s❡s ❞é✲
✜♥✐ss❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❚ s❛t✐s❢♦♥t ❛✉ss✐ θ✳ ❈❡❧❛ ❡st ♥♦té ✿ ❚ � θ✳ ❯♥ ❢r❛❣♠❡♥t

s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❧✐❜r❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❚ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❚✲✈❛❧✐❞❡s✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ θ s❛♥s q✉❛♥t✐✜✲
❝❛t❡✉rs ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ∀❳✳θ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✭❛✈❡❝ ❳

✽



❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s θ✮✳
❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ✿ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❚✶ ❡t ❚✷ ❛✈❡❝

❧❡s s✐❣♥❛t✉r❡s
∑

✶ ❡t
∑

✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❚✶⊕❚✷ ❡st ✉♥❡
t❤é♦r✐❡ ❛✈❡❝ s✐❣♥❛t✉r❡

∑
✶∪

∑
✷ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s ❚✶∪❚✷✳ ▲❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❞é❝✐❞❡r s✐ ✉♥❡
∑

✶∪
∑

✷✲
❢♦r♠✉❧❡ θ ❡st ❚✶⊕❚✷✲✈❛❧✐❞❡✳

✷✳✶✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s t❤é♦r✐❡s

❚❤é♦r✐❡ ❞✬é❣❛❧✐té
∑

E ✿ ❂✱ ❛✱ ❜✱ ❝✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ❢✱ ❣✱ ❤✱ ✳ ✳ ✳ ✱ ♣✱ q✱ r✱ ✳ ✳ ✳ q✉✐ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✉
♣ré❞✐❝❛t ❜✐♥❛✐r❡ ✓❂✔ ❡t t♦✉s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♣ré❞✐❝❛t✳
▲❡s ❛①✐♦♠❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

∀①✳ ①❂① ✭❘é✢❡①✐✈✐té✮
∀①✱②✳ ①❂② ⇒ ②❂① ✭❙②♠étr✐❡✮
∀①✱②✱③✳ ①❂② ∧ ②❂③ ⇒ ①❂③ ✭❚r❛♥s✐t✐✈✐té✮
x ❂ y ⇒ ❢✭x✮ ❂ ❢✭y✮ ✭❈♦♥❣r✉❡♥❝❡✮

❚❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣❡✉t êtr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ♥♦♥✲❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳
❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❡r ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡t
❞❡ ❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉①✳ ◗✉❛♥t à
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦♥✲❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❛✐s♦♥♥❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ s✉❥❡t
❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳ ▲❡ ♠♦②❡♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r s♦✉s ❧❛ t❤é♦r✐❡
♥♦♥✲❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❛ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
∑

A ✿ ④ r❡❛❞✱ ✇r✐t❡✱ ❂⑥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
r❡❛❞✭t✱✐✮ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r t❬✐❪✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✇r✐t❡✭t✱✐✱❡✮ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ t ❡♥
é❝r✐✈❛♥t ❡ à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✐ ❡t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❝❤❛♥❣és✳

❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧❡s tr♦✐s ♣r❡♠✐❡rs ❛①✐♦♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬é❣❛❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✭❆✶✮ ✐ ❂ ❥ ⇒ r❡❛❞✭❛✱✐✮ ❂ r❡❛❞✭❛✱❥✮ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡
✭❆✷✮ ✐ ❂ ❥ ⇒ r❡❛❞✭✇r✐t❡✭❛✱✐✱❡✮✱❥✮ ❂ ❡ r❡❛❞✲♦✈❡r✲✇r✐t❡ ✭✶✮

✭❆✸✮ ✐ 6= ❥ ⇒ r❡❛❞✭✇r✐t❡✭❛✱✐✱❡✮✱❥✮ ❂ r❡❛❞✭❛✱❥✮ r❡❛❞✲♦✈❡r✲✇r✐t❡ ✭✷✮

❙✐ ♦♥ s✉♣♣♦rt❡ ❛✉ss✐ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ q✉❛tr✐è♠❡
❛①✐♦♠❡ ✿

✭❆✹✮ ❛ ❂ ❜ ⇔ ∀✐ ✭r❡❛❞✭❛✱✐✮ ❂ r❡❛❞✭❜✱✐✮✮ ❊①t❡♥s✐♦♥❛❧✐té

✷✳✷ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❙▼❚

❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❙▼❚ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ ❡t ♥♦✉s r❡♥✲
✈♦✐❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡ ♦✉ ♣❛s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ♣♦✉r

✾



❧❡ ❙▼❚ ✿ ✓❧❛③②✔ ❡t ✓❡❛❣❡r✔✳ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✓❧❛③②✔✱ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠é❡ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱
❡t ♦♥ ♣❛ss❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚✳ ❙✬✐❧ r❡♥✈♦✐❡ ✓✉♥s❛t✔✱
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❀ s✐♥♦♥✱ ♦♥ ❧❛ r❛✣♥❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦✲
r✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ❡t ♦♥ ré♣èt❡ ❧❡s ét❛♣❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st
✓❧❛③②✔ ❝❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ◗✉❛♥t
à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✓❡❛❣❡r✔✱ ♦♥ s❡ s❡rt ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ s✉✐t❡ ♣♦✉r
❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ éq✉✐s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ✓❡❛❣❡r✔ ❝❛r ❧❛ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✮ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ ✉♥❡
s❡✉❧❡ ét❛♣❡ ✭❱♦✐r ❬✷❪✮✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s t❡sté❡s ♣❛r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❙▼❚ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①♣r✐✲
♠é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ t❤é♦r✐❡ ❀ ❡❧❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠é❡s ❝♦♠♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❤é♦r✐❡s✳ ❊♥tr❡ ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s✱ s❡✉❧❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ♣❛rt❛❣é❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s
❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ à ❧✬❛✉tr❡ s❡ ❢❛✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✷✳✷✳✶ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❙❆❚

❯♥ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚ ❡st ❝♦♥tr✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ s♦❧✈❡✉r ❙❆❚ ❡t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts
❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ✭❇♦♦❧❡❛♥ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠✮ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐✲
♥❡r s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✛❡❝té❡s ❞❡ t❡❧❧❡
❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✬é✈❛❧✉❡ à ✈r❛✐✳ ■♠❛❣✐♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✿ ✭① ∨ ②✮ ∧ ✭¬①
∨ ②✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙❆❚ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✳
❊t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ①❂✈r❛✐✱ ②❂✈r❛✐✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✈❛✉t ✈r❛✐✳ ❉♦♥❝ ❝❡tt❡
❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ tr❛✈❛✉① ♦♥t été ❢❛✐t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❙❆❚✱
s❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ s♦♥t très r♦❜✉st❡s ❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs✳ ❯♥ ❞❡s ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡s ✭♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦♥♥✉s ❡st ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲
✭❉❛✈✐s✲P✉t♥❛♠✲▲♦❣❡♠❛♥♥✲▲♦✈❡❧❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮ ✶✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈✐s❡ à ❞é✲
❝✐❞❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ P▲✱ ❡t ♥♦♥ ❞❡ ❋❖▲✳ ▲❡ ❉P▲▲ ❡ss❛✐❡ ❞❡
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ❞é✲
❞✉✐s❛♥t ❧❛ ✈r❛✐❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❧✐ttér❛❧ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡
❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♦✉ ❡♥ ❞❡✈✐♥❛♥t✳ ❆✉ ❝❛s ♦ù ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ✐♥❝♦♥s✐st❛♥❝❡✱
❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ❡t ❡ss❛✐❡ ❧❡ s❡♥s ♦♣♣♦sé✳

✷✳✷✳✷ ❈♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❡st ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❙▼❚✳ P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✓❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❝❧♦s✉r❡✔✭❱♦✐r ❬✾❪ ❡t ❈♦✉rs ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✷ ❞❡ ▲✳ ❉❡ ▼♦✉r❛✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦✉s

✶✳ ❤tt♣ ✿✴✴❡♥✳✇✐❦✐♣❡❞✐❛✳♦r❣✴✇✐❦✐✴❉P▲▲❴❛❧❣♦r✐t❤♠
✷✳ ❤tt♣ ✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳♠✐❝r♦s♦❢t✳❝♦♠✴❡♥✲✉s✴✉♠✴♣❡♦♣❧❡✴❧❡♦♥❛r❞♦✴♦r❡❣♦♥✵✽✳♣❞❢

✶✵



♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡t ❧❡s ❞✐sé❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡
❞✐r❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ✓✉♥✐♦♥✲✜♥❞✔ ✭❱♦✐r ❬✷❪✮✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
✭❋✮ q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭q✉✐ ✈❛r✐❡ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ à ❧✬❛✉tr❡
❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✮ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐sé❣❛❧✐té ✭❉✮✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❋ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r ✓❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t✔ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❋✭①✮ ♥♦✉s
r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ①✳ ❉♦♥❝ s✐ ♣♦✉r
❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧s s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡
❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é❣❛❧✐té à ❛❥♦✉t❡r s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ✓✉♥✐♦♥✔ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡s✳ ❖♥ st♦❝❦❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐③❡✭❋✱①✮ q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ①✳ ✉♥✐♦♥✭❋✱①✱②✮ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ① ❛✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ② s✐ s✐③❡✭❋✱①✮ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r
à s✐③❡✭❋✱②✮ ❀ s✐♥♦♥✱ ❧✬✐♥✈❡rs❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ à
❛❥♦✉t❡r s✉r ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r❝❡ q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ s✉r ❧❛ ♣❧✉s
❧♦♥❣✉❡✱ ❝❡❝✐ ❡st ♠♦✐♥s ❝♦✉t❡✉①✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ st♦❝❦❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡s t❡r♠❡s s✉♣ér✐❡✉rs ✭❡✳①✳ ❢✭①✮ ❡st t❡r♠❡
s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ①✮ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ♣❛r π✭t❡r♠❡✮✳

▲❡ s②stè♠❡ ❡♥t✐❡r ✿

✶✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ①❂②✱

✕ ❙✐ ❋✭①✮ ❂ ❋✭②✮✱ ♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❀
✕ ❙✐♥♦♥✱ ❋✬ ❂ ✉♥✐♦♥✭❋✱①✱②✮✱
✕ ❙✐ ❋✬✭✉✮❂❋✬✭✈✮ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥ ✉6=✈ ❞❛♥s ❉✱ ✉♥s❛t ❀
✕ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ ✭✉✱✈✮ ❛✈❡❝ ✉ ∈ π✭❋✭①✮✮ ❡t ✈ ∈ π✭❋✭②✮✮✱ s✐
❈♦♥❣r✉❡♥t ✭✉✱✈✮ ❂ ❱r❛✐✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é❣❛❧✐té ✉❂✈✳

✷✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞✐sé❣❛❧✐té ① 6=②✱

✕ ❙✐ ❋✭①✮ ❂ ❋✭②✮✱ ✉♥s❛t ❀
✕ ❙✐♥♦♥✱
✕ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉✱ ✉♥ ✈ t❡❧s q✉❡ ❋✭①✮❂❋✭✉✮✱ ❋✭②✮❂❋✭✈✮✱ ❡t ✉6=✈ ∈ ❉✱
♥❡ r✐❡♥ ❢❛✐r❡ ❀

✕ ❙✐♥♦♥✱ ❉❂❉ ∪ ④①6=②⑥✳

✸✳ ❈♦♥❣r✉❡♥t✭✉✱✈✮ ✿

✕ ❙✐ ✉❂❢✭①✶✱✳ ✳ ✳ ✱①♥✮✱ ✈❂❢✭②✶✱✳ ✳ ✳ ✱②♥✮✱ s✐ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ✐✱ ❋✬✭①✐✮ ❂ ❋✬✭②✐✮✱
r❡♥❞ ✈r❛✐ ❀

✕ ❙✐♥♦♥✱ r❡♥❞ ❢❛✉①✳

✷✳✷✳✸ ❈♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚ ❝♦✉♣❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✉s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡s t❤é♦r✐❡s s✬✐♥t❡rr♦❣❡♥t ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✶✶



❧❡ ♣❧✉s ré♣❛♥❞✉ ❡st ❝❡❧✉✐ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ◆❡❧s♦♥ ❡t ❖♣♣❡♥ ✭❱♦✐r ❬✻❪✮✳ P♦✉r ❡①✲
♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✱ ♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉①
t❤é♦r✐❡s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❤é♦r✐❡s✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r✲
♠✉❧❡✱ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❚✶ ❡t ❚✷✱ ❞♦✐t êtr❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳
❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛rt❛❣❡r q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳
❚r♦✐s✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦r✐❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t st❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s s♦✉s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❚ ❡st
❝♦♥✈❡①❡ s✐ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋ ❡①♣r✐♠é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❞✐s✲
❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐tés ✭❡✶∨✳ ✳ ✳∨❡♥✮✱ ❛❧♦rs ❋ ✐♠♣❧✐q✉❡ ei ♣♦✉r ✉♥ ✐ ∈ ✶✳✳♥✳ ◆♦t♦♥s
q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❚✶ ❡st ❖✭❚✶✭♥✮✮✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
❞❡✉①✐è♠❡ ❡st ❖✭❚✷✭♥✮✮✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s✱ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❖✭n3 × ✭❚✶✭♥✮ ✰ ❚✷✭♥✮✮✮ ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❡t ✉♥❡
❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❖✭2n2

× ✭❚✶✭♥✮ ✰ ❚✷✭♥✮✮ ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♥♦♥
❝♦♥✈❡①❡s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥ ✫ ❖♣♣❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡

✶✳ P✉r✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ❋ ❡♥ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s
❈◆❋ ✭❈♦♥❥✉♥❝t✐❢ ◆♦r♠❛❧ ❋♦r♠✮ ✿ ✉♥❡

∑
✶✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✶ ❡t ✉♥❡

∑
✷✲

❢♦r♠✉❧❡ ❋✷ t❡❧❧❡s q✉❡ ❋ ❡t ❋✶∧❋✷ s♦♥t éq✉✐s❛t✐s✜❛❜❧❡s✳

✷✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❚✐ à ❋✐✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐ t❡❧ q✉❡
❋✐ ❡st ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s♦✉s ❚✐✱ r❡♥✈♦✐❡ ✓✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✔✳

✸✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ✿ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é❞✉✐t ✉♥❡ é❣❛❧✐té ①❂② s♦✉s ❚✶✱ ♦♥
♠❡t à ❥♦✉r ❋✷ à ❋✷∧①❂②✳ ❊t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❘❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷✳

✹✳ ❘❡♥✈♦✐❡ ✓s❛t✐s✜❛❜❧❡✔✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ◆❡❧s♦♥ ✫ ❖♣♣❡♥ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲❝♦♥✈❡①❡

✶✳ P✉r✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳ ❆♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❚✐ à ❋✐✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐ t❡❧ q✉❡
❋✐ ❡st ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ s♦✉s ❚✐✱ r❡♥✈♦✐❡ ✓✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✔✳

✸✳ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ✿ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é❞✉✐t ✉♥❡ é❣❛❧✐té ①❂② s♦✉s ❚✶✱ ♦♥
♠❡t à ❥♦✉r ❋✷ à ❋✷∧①❂②✳ ❊t ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❘❡t♦✉r♥❡ à ❧✬ét❛♣❡ ✷✳

✹✳ ✓❙♣❧✐tt✐♥❣✔ ✿ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐ t❡❧ q✉❡

Fi ⇒ ✭x1❂y1∨✳ ✳ ✳∨xk❂yk✮ ❡t ∀❥∈✶✱✳✳✱❦✳ Fi ; xj❂yj ✱

♦♥ t❡st❡r❛ sé♣❛ré♠❡♥t ❧❡s s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✈❡❝ F¬i∧x1❂y1✱ ✳ ✳ ✳ ✱ F¬i∧xk❂yk✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞❡ ❝❡s s♦✉s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ r❡♥✈♦✐❡ ✓s❛t✐s✲
✜❛❜❧❡✔ ❀ s✐♥♦♥✱ r❡♥✈♦✐❡ ✓✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✔✳

✺✳ ❘❡♥✈♦✐❡ ✓s❛t✐s✜❛❜❧❡✔✳

✶✷



❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

✷✳✷✳✹ Pr♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡st
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸❪✳

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ TA ❛ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
∑

A✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡
q✉✬♦♥ ❛ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❧✐❜r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ TB ❛✈❡❝ ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡

∑
B✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡

∑
B∩

∑
A ❂ ④❂⑥✳ P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡

❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ DPA✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ TB ✭DPB✮✳ DPB

♣r❡♥❞ ✉♥❡
∑

B✲❢♦r♠✉❧❡ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té s❡❧♦♥ ❧❡ TB✳ ❙✐ ✉♥❡
∑

B✲
❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ DPB r❡t♦✉r♥❡ ✉♥ ❇✲♠♦❞è❧❡ σ ❛✈❡❝ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s à ✈❛❧❡✉rs ❝♦♥❝rèt❡s✳

DPA ❞é❝✐❞❡ ❞♦♥❝ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡
∑

B∩
∑

A ✲❢♦r♠✉❧❡ Φ s❡❧♦♥ ❧❡
TA∪TB✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ t②♣❡
❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❡t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ s♦♥t t♦✉s ✓❇❛s❡✔✳ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
t❛❜❧❡❛✉ ❡t ❧❡ ✓✇r✐t❡✔ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ✓❆rr❛②✔✳ ▲❡ ✓r❡❛❞✔ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✓❇❛s❡✔✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣r♦♣♦sé❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣ré♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ
❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Π éq✉✐s❛t✐s✜❛❜❧❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉① ❛ ❂ ❝ ∈ Φ✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ λ ❞❡ t②♣❡ ✓❇❛s❡✔ ❡t ❞❡✉① ✓r❡❛❞✔ ✈✐rt✉❡❧s✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

✭❝✐✮ ❛ 6= ❝ → ∃λ✳ r❡❛❞✭❛✱λ✮ 6= r❡❛❞✭❝✱λ✮

✷✳ P♦✉r t♦✉t ✇r✐t❡✭❛✱✐✱❡✮ ∈ Φ ✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿

✭❝❥✮ r❡❛❞✭✇r✐t❡✭❛✱✐✱❡✮✱✐✮ ❂ ❡

✶✸



▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❡st Π ✿❂ Φ ∧
∧n

i=1
ci✳

❉❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ α✳ ❈❡❧❛
❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Φ✳ ❈✬❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ♠❛✐s ❧❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ✐❝✐ ❡st q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ sq✉❡❧❡tt❡ TB ❝♦♠♠❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬✉♥ sq✉❡❧❡tt❡ ❞❡ PL ✭❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t α✭π✮ ❛✉
✜♥❛❧ ❛✈❡❝ π ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ α✭π✮ ❡st ✉♥❡ s✉r✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❞❡ π✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ α✭π✮ ♣❡✉t ✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s ❡rr♦♥és ♣❛r
r❛♣♣♦rt à π✳ ❉♦♥❝ s✐ α✭π✮ ♥✬❡st ♣❛s s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ π ♥❡ ❧✬❡st ♥♦♥ ♣❧✉s✳ ▼❛✐s
♦♥ ❞♦✐t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡rr♦♥és q✉❛♥❞ α✭π✮ ❡st
s❛t✐s✜❛❜❧❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡st ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❡rr♦♥és✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡rr♦♥é✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡
✉♥ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r r❛✣♥❡r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺❪✳

❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ s✐ DPA✭Φ✮ r❡♥✈♦✐❡
♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ Φ ❡st ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡❧♦♥ TA∪TB ❀ s✐ Φ ❡st ♥♦♥✲s❛t✐s✜❛❜❧❡ s❡✲
❧♦♥ TA∪TB✱ DPA✭Φ✮ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧❡♠♠❡s à ❣é♥ér❡r✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st
❜♦r♥é ♣❛r ❖✭n2✯2n✮ ❛✈❡❝ ♥ ❂ |Φ|✳

✷✳✸ ❩✸ ✿ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❙▼❚ ❡①❡♠♣❧❛✐r❡

❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❛♣✐❡rs ❛✈❡❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❙▼❚ ♦♥t été ♣✉❜❧✐és
♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ P❛r♠✐ ❡✉①✱ ✉♥ ❞❡s ♣❛♣✐❡rs ❛✈❡❝ ✉♥ ♦✉t✐❧ ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▲❡♦♥❛r❞♦ ❞❡ ▼♦✉r❛ ❡t ◆✐❦♦❧❛❥ ❇❥ør♥❡r ❞❡
▼✐❝r♦s♦❢t ❘❡s❡❛r❝❤ q✉✐ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❩✸✳ ■❧ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s
❞❡ t❡sts ❝❤❡③ ▼✐❝r♦s♦❢t✳ P❡①✱ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ❡♥ ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✳

▲❛ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❩✸ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ❬✺❪✳

❩✸ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡♥ ❡♥tré❡ ✿ ❢♦r♠❛t
❙▼❚✲▲■❇✱ ❢♦r♠❛t ❙✐♠♣❧✐❢② ❬✻❪✱ ❡t❝✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ à t❡st❡r ❡st
♣❛ssé❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ❙✐♠♣❧✐❢❡r q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✱
♠❛✐s ❡✣❝❛❝❡✳ P✉✐s ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥✈❡rt✐❡ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❧❛✉s❡s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✳ ❊♥s✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ❞✬❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs✱ ❝❡s ❝❧❛✉s❡s s♦♥t ❛♥❛❧②sé❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs
♣r♦♣r❡s s♦❧✈❡✉rs ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡t ❧❡s ❞✐sé❣❛❧✐tés ♣r♦♣❛❣és ❡♥tr❡
❡✉①✳

▲✬éq✉✐♣❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❩✸ ♥✬❛ ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣r✐s ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡①✐st❛♥t❡s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡ s♦❧✈❡✉r✳ ❊❧❧❡ ❛ ❝réé s❡s ♣r♦♣r❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ■❝✐
♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s ❛♥❛❧②s❡r t♦✉t ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ♥❡ r❡❣❛r❞❡ q✉❡ s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❡t s♦♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳

P❧✉s ❧♦✐♥ ❡♥ ❤❛✉t✱ ♦♥ ❛ ❞✐st✐♥❣✉é ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥✈❡①❡
❡t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ◆❡❧s♦♥✲❖♣♣❡♥ ❛ ✉♥❡
❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦♥✈❡①❡s✳ ▼❛✐s ❛✈❡❝ ❧❡s t❤é♦r✐❡s

✶✹



❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❙tr✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❩✸✳

♥♦♥ ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s é❣❛❧✐tés✱ ❡t ✐❧ ❞♦✐t
❧❡s t❡st❡r ✉♥ ♣❛r ✉♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ❡✣❝❛❝❡✳ ▲❡♦♥❛r❞♦ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❞♦♥❝
♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❛♥s ❬✹❪✳ ❈❡❝✐ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡s✳

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡ ❚✐✱ ♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ▼✐ ♣♦✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡
Γ✐ ♦✉ ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Γ✐✳ ❉❡ t❡♠♣s ❡♥ t❡♠♣s✱ s✐ ♦♥ ❛ uMi ❂ vMi✱ ♦♥
❝ré❡ ❧❡ ❝❛s ✉❂✈✱ ❡t ♦♥ t❡st❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❣❛❧✐té ❞✬❛❜♦r❞✳ ❖♥ ♣r♦♣❛❣❡ ✉❂✈✱ s✐ ❝❡❧❛
✐♠♣❧✐q✉❡ ✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱ ♦♥ ❜❛❝❦tr❛❝❦ ❡t ♦♥ ✐♥sèr❡ ✉6=✈✳ P✉✐s ♦♥ r❡❝♦♥str✉✐t
✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❡t ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡✳

◗✉❛♥t ❛✉ s♦❧✈❡✉r ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪✱ ❩✸
❣é♥èr❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r tr❛♥s❢♦r♠❡r ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
q✉✬✐❧ r❡ç♦✐t✳

✷✳✹ ▲♦❣✐❝✐❡❧s ❡①✐st❛♥ts ❞❛♥s ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s

❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ t❡st✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t
❞é❥à été ❢❛✐ts✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ❝réés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ P❊❳ ✸✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▼✐❝r♦s♦❢t✱ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ t❡st
✉♥✐t❛✐r❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✳◆❊❚✳ ▲❡ t❡st ✉♥✐t❛✐r❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❝é❞é
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧
♦✉ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ■❧ ❡st ✐♥té❣ré ❛✈❡❝ ❧✬✉♥ ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❙▼❚ ✿

✸✳ ❤tt♣ ✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳♠✐❝r♦s♦❢t✳❝♦♠✴❡♥✲✉s✴♣r♦❥❡❝ts✴♣❡①✴
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❩✸ ✹✳ P❊❳ ✉t✐❧✐s❡ ❩✸ ♣♦✉r ❣é♥ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ t❡sts ✉♥✐t❛✐r❡s✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❖❙▼❖❙❊ ✺✳ ❖❙▼❖❙❊ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡

❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝❛s ❞❡ t❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❙é❜❛st✐❡♥ ❇❛r❞✐♥ q✉✐
tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ❡t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❡s ❝❛s ❞❡ t❡st
q✉✐ ❛❝t✐✈❡♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❖❙▼❖❙❊ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❙▼❚✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✏❜✐t✲✈❡❝t♦rs✑✱ ♣♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❛✉① ❝❛s ❞❡ t❡st✳

❊✉❝❧✐❞❡ ✻ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ t❡st ❜❛sé s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❈ ❝r✐t✐q✉❡s✳ ❈❡t ♦✉t✐❧ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ❆r♥❛✉❞ ●♦t❧✐❡❜✳ ▲♦rsq✉❡
❊✉❝❧✐❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ s✉r ✉♥ t❡st ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥s✱
❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡♥tr❡r ❡♥ ❥❡✉✳

✹✳ ❤tt♣ ✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳♠✐❝r♦s♦❢t✳❝♦♠✴❡♥✲✉s✴✉♠✴r❡❞♠♦♥❞✴♣r♦❥❡❝ts✴③✸✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧
✺✳ ❤tt♣ ✿✴✴s❡❜❛st✐❡♥✳❜❛r❞✐♥✳❢r❡❡✳❢r✴❘❡s❡❛r❝❤✲❡①❡❝✉t❛❜❧❡s✳❤t♠❧
✻✳ ❤tt♣ ✿✴✴❡✉❝❧✐❞❡✳❣❢♦r❣❡✳✐♥r✐❛✳❢r
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✉t✐❧✐sé❡s

✸✳✶ ▲❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t

✸✳✶✳✶ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s✳
❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠é♠♦r✐s❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐sé❣❛❧✐tés✳ ❙✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❛✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦✉ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ♦♥
♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛s ♠❛✐♥t❡♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t s♦♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❜✐❡♥ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✓a = b, b = c, f(c) = f(d), f(f(a)) 6=
f(f(d)) ✔✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ✶ ✿ ♦♥ st♦❝❦❡ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
✉♥ é❧é♠❡♥t ✭❝❧é✮ ❡t s♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✭✈❛❧❡✉r✮✳

➱❧é♠❡♥t ❘❡♣rés❡♥t❛♥t

❛ ❛
❜ ❛
. . . . . .

▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
q✉❛♥❞ ♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t✳

❙♦❧✉t✐♦♥ ✷ ✿ ♦♥ st♦❝❦❡ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ q✉✐ ❛ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠❡
❝❧és ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✐❣♥✐✜❛♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ q✉❛♥❞ ❧✬é❧é♠❡♥t ❡st ✉♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ s✐♥♦♥✳

➱❧é♠❡♥t ❈❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❛ ④❛✱❜✱❝⑥
❜ ④⑥
. . . . . .

✶✼



▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❛✈♦✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥
é❧é♠❡♥t✳

❙♦❧✉t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ✿ ♦♥ st♦❝❦❡ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ q✉✐ ❛ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
❝♦♠♠❡ ❝❧és ❡t ✉♥ t❡r♠❡ t✭❘❡♣✱ ❈❧❛ss❊q✮ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡✳ ❘❡♣ s✐❣♥✐✜❡
s♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ❈❧❛ss❊q ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✐ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ✉♥
r❡♣rés❡♥t❛♥t ♦✉ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ s✐♥♦♥✳

➱❧é♠❡♥t ❚❡r♠❡

❛ t✭❛✱④❛✱❜✱❝⑥✮
❜ t✭❛✱④⑥✮
. . . . . .

❈♦♠♠❡ ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ✓✉♥✐♦♥✲✜♥❞ ✔✱ à ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♠❡
r❛❝✐♥❡ ❡t ♦♥ ❧✉✐ r❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✬❛✈♦✐r ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡st ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r
❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ✭t❛✐❧❧❡✮ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts✳

➱❧é♠❡♥t ❚❡r♠❡

❛ t✭❛✱④❛✱❜✱❝⑥✱✸✮
❜ t✭❛✱④⑥✱✵✮
. . . . . .

❆✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ♥❡
♣❛rt❛❣❡♥t ❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❝♦♠♠✉♥✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r à ❛❥♦✉t❡r s✉r ❧✬❛ttr✐❜✉t t❛✐❧❧❡
❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ❞❡✉① ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡✱ ✐✳❡✳
❧✬❛ttr✐❜✉t t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✳

❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉✈r❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ré✢é①✐✈✐té✱ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❡t ❞❡ tr❛♥✲
s✐t✐✈✐té✳ ▼❛✐s ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦✉✈r❡ ♣❛s ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ P♦✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱
♦♥ ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡s t❡r♠❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❞♦♥❝ ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡
✭t❡r♠❡❙✉♣✮ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s s✉♣ér✐❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳
P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❧✉s t❛r❞✱ ♦♥ st♦❝❦❡ ❧❡s t❡r♠❡s
s✉♣ér✐❡✉rs ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t ❞❡ s♦♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t✳

➱❧é♠❡♥t ❚❡r♠❡

❛ t✭❛✱④❛✱❜✱❝⑥✱✸✱④❢✭❛✮✱❢✭❝✮⑥✮
❜ t✭❛✱④⑥✱✵✱④⑥✮
. . . . . .

✶✽



✸✳✶✳✷ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥✈❡①❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ read(write(a, i, e), j) = e✳ ❈❡❝✐
✐♠♣❧✐q✉❡ i = j

∨
read(a, j) = e✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♥✐ i = j✱ ♥✐ read(a, j) =

e✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ tr❛✐té ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✐♥✈❡♥té
✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡t❛r❞é❡✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧♦♥s ✉♥❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
r❡t❛r❞é❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ♥❡ s❡r❛ ❛❥♦✉té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
q✉❡ s✐ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ✉♥❡ ❞✐sé❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉
s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥❡ ♠✐s❡ à ❥♦✉r✳

❉✬❛♣rès ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ a′ =
write(a, i, e)✱ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡st ❞é❞✉✐t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✿ read(a′, i) = e✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ∀k. k 6= i ⇒ read(a, k) = read(a′, k)✳ ▼❛✐s t❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s ❝❡ k✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s é❝r✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✐♠♣❧✐q✉é❡✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù
♥♦✉s ❞ét❡❝t♦♥s ✉♥ j 6= i✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré✈❡✐❧❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ read(a′, j) =
read(a, j)✱ ❡t ♥♦✉s ❧✬❛❥♦✉t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝
❡♥r❡❣✐str❡r ❝❡ ✐✱ ❛✬✱ ❛ q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s st♦❝❦♦♥s ❝❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡
t❛❜❧❡❛✉① ✭♥♦♠ ❞❡ ❝❡t ❛ttr✐❜✉t ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡❘❡t❛r❞❡❡✮ s✉r q✉✐ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
r❡t❛r❞é❡s ❛♣♣♦rt❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t ❛ss♦❝✐é à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❝♦♥❝❡r♥é❡✳

➱❧é♠❡♥t ❚❡r♠❡

✐ t✭✐✱④✐⑥✱✶✱④r❡❛❞✭❛✬✱✐✮⑥✱④✭❛✱❛✬✮⑥✮
. . . . . .

❯♥ é❧é♠❡♥t ✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ✐♥❞❡① ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
write(t, i, e) = t1, write(t, i, f) = t2✳ ❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉①
❝♦♥tr❛✐♥t❡s r❡t❛r❞é❡s ✿ ∀k. k 6= i ⇒ read(t, k) = read(t1, k) ❡t ∀k. k 6= i ⇒
read(t, k) = read(t2, k)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ✭t✱t✶✮ ❡t ✭t✱ t✷✮ à
❛ss♦❝✐❡r à ✐✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❝❡t ♥♦✉✈❡❧ ❛ttr✐❜✉t ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✳

✸✳✶✳✸ ●é♥ér❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❡rt✐✜❝❛t ❛✉ ❝❛s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡

❖♥ ♥❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ s❛✈♦✐r s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s❛t✐s✜❛❜❧❡
♦✉ ♣❛s✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❛✉ss✐ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❝❡rt✐✜❝❛t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✉♥s❛t✐✲
s❛✜❛❜❧❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✿ a = b, b = c, d = e, f(a) 6= f(c)✳ ❈❡tt❡
❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✱ ❝❛r a = b ❡t b = c ✐♠♣❧✐q✉❡♥t a = c q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
f(a) = f(c)✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t f(a) 6= f(c)✳ P✉✐sq✉❡ d = e ♥❡ ❥♦✉❡ ❛✉❝✉♥ rô❧❡
✐❝✐✱ ❧❡ ❝❡rt✐✜❝❛t ❡st ✓ a = b, b = c, f(a) 6= f(c) ✔✳

▼❛✐s ❝♦♠♠❡♥t s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡s é❣❛❧✐tés s♦♥t ✉t✐❧❡s ❄ ❘♦❜❡rt ◆✐❡✉✇❡♥❤✉✐s
❡t ❛❧✳ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❬✶✵❪✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ✐❧s ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s
❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ✭✉♥❡ ❢♦rêt✮ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥tés s✉r

✶✾



❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ▲❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s✳

❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✳ ■❝✐ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞♦✉③❡ ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✓✉♥✐♦♥ ✔✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬é❣❛❧✐té ✭✓ ✉♥✐♦♥ ✔✮ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts
❛✈❡❝ ❧❡✉r ♥✉♠ér♦ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳ P✉✐s ♦♥ ❧❡s ♣rés❡♥t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s✳
❖♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✜❧s ❡t ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ♣❛r❡♥ts✳ ❆tt❡♥t✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦t
✓ ♣❛r❡♥t ✔ ✐❝✐ ❡st ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❝✬❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✓ t❡r♠❡
s✉♣ér✐❡✉r ✔ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ♣❧✉s ❤❛✉t✳

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ q✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ s✉♣♣♦rt❡r ❡st explain(e, e✬) q✉✐ r❡♥✈♦✐❡ ❧❡ s♦✉s
❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ E ❞✬✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✓ (e1, e1✬), ✳ ✳ ✳ , (ep, ep✬)✔ t❡❧ q✉❡ (e, e✬)
❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r E ❡t r❡♥✈♦✐❡⊥ s✐♥♦♥✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ explain(e2, e10) = {(e10, e7), (e7, e2)}✳

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ E✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❧❡♠♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✿
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❢♦rêt✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡
❞❡s é❧é♠❡♥ts (e, e✬) ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛r❡♥t ❝♦♠♠✉♥ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ c✱ ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t
✉♥✐♦♥ (a, b) ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ e à c ❡t ❞❡ e✬ à c ❛♣♣❛rt✐❡♥t à explain(e, e✬)✳
❉❡ ♣❧✉s✱ (a, b) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t ✉♥✐♦♥ ❞❛♥s explain(e, e✬)✳

❆✈❡❝ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s tr♦✉✈é ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t ✉♥✐♦♥ (a, b) ♣♦✉r explain✲
(e, e✬)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r ❛✈❡❝ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s explain(e, a) ❡t
explain(b, e✬) ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡ r❡st❡ ❞❡s ✉♥✐♦♥s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ explain✲
(e, b) ❡t explain(a, e✬)✳ P♦✉r s❛✈♦✐r q✉❡❧ ❝❛s ✐❧ s✬❛❣✐t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✱ ✐❧ ❢❛✉t
r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t ❞❡s ❞❡✉① s♦✉s ❛♣♣❡❧s ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s êtr❡ ♣❧✉s ré❝❡♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ explain(e, e✬)✳

P♦✉r ❝❡❝✐✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ♥♦tr❡ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡
t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t q✉✐ ♠é♠♦r✐s❡ s♦♥ ♣❛r❡♥t ✭♣❛r❡♥t✮✱ ❡t ✉♥ ❛✉tr❡ ❛ttr✐❜✉t
q✉✐ ♠é♠♦r✐s❡ ❧❡ ♥✉♠ér♦ ❞✬✉♥✐♦♥ q✉✐ ❛ ❛✛❡❝té ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✭♥✉♠❡r♦❊❣✮✳ P❛r
❞é❢❛✉t✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t ♣❛r❡♥t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡t ❧✬❛ttr✐❜✉t ♥✉✲
♠❡r♦❊❣ ❡st ✵✳ ❖♥ ❛rr✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛✈❡❝ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠❡
❝❧és ❡t ✉♥ t❡r♠❡ t✭r❡♣✱ ❝❧❛ss❊q✱ t❛✐❧❧❡✱ t❡r♠❡❙✉♣✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡❘❡t❛r❞❡❡✱ ♣❛r❡♥t✱
♥✉♠❡r♦❊❣✮✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✿ ✓a = b, f(a) = f(c), write(tab, i, e) = tab′

✔✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳
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➱❧é♠❡♥t ❚❡r♠❡

❛ t✭❛✱④❛✱❜⑥✱✷✱④❢✭❛✮⑥✱④⑥✱❛✱✵✮
❜ t✭❛✱④⑥✱✵✱④⑥✱④⑥✱❛✱✶✮
❝ t✭❝✱④❝⑥✱✶✱④❢✭❝✮⑥✱④⑥✱❝✱✵✮
❢ t✭❢✱④❢⑥✱✶✱④❢✭❛✮✱❢✭❝✮⑥✱④⑥✱❢✱✵✮

❢✭❛✮ t✭❢✭❛✮✱④❢✭❛✮✱❢✭❝✮⑥✱✷✱④⑥✱④⑥✱❢✭❛✮✱✵✮
❢✭❝✮ t✭❢✭❛✮✱④⑥✱✵✱④⑥✱④⑥✱❢✭❛✮✱✷✮
✐ t✭✐✱④✐⑥✱✶✱④r❡❛❞✭t❛❜✬✱✐✮⑥✱④✭t❛❜✱t❛❜✬✮⑥✱✐✱✵✮

t❛❜ t✭t❛❜✱④t❛❜⑥✱✶✱④⑥✱④⑥✱t❛❜✱✵✮
❡ t✭❡✱④❡✱r❡❛❞✭t❛❜✬✱✐✮⑥✱✷✱④⑥✱④⑥✱❡✱✵✮

r❡❛❞ t✭r❡❛❞✱④r❡❛❞⑥✱✶✱④r❡❛❞✭t❛❜✬✱✐✮⑥✱④⑥✱r❡❛❞✱✵✮
r❡❛❞✭t❛❜✬✱✐✮ t✭❡✱④⑥✱✵✱④⑥✱④⑥✱❡✱✸✮

t❛❜✬ t✭t❛❜✬✱④t❛❜✬⑥✱✶✱④r❡❛❞✭t❛❜✬✱✐✮⑥✱④⑥✱t❛❜✬✱✵✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❚❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts

❆✈❡❝ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ é❧é♠❡♥t ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ s♦✐t
✈✐❛ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ é❧é♠❡♥t✱ s♦✐t ✈✐❛ ✉♥❡ ❞✐sé❣❛❧✐té ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡
é❧é♠❡♥t✱ s♦✐t ✈✐❛ ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❆✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♦♥ ❛❥♦✉t❡
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
t♦✉s s❡s t❡r♠❡s ✐♥❢ér✐❡✉rs✱ ❡t ♦♥ ❞♦✐t r❡❣❛r❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧✉✐ ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡①✐st❛♥t✳

✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❣é♥ér❛❧❡s à ♠é♠♦r✐s❡r

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ♣rés❡♥té❡ ❝✐ ❞❡ss✉s ❞♦✐t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉❡
t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✭❝❧❛ss❡❴❡q✮✳ P♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡
❝❧♦s✉r❡✱ ♦♥ st♦❝❦❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ❞✐sé❣❛❧✐té ✭❞✐✛ ✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s q✉❡ ❧✬✉♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬❛rrêt ❞❡ ♥♦tr❡
s♦❧✈❡✉r✱ ♦♥ st♦❝❦❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❛ttr✐❜✉t ✭s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t②✮✳ ❈❡t ❛ttr✐✲
❜✉t ❡st ♠✐s à ✓ s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✔ ♣❛r ❞é❢❛✉t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ❛♥❛❧②s❡r
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♠❛✐s ❞ès q✉✬❡❧❧❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥ ❡♥❞r♦✐t q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧✬✐♥s❛✲
t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❡❧❧❡ ♠❡t ❧✬❛ttr✐❜✉t à ✓ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✔✳ ❊t ♦♥ st♦❝❦❡
❧❡s ❝❡rt✐✜❝❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❝❛r ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ❞✬✐♥s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✓ a = b, x = y, f(a) 6= f(b), g(a, x) 6= g(a, y) ✔✱ ❧❡
❝❡rt✐✜❝❛t ❡st ④④a = b, f(a) 6= f(b)⑥✱④x = y, g(a, x) 6= g(a, y)⑥⑥✳

❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✸✳✶✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❣❛❧✐té ♣♦✉r s❛✲
✈♦✐r q✉❡❧❧❡ é❣❛❧✐té ❡st ♣❧✉s ré❝❡♥t❡ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡✱ ❡t ❝❡❧❛ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛ts✳ ❖♥ st♦❝❦❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ✭t❛❜❧❡❴❡❣❛❧✮
❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❝♦✉r❛♥t ❡t q✉✐ ✐♥❝ré♠❡♥t❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r❡♥✲
t✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ é❣❛❧✐té ✭♦r❞r❡❴❡❣❛❧✮✳ ▼❛✐s ♦♥ s❛✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
é❣❛❧✐tés ❛♣rès ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ s♦♥t ❞é❞✉✐t❡s ❡t

✷✶



❛❥♦✉té❡s s✉r ❧❛ ♣✐❧❡✳ ❈❡s é❣❛❧✐tés ♣r❡♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥ ♥✉♠ér♦ ❞✬♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs
q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡♥✈♦②é❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t s✐ ❝✬❡st
❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s é❣❛❧✐tés ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ✭❱♦✐r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✮✳
▲❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❝♦♠♠❡ ❝❧é ❡t ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐
✐♥❝❧✉t s♦♥ ♥✉♠ér♦ ❞✬é❣❛❧✐té ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés q✉✐ ♦♥t ❞❡❞✉✐t ❝❡tt❡
é❣❛❧✐té✳ Pr❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✷✱ ❝❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✿

➱❣❛❧✐té ❚❡r♠❡

❡❣❛❧✭❛✱❜✮ t❡r♠❡✭✶✱④⑥✮
❡❣❛❧✭①✱②✮ t❡r♠❡✭✷✱④⑥✮

❡❣❛❧✭❢✭❛✮✱❢✭❜✮✮ t❡r♠❡✭✸✱④❡❣❛❧✭❛✱❜✮⑥✮
❡❣❛❧✭❣✭❛✱①✮✱❣✭❛✱②✮✮ t❡r♠❡✭✹✱④❡❣❛❧✭①✱②✮⑥✮

✸✳✸ ❈♦♠♣❧é♠❡♥t❛r✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❙▼❚ ❡t ❈▲P

❆♣rès ❛✈♦✐r ❧✉ ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❡t ❛♣rès ❛✈♦✐r ❝réé ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉✬✉♥❡
♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙▼❚ r❡❝♦♥str✉✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✉s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s t❤é♦r✐❡s✳ ❊❧❧❡ rés♦✉t ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s s❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t❡ ❡t ♣r♦♣❛❣❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♦✉ ❧❛ ❞✐sé❣❛❧✐té ❞ét❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞✐sé❣❛❧✐té✳ ◗✉❛♥t à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈▲P✱ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ♦ù ♦♥ ❛♣♣r❡♥❞
✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♦♥ ❡ss❛②❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
●râ❝❡ à ❝❡❝✐✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙▼❚ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s
t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ① ❡t ② s❡ tr♦✉✈❡♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❡♥tr❡ ✸ ❡t
✼✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✓ x < y ✔✱ ❈▲P ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ① à ❬✸✳✳✻❪ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ② à ❬✹✳✳✼❪✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙▼❚ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❧❡
❞é❞✉✐r❡✳

▲❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙▼❚ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈▲P✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✉s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈▲P✱ q✉❛♥❞ ♦♥
❛♣♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ x = y✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ① ❡t ❞❡ ② ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❀ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
x 6= y✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ①✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ② q✉✐ ❡st ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♥✬❛♣♣r❡♥❞
r✐❡♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞✐r❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✭x = y, x 6= y✮ ❡st ✐♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❙✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❙▼❚✱ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ ♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ① ❡t ❞❡ ②✳
❖♥ ❡st ❞♦♥❝ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ r❡♥✈♦②❡r ✓ ✉♥s❛t✐s✜❛❜❧❡ ✔ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♦♥ ❛❥♦✉t❡
❧❡ ❞✐sé❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

❖♥ ❞é❞✉✐t q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ❙▼❚✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬✉♥❡
t❤é♦r✐❡ s✉r ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❙▼❚ ❞é❥à ❢❛✐t❡✱ ❝❛r ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s
t❤é♦r✐❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❡t ✐❧ s✉✣t ❞✬❛❥♦✉t❡r s❡s ❛①✐♦♠❡s ❡t
❧❡ r❡st❡ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ t♦✉❝❤é✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉✬✐❧ ♠❛♥q✉❡
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❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❡♥tr❡ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥
♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❈▲P ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ▲■❆ ✭▲✐♥❡❛r
■♥t❡❣❡r ❆r✐t❤♠❡t✐❝✮✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉✬♦♥ ♣❡✉t s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❈▲P ♣♦✉r ✐♠✲
♣❧é♠❡♥t❡r ✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ▲■❆ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ P♦✉r
♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ ♥♦✉s ❧❡ ♣rés❡♥t♦♥s ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✓ ✹✳✸
❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧♣❢❞ ✔✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✹

■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❞✐t ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣r♦✜t❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢♦rts ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❙▼❚ ❡t s✬❡♥ s❡r✈✐r ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❯♥ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s
❝♦♥♥✉s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st Pr♦❧♦❣✳

✹✳✶ ❈♦❞❡r ❡♥ Pr♦❧♦❣

Pr♦❧♦❣ ❛ été ❝réé ♣❛r ❆✳ ❈♦❧♠❡r❛✉❡r ❡t P✳❘♦✉ss❡❧ ✈❡rs ✶✾✼✷✳ Pr♦❧♦❣ ❡st
très ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❝❛r ✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ❧✬❛ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❝♦❞❡r ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❙▼❚✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ■❉❊ ♣♦✉r Pr♦❧♦❣ ✿ ❊❝❧✐♣s❡✱ ❙✇■✲Pr♦❧♦❣✱ ❡t❝✳ ▲✬■❉❊ ✉t✐✲
❧✐sé ✐❝✐ ❡st ❙■❈❙t✉s✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❙■❈❙t✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s ■❉❊✱ ✉♥❡ ❞❡s
r❛✐s♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❧✬❛ ❝❤♦✐s✐t ❡st ❧❛ ❧✐❝❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣ér❡♥♥✐té✳
▲❛ ❧✐❝❡♥❝❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡ ❞❡ ❙■❈❙t✉s ❡st ♣❡✉ ♦♥ér❡✉s❡ ✭❁✶✵✵✵❊❯❘✮ ❡t ♥♦✉s
❛✉t♦r✐s❡ à r❡❞✐str✐❜✉❡r ❞❡s r✉♥t✐♠❡ ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t✳ ❙■❈❙t✉s ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r
✉♥ ✐♥st✐t✉t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❡♠✐✲♣✉❜❧✐❝ ❡♥ ❙✉è❞❡ ♠❛✐s q✉✐ ♠❡t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✬❤♦♥✲
♥❡✉r à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❙■❈❙t✉s ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡s q✉✐ ♥♦✉s ❢❛❝✐❧✐t❡♥t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❧✐❜r❛✐✲
r✐❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ❞❡
❙■❈❙t✉s✱ ✐❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❡rs✐♦♥✳ P♦✉r r❡st❡r
❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s ❧✐❜r❛✐r✐❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❙■❈❙t✉s ✸✳

❙♦✉s Pr♦❧♦❣✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t é❝r✐t❡s ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ♠❛❥✉s❝✉❧❡✱
s✐♥♦♥ ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❛t♦♠❡s✳ ❯♥ ♣ré❞✐❝❛t ✭♣r❡❞✐❝❛t✴♥✮ ❛ ♥ ❛ttr✐❜✉ts ♣❛r♠✐ ❧❡s✲
q✉❡❧s ✐❧ ② ❡♥ ❛ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❡♥tré❡✱ ✐❧ ② ❡♥ ❛ q✉✐ s♦♥t ❡♥ s♦rt✐❡ ❡t ✐❧ ② ❡♥ ❛ q✉✐
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡s ❞❡✉①✳

✷✹



✹✳✷ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡

Pr♦❧♦❣ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ttr✐❜✉é❡s ✶✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ✓
❛tts ✔✱ ♦♥ ❞é❝❧❛r❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r✉❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ré❝✉♣ér❡r ♦✉ ❧❡s ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r ❛✈❡❝
❞❡s s✐♠♣❧❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ r✐sq✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡✳ ▲♦rsq✉✬♦♥
❛ ❝❡rt❛✐♥s ❛ttr✐❜✉ts ❞é❝❧❛rés ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥s ❛✉tr❡s
❛ttr✐❜✉ts ❞é❝❧❛rés ♣♦✉r ✉♥ ❛✉tr❡ t②♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❧❡s ❞✐st✐♥❣✉❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❝❡❧❛ ♣❡✉t ♣r♦✈♦q✉❡r ♣❛r❢♦✐s ❞❡s ❡rr❡✉rs✳ P♦✉r
♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✱ ❥❡ s♦✉❤❛✐t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛ttr✐❜✉é❡✱
❝✬❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❊◆❱ ✮✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à
❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡✳ ❈✬❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦ù ♦♥ st♦❝❦❡ t♦✉t❡s ♥♦s str✉❝t✉r❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳

P♦✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♦♥ ❛✈❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ♣❛r♠✐ ♣❧✉s✐❡✉rs ❧✐✲
❜r❛✐r✐❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ♣r✐s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❖r❞s❡ts q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
♦r❞♦♥♥és ♥♦♥✲❞✉♣❧✐q✉és✳ ❈✬❡st ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① q✉✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧✐sts ❝❛r
s✐ ♦♥ ♣r❡♥❛✐t ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♣❛r❝♦✉r✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦✐s ♣♦✉r
s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s r❡❞♦♥❞❛♥❝❡s✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❡st ❞é❥à ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❡♥ ❙■❈❙t✉s Pr♦❧♦❣✳
❊❧❧❡ ❡st ❝♦❞é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ♠♦❞♣❧s✳ ▲❡s ♣ré❞✐❝❛ts q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t
s♦♥t ✿

✐❴♥❡✇✴✷ ✿ ❝ré❡r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡✳

✐❴❣❡t✴✸ ✿ ré❝✉♣ér❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝❧é✳

✐❴❞❡❧✴✸ ✿ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❝❧é✳

✐❴s❡t✴✸ ✿ ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦✉♣❧❡✭❝❧é✱ ✈❛❧❡✉r✮ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡✳

❱♦✐❝✐ ❧❡ ❞ér♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ t❡st ❞❡ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳ ❆✈❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✱
♦♥ ✐♥✐t✐❛❧✐s❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❊◆❱ ✮✳ ❖♥ ❝ré❡ ❧❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡
✭❝❧❛ss❡❴❡q✱ t❛❜❧❡❴❡❣❛❧✮✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❛ttr✐❜✉ts✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ à
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✭❞✐✛✱ ❝❡rt✐✜❝❛t✮✳ ❊t ♦♥ ♠❡t ❧✬❛ttr✐❜✉t s❛t✐s✜❛❜✐❧✐t② à ✓ s❛t ✔
❡t ❧❡ ❝♦♠♣t❡✉r ❞✉ ♥✉♠ér♦ ❞✬é❣❛❧✐té ✭♦r❞r❡❴❡❣❛❧✮ à ✵✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣r❡♥t✐s✲
s❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ à t❡st❡r✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❊◆❱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡❧✱ ♣♦✉r
ré❝✉♣ér❡r ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s st♦❝❦é❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡ ♠❡ttr❡ à ❥♦✉r✳

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞✬é❣❛❧✐té✱ s✐ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞é❥à ❞❛♥s ❧❛
♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♦♥ ✐❣♥♦r❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té r❡❞♦♥❞❛♥t❡✳ ▲❡s ❛①✐♦♠❡s
❞✬é❣❛❧✐té ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t❡stés à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛✉s❡ ❞✬é❣❛❧✐té ♦✉ ❞❡
❞✐sé❣❛❧✐té✳ ◗✉❛♥t à ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❛✛❡❝té s✉r ❊◆❱ ♣❛r ✉♥ ❛♣♣❡❧ ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐t✐❢✱ ❧❡s ❛♣♣❡❧s à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❊◆❱✱ ✐❧s tr❛✈❛✐❧❧❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

✶✳ ❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳s✐❝s✳s❡✴s✐❝st✉s✴❞♦❝s✴❧❛t❡st✸✴❤t♠❧✴s✐❝st✉s✳❤t♠❧✴❆ttr✐❜✉t❡s✳❤t♠❧★❆ttr✐❜✉t❡s
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✹✳✸ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❧♣❢❞

❙♦✉s Pr♦❧♦❣✱ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ s✉r ❈▲P q✉✐ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡♥t✐❡rs s✬❛♣♣❡❧❧❡
✓❝❧♣❢❞ ✔✱ ❛✈❡❝ ❢❞ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ✓✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✔✳ ❉❛♥s ❝❧♣❢❞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❣❧♦❜❛❧❡s ❡t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r t②♣❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣✐❧❡ ❞❡ ❝❧♣❢❞✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❊✉❝❧✐❞❡✱ ❆r♥❛✉❞ ●❖❚▲■❊❇ ❛ ❛❥♦✉té ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❣❧♦❜❛❧❡s ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉té s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s♣é❝✐❛❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♣ré❞é✲
✜♥✐s✳

❖♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❧♦❣✐q✉❡ ✓♦✉ ✔ ✭★❭✴ ✮ ❝♦♠♠❡ ♣ré❞✐✲
❝❛ts ❡♥ ❝❧♣❢❞✱ ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬❡♥ s❡r✈✐r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s
❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ a = b∨a = c✱
♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
a = b ★❭✴ a = c✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ♣❡r♠✐s
❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♥♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
❞❡s ❛t♦♠❡s✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ♥♦s ♣ré❞✐❝❛ts q✉✐ tr❛✐t❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
❝❧❛✉s❡s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❉♦♥❝ ♣♦✉r ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡tt❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❛✈❡❝ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ✐♥✐t✐❛❧✱ ♥♦✉s ❝♦r✲
r✐❣❡♦♥s ♥♦tr❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ❤❛❝❤❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à
❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡ ✭♥♦♠ ❞✬❛ttr✐❜✉t ✿ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❡t ♦♥ ❧❛
st♦❝❦❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣rés❡♥té ❝♦♠♠❡ ❧❛ t❛❜❧❡ ❝✐ ❞❡ss♦✉s✳

➱❧é♠❡♥t ❚❡r♠❡

❛ t✭❆✱❴✱❴✱❴✱❴✱❴✱❴✱❴✮
❜ t✭❇✱❴✱❴✱❴✱❴✱❴✱❴✱❴✮

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❡♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡ ♥✬❛ ♣❛s ❛✉❝✉♥❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝
❧❡ ♥♦♠ ❞✬é❧é♠❡♥t✳ ❈❛r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❝réé❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t
❧❡ ♠♦♥❞❡✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r ❧✬é❧❡♠❡♥t ❛✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❆✳

❖♥ ❝ré❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t✱ ♦♥ ♣r♦♣❛❣❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❧♣❢❞ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❞❛♥s s❛ ♣✐❧❡✱ ❧❡s é❣❛❧✐tés✱ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡s✱ ❡t❝✳

P♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ read(t, i) = v1, read(t, j) =
v2, i = j✳ ▲❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❝❧♣❢❞ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞ét❡❝t❡r v1 = v2✳ ❆❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡ s♦✉s ❙▼❚ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❡ ❞é❞✉✐r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳
❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❝✬❡st ✐♥tér❡ss❛♥t q✉❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té❡ à ❝❧♣❢❞✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡❧❡♠❡♥t✴✸ ❞❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❝❧♣❢❞ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ✉♥❡ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡
t❛❜❧❡❛✉ ✭❡① ✿ r❡❛❞✭t✱✐✮❂❡✮✳ ■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ t ❞♦✐t êtr❡
❝ré❡r ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❡❧❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr❛✲
✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉✳ ❉♦♥❝ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬✉♥❡ é❝r✐t✉r❡✱ ♥♦✉s
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tr❛✐t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ✭❝♦♥tr❛✐♥t❡ r❡✲
t❛r❞é❡✮ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❙▼❚✱ ❡t q✉✬♦♥ ❡♥✈♦✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❡❝t✉r❡
❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❧♣❢❞✳

P♦✉r tr❛✐t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s à t❡st❡r✱
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❧❡s r❡❞é✜♥✐r t♦✉t à ❧❛ ♠❛✐♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ à t❡st❡r✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣❛ssé❡ ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❙▼❚ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❧♣❢❞✱ ❡t
q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r s✬❛✐❞❡r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❙▼❚ ❡♥✈♦✐❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés ❞é❞✉✐t❡s à ❝❧♣❢❞✱ ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❝❧♣❢❞ ♣❡✉t ♣r♦♣❛❣❡r s❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s à ❙▼❚✳

❙✐ ♥♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛t✐s✜❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s s❡r✈✐r ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ❧❛❜❡❧✐♥❣✴✷ ❞❡ ❝❧♣❢❞✳ ▲❡ ♣ré✲r❡q✉✐s ❡st ❞❡ ❞♦♥✲
♥❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ à t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❛♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧❡r✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛✉ss✐ t❡♥t❡r à ❢❛✐r❡ ♥♦tr❡ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❙▼❚✳

❈❡ q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t
é✈♦❧✉❡r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❘és✉❧t❛t

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡s ❝✐ ❞❡ss✉s✱ ♦♥ t❡st❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

✕ a = b, c = d✳
✕ ❙❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ✵✳✵✼✽s❡❝✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❩✸ ✿

✵✳✵✵✼s❡❝✳
✕ a = b, c = d, d = e, b = e, b 6= c✳

✕ ❯♥s❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❈❡rt✐✜❝❛t ✿ c = d, d = e, b = e, b 6= c✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉✲
t✐♦♥ ✿ ✵✳✵✼✽s❡❝✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❩✸ ✿ ✵✳✵✵✸s❡❝✳

✕ a = b, f(x) = f(y), g(a, x) 6= g(b, y)✳
✕ ❙❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ✵✳✵✼✽s❡❝✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❩✸ ✿

✵✳✵✵✹s❡❝✳
✕ read(t, i) = e, write(t, i, e) = t′, i = j, read(t′, j) = read(t, i).

✕ ❙❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ✵✳✵✼✽s❡❝✳
✕ write(t1, 1, a) = t2, write(t2, 2, b) = t3, write(t3, 3, c) = t4, write(t4, 4, d) =

t5, write(t5, 5, e) = t6, write(t6, 6, f) = t7, write(t7, 7, g) = t8, write(t8, 8, h) =
t9, read(t9, 1) = a, read(t9, 2) = b, read(t9, 3) = c, read(t9, 4) = d, read(t9, 5) =
e, read(t9, 6) = f, read(t9, 7) = g, read(t9, 8) = h.

❙❛t✐s✜❛❜❧❡✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ ✵✳✵✼✽s❡❝✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❧✉s
s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ♣rés❡♥tés ❛✉ ❥♦✉r ❞❡ ❧❛ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳

✷✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❚r❛✈❛✉① ❢✉t✉rs

✻✳✶ ❆❥♦✉t ❞❡ t②♣❛❣❡

❖♥ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ q✉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦♥t ♣r✐s ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♥♦r♠❛✉①✱ ❡t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
✉♥ é❧é♠❡♥t s✐❣♥✐✜❛♥t ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡✳ ❉✉ ❝♦✉♣ ♦♥ ♣❡✉t
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ✓ f(a) = f(b), f = c, write(t, i, e) =
t′, diff(t, i) ✔✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ s❡♥s✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦♥❝
❞♦♥♥❡r ❞✉ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛ttr✐❜✉t ❞❛♥s ❧❡
t❡r♠❡ t✭✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ✭t②♣❡✮✳ ❈❡t ❛ttr✐❜✉t ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs
❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ♥❡✉tr❡ ✭♣❛r ❞é❢❛✉t✮✱ t❛❜❧❡❛✉✱ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❜❡s♦✐♥✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♥❡✉tr❡ ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
t❛❜❧❡❛✉ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❧✐sté❡s ❡♥ ❜❛s✳

✶✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s ❛✈♦✐r ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡t ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡✳ ▼ê♠❡ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐s❡✳
❈✬❡st ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛r✐té ❞✐✛ér❡♥t❡✳

✷✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s ❛✈♦✐r ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ t❛❜❧❡❛✉
❡t ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡✳ ▼ê♠❡ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① t❛❜❧❡❛✉① ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐s❡✳
❈❡❝✐ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ♥♦♥✲
❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①✳

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ♦✉ ✉♥❡ ❞✐sé❣❛❧✐té à ❛❥♦✉t❡r✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❞✬❛❜♦r❞ s✐ ❧❡s
❞❡✉① rè❣❧❡s ✐❝✐ s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s✳ P✉✐s ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♥♦r♠❛❧❡✳

❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❡t ❞❡
♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ r❡♥❞ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s à t❡st❡r ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳

✻✳✷ ❋♦r♠✉❧❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡s

❆✈❡❝ t♦✉t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛ ♣rés❡♥té ❝✐ ❞❡ss✉s✱ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ♥❡ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡
q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s✳ P♦✉r é❧❛r❣✐r ❧❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r✱ ✉♥

✷✾



❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s ❡st ✐♥✲
❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✓ ➱t❛t ❞❡
❧✬❛rt ✔✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❉P▲▲✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✐t
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❈◆❋ ✭❈♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ◆♦r♠❛❧ ❋♦r♠✮✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❈◆❋ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛✉s❡s ♦ù ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛✉s❡ ❡st é❝r✐t
❡♥ ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❧✐ttér❛✉① ✭❞❡s ❛t♦♠❡s ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✶✶❪✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋❖▲ ❡♥
❢♦r♠❡ ❈◆❋ ❡st ♣r♦♣♦sé✳

◗✉❛♥❞ ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ t❤é♦r✐❡ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s é❣❛❧✐tés ♦✉ ❞❡s
❞✐sé❣❛❧✐tés à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❝❧♦s✉r❡✱ ✐❧ tr❛♥s♠❡t ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉ s♦❧✈❡✉r ❉P▲▲ ❡t ❧❡ s♦❧✈❡✉r
❉P▲▲ ❧❡s ❛✛❡❝t❡ ♣♦✉r ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té✳

❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❡t ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❩✸✱
♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♥ôtr❡ ❡st ❧♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé✳ ◆♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ♥❡ ♣❡✉t tr❛✈❛✐❧❧❡r
q✉✬❛✈❡❝ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❤é♦r✐❡s✳ ❈✬❡st ✐♥s✉✣s❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❜✐❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣és ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♠ét❤♦❞❡s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡s ♣❧✉s
❤❛✉t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ s♦❧✈❡✉r à ❧❛ ❧✐✈r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt✳
❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs✱ ♦♥ ♣❡♥s❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t à ♥♦tr❡ s♦❧✈❡✉r ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❛ s❛t✐s✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧✐q✉é❡s✳ ❊t ♦♥ ❞♦✐t ❡♥r✐❝❤✐r ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❙▼❚
❡t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❈▲P✱ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐❡r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t✳

✸✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ à tr❛✈❡rs ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ❡①✐st❛♥ts s✉r ❧❡ ❙▼❚ ❧❡✉rs
❢❛ç♦♥s ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❧❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❡s ❞é❝♦✉♣❡r ❡t r❡❣r♦✉♣❡r
❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s✳ ❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❝❡❝✐✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ♥♦tr❡
♣r♦♣r❡ s♦❧✈❡✉r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ❧❛ ❜❛s❡✱ ♣✉✐s é❧❛r❣✐r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✬♦♥ ♣❡✉t tr❛✐t❡r ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
t❤é♦r✐❡s ♦✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ▼❛✐s ♦♥ ✈♦✐t ❛✉ss✐ q✉❡
❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧✐✈r❡r ✉♥ ❜♦♥ s♦❧✈❡✉r✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
♦♣t✐♠✐sés ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝réés✱ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r
✉♥❡ ré❡❧❧❡ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

✸✶



❚❛❜❧❡ ❞❡ ❣❧♦ss❛✐r❡

❈▲P ✿ ❈♦♥str❛✐♥t ▲♦❣✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣
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