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B(E) et P(E)
|E|

EWPM
Ex,Px
L(Xk =j)
I'(m)

s

e

L(X)

Espace des Etats

L’ensemble des boréliens de E et I’ensemble des partitions de F
Cardinal de E

L’ensemble des fonctions continues bornées

Loi de X de la chaine

Espérance et probabilité conditionnelle a la loi p de X

Espérance et probabilité conditionnelle a la valeur prise par la variable aléatoire X
Fonction indicatrice, valant 1 si X = j et 0 sinon.

L’ensemble des fonctions f de E — R telles que >, | f(4)|m; < +o0
max(0, f)

maX(()? _f)

Loi de X

Sphere unité.
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Introduction

L’équipe BIGS (Biology, Genitics and Statistics) dans laquelle j’ai été ac-
ceuilli au sein de l'institut Elie Cartan de Nancy, travaille en autres sur la mise
en place de traitement contre le cancer a 1’aide de la thérapie photodynamique.
Il s’agit d’un traitement résidant sur trois facteurs : un agent photodynamique
(médicament photoactivable), de la lumiére et de I'oxygene.

Mon objectif & travers ce mémoire sera une étude approfondie des chaines de
Markov et des algorithmes de Monte Carlo par Chaines de Markov afin d’appli-
quer ces connaissances pour simuler la propagation de la lumiére dans un tissu
du cerveau supposé homogene.

En effet 'objectif de I’équipe BIGS est de pouvoir simuler les effets de la
lumieére (son comportement dynamique et son intensité) dans les tissus d’un
cerveau en présence d’une tumeur, afin d’aider les médecins et les biologistes a
déterminer le traitement adéquat (type de diffuseur de lumiére, placement de la
fibre optique, dose de lumiére). Pour optimiser le traitement, il faut s’assurer que
I’ensemble de la tumeur sera irradiée par la lumiere selon une dose adéquate ;
une trop forte dose de lumiere provoquerait des effets nocifs et une trop faible
pourrait ne pas détruire la tumeur dans son intégralité.

La propagation de la lumiere a travers un milieu peut étre modélisée par
Iéquation de transfert radiatif (ERT) issue de la physique, que l'on pourra re-
trouver dans [PAULY 00]. Néanmoins, il n’est pas possible de résoudre cette
équation de fagon analytique dans le cas de tissus biologiques. Le travail consis-
tera a mettre en place d’autres approches.

Des méthodes de Monte Carlo pour la simulation de parcours de photons, re-
posant sur une représentation probabiliste de I’équation ERT, existent déja dans
la littérature (voir par exemple [WANG 95]). Cependant, le probléme majeur
de ces méthodes est qu’elles demandent la simulation d’un trés grand nombre
de photons et requiert donc des moyens informatiques importants.

Mon travail sera de mettre au point une stratégie altérnative a ces méthodes
de Monte Carlo, de démontrer la convergence et d’étudier la performance en
terme de temps de calcul de ces nouveaux algorithmes. Cette nouvelle stratégie
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consiste en une adaptation des algorithmes pour la synthese d’image que 'on
retrouvera dans [PAULY 00] et [VEACH 97|, appelés Metropolis Light Trans-
port, dans le cadre de la diffusion de la lumiere dans les tissus.

Ce mémoire comportera quatre parties :

1. Les chaines de Markov :

Une introduction nécessaire a la théorie des chaines de Markov homogenes
a temps discret. Dans cette partie, j’énoncerai les résultats classiques et en
démontrerai une partie. Elle sera orientée bien entendu, vers les notions
requises a la compréhension des algorithmes de Metropolis. J’introdui-
rai tout d’abord les chaines de Markov de facon générale, puis je ferai
une partie concernant la classification des chalnes et des états afin de
pouvoir définir les notions de récurrence, d’irréductibilité et d’ergodicité
d’une chaine. Je parlerai ensuite de mesures invariantes et reversibles puis
démontrerai les théoremes ergodiques sur lesquels reposent les algorithmes
de Monte Carlo par Chaines de Markov.

2. Algorithmes de Monte Carlo par Chaines de Markov :
Ce chapitre sera une description des algorithmes MCMC pour le cas
des chaines de Markov & temps discret dans un espace d’états finis. Il
sera orienté vers les algorithmes de Metropolis et comportera quelques
exemples. Cette partie comprendra également une étude de la vitesse de
convergence de ces algorithmes par une analyse spectrale.

3. Algorithme de Metropolis pour la synthése d’image :
Cette partie reprendra en détail les algorithmes pour la synthese d’image,
d’une part en 'absence de milieu (propagation de la lumiere dans le vide),
ou la lumiére se déplace en ligne droite entre les frontiéres de la scéne
et est en partie absorbée et refractée a chaque instant ou elle touche une
surface. D’autre part en prenant en compte l'influence d’'un milieu dans
lequel la lumiere peut étre absorbée ou refractée a chaque instant.

4. Adaptation au cadre de la propagation de la lumiére dans le
cerveau :
Ce dernier chapitre présentera nos stratégies d’adaptation des algorithmes
présentées dans le chapitre 3 au cas de la diffusion de la lumiere dans le
cerveau.



Chapitre 1

Chaines de Markov

Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions nécéssaires a la compréhension
des algorithmes de Métropolis mis en oeuvre dans les chapitres 3 et 4, en
particulier les chaines de Markov et les théoremes dit ergodiques. L’ensemble
des résultats présentées dans ce chapitre sont tirés de [GRIMMETT 01] et
[LACROI 05]. Pour une revue plus complete de la question, nous réferrons donc
a ces deux sources.

1.1 Généralités sur les chaines de Markov

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble quelconque. Un processus aléatoire
X a valeur dans (E,B(E)) est un quadruplet

X = (Q7f7 {Xt}t€T7P)

tel que (Q,F,P) est un espace de probabilité et, {X;, t € T} une famille de
variables aléatoires a valeur dans (E,B(E)), indexées par un temps t.

Les X; ne sont donc pas indépendantes. Dans la plupart des cas,
T ={0,1,2,...}, et nous appelons alors le processus X un processus a temps
discret. Dans d’autre cas, T = R ou [0,+00) et X est alors appelé processus a
temps continu.

Nous nous intéressons a présent aux processus a temps-discret. Dans le reste
de ce mémoire, F désignera désormais un ensemble dénombrable et { Xg, X7,...}
une famille de variables aléatoires & valeur dans (E, P(F)). E est appelé Espace
des états . Chaque X,, est donc une variable aléatoire (v.a.) discréte prenant
N valeurs possibles, ou N = |E| (N peut éventuellement étre infini).

Définition 1.1.2. Le processus aléatoire X est une Chatne de Markov, s’il
satisfait la condition de Markov :
Vn>1etVs,zg,...,p_1 € F

]P)(Xn = S|Xn_1 =Tp—1y--- ,Xl = LL‘l,XO = mo) = ]P)(Xn = S|Xn_1 = IL'n_l)

Proposition 1.1.1. De facon équivalente, la condition de Markov se réécrit :
Vng <nj <...<ng<n,

P(Xnt1=51Xn, =Tngyr--y Xny = Tnyy Xng = Tng) = P (X1 = 5| X, =2n,) -

3
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Ainsi que :
VYm,n >0,

P(Xm+n, = 5|Xm =Tm,-.-, X1 =1, X0 = IO) = P(an+71, = S‘Xm = Z'm) .
Exemple 1 : [GRIMMETT 01, p. 71]

n
Considérons le cas de la marche aléatoire simple : S, = So + ZXi avec
i=1
(Xk)k=0,1,...,n indépendants et identiquement distribuées (i.i.d.) valant 1 avec
probabilité p et —1 avec probabilité ¢ = 1 — p et Sy étant fixé (par exemple
So = 0).
Sn-l—l - Xn+1 + Sn

Conditionnellement a S, = Xg + ...+ X,, la distribution de S,,4+1 dépend uni-
quement de la valeur prise par X, 41, et ne dépend pas de Sp,...,S,—1.

La marche aléatoire simple est donc une chaine de Markov dans laquelle on pren-
dra comme famille de variables aléatoires (Sy,),—q0,1,...} & valeur dans (£, P(E))
ou F est ici égal a Z.

Remarques :

1. L’ensemble E étant supposé dénombrable, il peut étre étre mis en bijec-
tion avec un sous-ensemble E’ de N. Ainsi sans perte de généralité, nous
supposerons dans la suite que E = E’

2. Pour tout état ¢ de F, lorsque X,, = i nous dirons que la chaine est dans
le ¢ état (ou que la chaine passe par la valeur i) & 1’étape n .

3. Sachant la valeur prise par la chaine & 1’étape n on pourra cararctériser
Pétape n+1 de la chaine grace a ses probabilités (ou noyaux) de tran-
sition : p;; , == P(Xp41 = j| X, =1) , Vi,j € E.

Les noyaux de transition dépendent donc de trois parametres : ¢, j, n. Dans

ce mémoire, nous nous limiterons au cas des chaines de Markov homogénes, c’est
a dire que les noyaux de transition des chaines ne dépendront plus de n :

Définition 1.1.3. 1. Une chaine de Markov X est dite homogéne lorsque
la suite de ses probabilités de transition ne dépend pas de n, c’est a dire :

Yn>0,14,j5 €E, Dijn=Dijo = Pij- (1.1)

2. On appelle matrice des transitions P, la matrice de taille N x N des
Pij-
Proposition 1.1.2. P est une matrice Stochastique , c’est a dire :
-pij>0Vi,jeE
- ZPUZIVZEE

JjEE

Remarques : Quelque soit ’étape n, la connaissance de la valeur prise par la
chaine a cette étape et la matrice des transitions P décrivent 1’étape n + 1 de
la chaine X. Pour décrire X sur un plus long-terme (étapes supérieurs a n+ 1),
nous avons recourt a la matrice des transition a I’étape n :
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Définition 1.1.4. La matrice des transitions a l’étape n, notée P(m,m + n)
est la matrice des p;j(m,m +n) = P(Xpin = j| X = 1)
Remarques :
1. Sous I'hypothese que X est homogene, on a pour tout m € N :
P(m,m+1)=P
2. Le théoréme suivant montre que dans ce cas, P(m, m + n) ne dépend pas
de m :

Théoréme 1.1.1. Equations de Chapman-Kolmogorov :
Soit X une chaine de Markov homogéne de matrice de transition P. Alors :
1.
pij(m,m+n+r) = Zpik(m,m—kn)pkj(m+n,m+n+r)

keE
Ainsi :
P(m,m+n+r)=P(m,m+n)P(m+n,m+n+r)
2.
P(m,m+n)=P"
Démonstration.
1.
pijmm+n+r) = PXpinir| Xm = 1)
= > PXsni el Xt = by X = DP(Xar s = K[ X = )
keE
= Y P | Xarin = W)P(Xargn = k| X = i)
kEE
2.

En utilisant le point 1 de ce théoréme, on a :

Vm €N P(m,m+2)=P(m,m+1)P(m+1,m+2)=P?

P P

Hypothese de récurrence : pour n fixé, P(m,m + N) = PV,
Toujours d’apres 1 :

P(m+N,m+ N +1) = P(m,m+ N)P(m+ N,m+ N +1) = pN+!
PN P

Donc Vn > 2, P(m,m +n) = P" O

Nous nous placerons par la suite uniquement dans le cadre des chaines ho-
mogeénes. Nous avons donc dans ce cas p;j(m, m+n) = p;;(n) et les équations
de Chapman-Kolmogorov se réécrivent :

pij(n+7) = Z ik (1)pi; (1)

keE

Soient 7 un état de E et ugn) = P(X,, =) les masses de X,,. Nous noterons
,u(n) - (/%('n)zi c E)
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Lemme 1.1.1. On a pour tout entier n et m : p("+m™) = u(m) pr,

Ainsi p(™ = p0 pr,

Démonstration.
p = P(Xn = 5) = 3 P(Xpnyn = 5| Xom = i) (X, = i)
i€E
pij(n) ulm
= Zugm)pzj(n) = (N(m)Pn) _

= J

O

Nous obtenons donc le résultat important que ’évolution d’une chaine de
Markov homogene est caractérisée uniquement par sa matrice de transition P
et sa loi initiale (9, la loi de Xy. Nous noterons plus simplement cette loi .

Proposition 1.1.3. X est une chaine de Markov définie sur E, de matrice de
transition P, si et seulement si :
Pour tout ig,...,1, € B

. . . 0
P(X, = in, X1 =in_1,..., X0 =1p) = MEO)PiO,ilpu@ s Dig_qin

Démonstration.
=) Supposons que X est une chaine de Markov. Soit Ay = { X, = i }.

P(A,NA,_1N...NA) = PA,|A,_1NA, 2N...NA)P(A,_1N...NAg)
(X chaine de Markov) = p;, .., P(Ap—1N...NAp)
= e = Dip_1,in ~~'pi1,i2P(A1 ﬂAo)
() S
- ’uiO pl(),’blp’bl,lg .. -pzn,l,ln

<) Supposons que X vérifie :

P(Xn = 'LnaXn—l =ln—1,--- ,XO = Zo) = /J/Z('O)pio,hph,iz e Din_1in Pour tout 20, ...,ln € E

Montrons que X est une chaine de Markov de matrice de transition P.
Calculons :

]P(Xn = in‘anl =lp_1,---,X0 = iO) ]P)(A"‘A"*1 n...n AO)
P(A, NA,_1N...NAg)
P(A,—1N...NAp)
O, . )
/”Lio p20,11p11712 . 'pln—lﬂn
0) = Pin_1,in
,u/io pio,i1pi1,i2 i 'pin—Z;in—l

D’ou X vérifie la condition de Markov. O
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Retour a l'exemple 1 :

Dans cet exemple, ’espace des états E = Z et ses probabilités de transition
sont données par :

psij=1+1
pij=qasij=1—-1
0 sinon

Pour toutes réalisations s,, de S;, nous avons $,11 — s, = £1

Posons r = |{i;s,41 — 5; = 1} et | = |[{i;8,41 — 5, = —1}|
Si nous avons s, = j et sp = i alorsn = r+1let j—i =r—1 et donc
r=3n+(G—i)etl="L1(n—(j—1)
Ainsi :
" 3= g3 (= =) i -, :
‘ ; P 2 2 sin+ 1) pair
pij(n) =P(Sh = j|So = i) = (é(n—i— (j — 7,))) p q G-1p

0 sinon
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1.2 Classification des états

Définition 1.2.1. Un état i € E est dit récurrent (ou persistent) si :
P(3n > 1 tel que X,, =i|Xo=14) =1

Ce qui signifie que la probabilité d’un éventuel retour en i est égal a 1. Si cette
probabilité est strictement inférieure a 1, l'état i est alors dit transitoire (ou
transient). La chaine est dite récurrente si tous ses états le sont.

Introduisons la probabilité f;;(n) que la chaine X visite I’état j pour la
premiere fois a I’étape n, sachant que X, vaut 7 :

n—1

fij(n) =P (m {Xp £ i {Xn=7}HX0 = z) pour n > 1 et f;;(0) := 0 pour tout 4,5 € E
k=1

de méme posons f;; la probabilité que la chaine visite I’état j, sachant que X
vaut ¢ :

+oo
fij = Z fij(n)
n=1

Par définition, nous avons que f;; =1 < j est récurrent.
Définissons les fonctions génératrices :

+o0 too
Pij(s) =Y s"pij(n) Fij(s) =Y " fij(n)
n=0 n=0

Avec p;;(0) valant 1 si ¢ = j et 0. On a bien sur : f;; = Fj;(1)

Théoréme 1.2.1. Pour tout s et touti,7 € E, on a :
(a) Pii(s) =1+ F”(S)P”(S)
m—1
Démonstration. Soit 1’évenement B, = {ﬂ Xi # j,Xm = j} . Définis de

k=1
cette facon, les B,, sont disjoints, par conséquent on a :

m
P(Xm = j|Xo = i) = Y P(X;n = j N Byl Xo = i)
k=1
En utilisant la condition de Markov, on obtient :

]P(Xm =7N Bk|X0 = Z) = ]P(Xm = ]|Bk,X() = Z)P(Bk = j|X0 = ’L)
P(Xy = j| Xk = §)P(Bk, = j|Xo = 1)

D’ou :

pij(m) =Y fij(k)pj;(m — k)
k=1
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Par conséquent :

S spin) = Y (wa )i (n — >> s"

neN neN* \k=1
+o0 400

(Par Toneli) = sz“ )i (n — k)sksmk
k=1n=k

+oo +00
= > fiuk)s* > py(n—k)s"F
k=1 n=k
+oo +oo
= > fi(k)s* D pji(n)s
k=1 n=0

= fij(S)ij(S) car fi;(0) =0

Or :
Y s"pig(n) =Y s"pij(n) = pis(0) = Py(s) — b
neN* neN
D’ou :
Pij(s) — i = Fij(s)Pj;(s)

O
Corollaire 1.2.1.
“+ o0 —+ o0
1. L’état j est récurrent st Zp” = +o00 . Dans ce cas Zpij(n) = +00,
n=0
pour tout i tels que f;; > O
+o0 too
2. L’état j est transitoire si Zpﬂ < 400 . Dans ce cas Zp” < 400
n=0 n=0

pour tout i.

Corollaire 1.2.2. En particulier, ce résultat implique que si j est transitoire,
alors p;; — 0 quand n tend vers l'infini et ce pour tout i € £

Démonstration. D’apres le théoreme 1.2.1 (a), Pj;(s) = [1—Fj;(s)] 7! si|s] < 1.
Donc lim ij(s) =400 & fjj = Fjj(1) =1 & j est récurrent.

Or 11m ij Z pj;(n

neN
Par conséquent j est récurrent si et seulement si Z pj;(n) = +oo
neN
Enfin d’apres 1.2.1 (b), si ijj(n) = +o0 alors Zpij(n) = +00 pour tout i
neN neN
tel que fi; >0 O

Posons T le temps du premier passage par j :
T; =min{n > 1; X,, = j},

avec T = 400 si ce passage n’a jamais lieu.
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Définition 1.2.2.

1. Le temps de récurrence moyen est défini par :

+oo
. nP(T; = n|Xo = 1) st 1 récurrent,

+00 sinon.

nul si p; = 400,

2. Sii est un état récurrent, il est appelé { positif si 1, < +00.

Théoréme 1.2.2. Un état récurrent i est nul si et seulement si

lim py(n) =0.

n—-+oo
Dans ce cas, ngrfoopij(n) =0VjeE.

Définition 1.2.3.

1. La période d(i) d’un état i est le plus grand diviseur commun parmis les
entiers n tels que p;(n) >0 :

d(i) = PGCD{n : p;i(n) > 0}.

2. i est dit périodique si d(i) > 1 et apériodique si d(i) = 1.
3. Un état est dit ergodique si il est récurrent positif et apériodique.

4. Une chaine sera dite ergodique si tous ses états le sont.

Remarque :

Il est clair que si p; > 0 alors i est apériodique. D’une maniere générale, il est
facile de voir que :

1 est apériodique si AN € N; P(X,, = | Xo =) > 0Vn > N.
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1.3 Classification des chaines

Définition 1.3.1. Soient X une chaine de Markov de matrice de transition P
et deuz états i,j € E.

1. On dit que © conduit a j, que l'on note i — j si :
Im >0 P(X,, =j|Xo=1)>0.
2. On dit que i et 3 communiquent que l'on note i <> j si :
1— 7 et j— 1.
Propriété 1.3.1. La relation <> est une relation d’équivalence :

Elle est :

(a) reflexive car P(Xo = i|Xo =1) =1 (i — i),
(b) symétrique par définition,

(c) transitive :

Siz’—>jetj—>k3m7m’>0telsque{ P

P(Xpmr = k| Xo = 9)

Y

P(Xotm =k, X = j|Xo = 1)

= P(Xpim = k|Xo =i, Xpm = J)P(Xy = j|Xo = 4)
= ]P(Xerm’ = lem = j>P(Xm = ]|X0 = 'L)

= PX,w =k|Xo=j)P(X,, =j|Xo=1)>0

Donc il existe M = m +m’ tel que P(Xp; = k| Xo =14) > 0.

Théoréme 1.3.1. Sii < j, alors :

a) i et j ont méme période,

b) i est transitoire < j est transitoire,

c) i est récurrent positif < j est récurrent positif.

Démonstration.

a) Soient ¢ et j deux états de E tels que i <> 7, d(i) et d(j) les périodes respectives
de 7 et j et soient R(i) = {n : p;(n) > 0}, et R(j) défini de la méme fagon.
Comme i > j, il existe n; et ny tel que p;j(n1) > 0 et pji(n2) > 0. D’apres les
équations de Chapman Kolmogorov, on a :

pii(n1 +ng) = Z Pik(n1)pri(n2) > pij(n1)pji(ne) > 0.
kerE

De plus pour tout r € R(j) :
pii(n1 + 7+ na) > pij(ni)pj;(r)pj; > 0.

Donc ny +n2 € R(i) et ny +r+ng € R(i) donc d(i) divise ny +nz et ny +r+no,
il divise donc r. Par conséquent d(i) < d(j).
On obtient 1’égalité en échangeant le role de i et j.
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b) Si i <> j alors il existe m,n > 0 tels que :

a = p;j(m)pji(n) > 0.

D’apres les équations de Chapman-Kolmogorov, on a pour r € N :

pii(m + 1 +mn) > pij(m)pji(n+1) > pij(m)p;i(n)p;;(r) = ap;;(r).

En sommant de chaque cotés par rapport a r, on obtient donc :

> pii(r) <+oosi Y pii(r) < +oo.

reN reN

Donc d’apres le corollaire 1.2.1 (b), j est transitoire si ¢ est transitoire. On
obtient I’équivalence en échangeant le role de ¢ et de j. O

Définition 1.3.2. Soit C un ensemble d’états.
1. C est fermé sip;; =0Vie C etVj ¢ C,
2. C est irréductible siVi,j € C | i< j.

Théoréme 1.3.2. Théoréme de décomposition
Un espace des états E peut étre partitionné de maniére unique de la facon sui-
vante :

E=TuCiUC;,...

ou T est un ensemble d’états transitoires, et les Cy, k = 1,2,... des ensembles
d’états récurrents, fermés et irréductibles.

Démonstration. Soient Cy,Cs, ... des ensembles irréductibles d’états récurrents
(donc en particulier formant de classes d’équivalences pour la relation ). Mon-
trons que les C} sont fermés. Soit C, 'un de ces ensembles d’états et prenons
i,7 tels que i € C, et j ¢ C,. Montrons que p;; = 0. Comme C, forme une
classe d’équivalence, j ne conduit pas a i. Par conséquent :

P(Xn 7&2 Vn > 1‘X0 :Z) > ]P(Xl :j‘XO :Z) = Ppij > 0.

Ce qui est contradictoire avec le fait que C, un ensemble d’états récurrents
puisque P(3n tel que X,, =i|Xo =14) =1 et donc P(X,, #¢ Vn > 1| Xy =1) =
0. O

Lemme 1.3.1. Si E est fini, alors au moins un état est récurrent et tous les
états récurrents sont positifs.

Démonstration. Si tous les états étaient transitoires, d’apres le corollaire 1.2.2
on aurait pour tout ¢ € E :

ngr-ir-loo Zpij (n) - Z ngr—ir-loc Pij (n) =0
JEE JEE
ce qui est en contradiction avec le fait que >~ pi;(n) = 1. O

Lemme 1.3.2. Soit X une chaine de Markov de matrice de transition P
irréductible sur un espace d’état E fini. Alors d’aprés le théoréme 1.3.1 et le
lemme 1.3.1 tous les états de E sont récurrents positifs.
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FIGURE 1.1 — Probabilités de transition des états

Exemple 2 :
Soit E = {1,2,3,4,5,6} et soit X une chaine de Markov définie sur F avec
matrice de transition P ou

1/2 1/2 0 0 0 0
1/4 3/4 0 0 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4 0 0
1/4 0 1/4 1/4 0 1/4
o 0 0 0 1/2 1/2
o 0 0 0 1/2 1/2

Nous avons représenté ces probabilités de transitions grace au schéma de la
figure précédente.

On peut voir que les ensembles {1,2} et {5,6} sont irréductibles et fermés
car 1 <> 2,5 > 6 et que si a une étape n X,, est dans un de ces deux ensembles,
la probabilité de quitter I'un de ces deux ensembles est nulle, donc les états
1,2,5,6 sont récurrents positifs (positifs car E est fini). Les états 3 et 4 sont
quant a eux transitoires car 3 <> 4 — 6, mais un retour depuis 6 vers 3 ou 4 est
impossible. Tous les états sont apériodiques car pour tout ¢ € E, p; > 0.

Par conséquent les états 1,2,5,6 sont ergodiques.
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1.4 Temps d’arrét et Propriétés de Markov

Définition 1.4.1.

1. Nous appelons temps aléatoire T, toute variable aléatoire a valeur dans
NU {+o0}.

2. Nous appelons filtration, toute suite croissante {F,} de sous-tribus de
F : Fn C Fpz1- La filtration F,, = 0(Xo,...,X,) (tribu engendrée par
les Xo,...,Xy) est appelé filtration naturelle de X .

3. Soit T un temps aléatoire. T est un temps d’arrét si I’événement {T <
n} € Fn. Il n’est pas trés difficile de voir que de fagon équivalente, T est
un temps d’arrét si {T =n} € F,.

Exemples :

Posons :
T, = inf{n > 1; X,, = i}.

Défini de cette facon , T; est le temps d’arrét désignant le temps de premier
passage de la chaine a I’état ¢ a partir de I’étape 1 :

{Ti=n}={inf{k>1; X, =i} =n}={X1 #i}N..{ X1 Zi}N{X, =i} € Fy.
—— ——— S——

€Fn €Fn €Fn

De méme, si ’'on nomme pour p € N*, Ti(p) = inf{n > Ti(p_l); X, =i} le p-ieme
temps de passage de la chaine a 1’état i o Ti(o) = T;, on peut montrer que Ti(p )
est un temps d’arrét.

En utilisant la notion de filtration, une définition alternative aux chaines de
Markov homogenes est :

Définition 1.4.2. Un processus X a valeur dans E est une chaine de Markov
(homogéne) de matrice de transition P si pour toute fonction bornée de E dans
R et pour tout entier n, on a :

E(f(Xnt)|Fn) = PF(Xn) = Y FP(Xng1 = 51 X0),
jeE

ou de facon équivalente, X est une chaine de Markov si pour tout état j de E
on a:
P(Xn_,_l = J|-7:n) = P(Xn+1 = J|Xn)

Théoreme 1.4.1. Propriété de Markov forte

Soit (Xpn)n>0 une chaine de Markov sur E de matrice de transition P et de loi
inatiale p, et soit T un temps d’arrét.

Alors conditionnellement a I’événement {T < +oc}, pour toute fonction ¢ € C°
a valeur dans E, on a :

Eulo((X 0 )n>0)[F1] = Exy [¢((Xn)n>0)]-

En d’autres termes, conditionnellement a ’événement { X = ig, T < +00},
la chaine (X14n)n>0 est une chaine de Markov de matrice P et de loi initiale
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la loi 51'0 (ze : ]P(XQ = Zo) = 1)
C’est a dire pour tout état j de E on a :
P(XT+n = ]|~7:T N {T < +OO}) = ]P)(XT+n = ]‘XT n {T < +OO})
De plus (X14n)n>0 est indépendant des (Xo, ..., X1_1).

Proposition 1.4.1. Soient E un espace d’états dénombrable, une fonction f :
E — R et j un état récurrent de E.

On pose :
("t -1
Zn= Y. [f(X)
k=T ")
ot

Tj(nH) = inf{n > Tj(n); Xny1 =J} <+oo Pj-presque sirement (j récurrent)
et désigne le temps du (n + 1)¢™€ retour en j.

Alors, conditionellement a l’événement {Xo = j} les Z,, sont i.i.d.

Démonstration. Soient p < g deux entiers et montrons que pour toutes fonctions
o, €CP on a
Bj[o0(Zp)v(Zy)] = E;l0(Zp)E;[v(Z4)]-

Soient 6, : 0 — Q une suite d’opérateurs de translation sur {2, définies par
X 08, = Xpik. On a par définition de Z; et des 0, :

Ej[6(Z)0(Z,)] = B (8(Z)0(Zoo070))

E
= B [E; (6(Z,)¥(Z0 o 070)\Frw )] -

7P+ _q
J
Comme Z, est FT;Q>—mesurable (puisque p < g et Z, = Z f(Xx)),
k=T ")

E; {Ej (¢(Zp>¢(zo o 9T;q>)|fT;q>>] =E; |:¢(Zp)Ej (¢(Zo ° 9Tqu>)|]:T;q))} .

En utilisant la propriété de Markov forte, on obtient alors :

=
S
<
=
>
I

B [0(2,)Bx, ., (0(20)|
= E;[¢(Z,) E; (%)) Vo, ¢ eC.
En prenant ¢ = 1, on obtient E; (¢(Zy)) = E; (¥(Z,)). Donc on a bien
E,(0(Z,0(Z,)) = B[ ZE,[0(Z)] ¥, € C*.

Par conséquent Z, et Z, sont bien indépendants. O
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1.5 Invariance et réversibilité

Définition 1.5.1. Une mesure m sur un espace E dénombrable est un vecteur
(5,5 € E) dont tous les termes m; sont positifs . De plus 7 est une probabilité

81 g m; = 1.

jEE
Définition 1.5.2. Une mesure est dite invariante ou stationnaire pour la
chaine définie pour la matrice de transition P si :

P =,
c’est a dire m; = Zm-pij Vj e E.
i€E

Remarque :
Si 7 est invariante pour P , nous avons également :

mP? = (P)P =P =m.

Ainsi par récurrence on a que 7P" = 7.
Si la loi m de X est invariante pour P, alors toutes les variables X,, ont aussi
7 pour loi. La loi des X, est donc invariante au cours du temps.

Résoudre le systeme d’équations linéaires afin de trouver la mesure inva-
riante n’est pas toujours aisé. En général, on prouvera une condition plus forte
mais plus facile a établir pour la mesure m qui est la condition de réversibilité.

Considérons une chaine de Markov {X,, : 0 < n < N}, irréductible et
récurrente positive, de matrice de transition P et de distribution stationnaire
7 ; Supposons de plus que X, admette m pour distribution quelque soit n.
Nous définissons la chaine ’renversée’ Y par Y, = Xy_n.

Théoréme 1.5.1. Y est une chaine de Markov, de matrice de transition ayant
pour €léments :

P(Yoq1 = j|Yn = i) = (7 /mi)pji

n+1
P <ﬂ Y = ik}>

k=0

P <ﬂ Y = ik})
k=0

Démonstration.

]P)(Yn—i-l :Z.n+1|}/n :ina"'aYO :7’0) ==

IFJ(AXFN—TL—l = Z‘n—i-ly)(N—n = inv K 7XN

io)

P(Xn—p = in,-.., Xn = i0)
7Tin+1pin+1,inpin;in—l t 'pi177:0

i Pinin—1 -+ Pi1,ig

7Tin+1 . .
- T p1n+1 yin

n
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Définition 1.5.3. Sous les hypothéses précédentes pour X, on dit que X est
réversible si la matrice de transition de X est la méme que celle de Y. Ce qui
revient a dire que X est réversible si :

TiPij = T;jPji VZ,] cF.
Proposition 1.5.1. X est réversible pour m = 7 est une mesure invariante.
Démonstration. mipij = 7pji = >, Tilij = Y _; TjPji = Tj »_; Dji = T

AinsimtP=nm O

Retour a l'exemple 2 :

Prenons I’ensemble fermé et irréductible C' = {1,2} dans le cas on X, € C.
Considérons la matrice de transition associée a X :

P 1/2 1/2

©=\1/4 3/4
Comme X est irréductible et que tous ses états sont récurrents positifs, elle ad-
met une unique distribution invariante (on le verra dans la section suivante). On
peut voir facilement qu’elle est donnée par m = (1/3 2/3) (On a bien :7Po =

7). Par conséquent ses temps de récurrence moyens sont donnés par
E(Ti|Xo=1) =7 ' =3 et E(Ta|Xo=2) =7 ' = 3

De la méme fagon, on peut calculer E(T5| Xy = 5) et E(T5|Xo = 6)
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1.6 Théoremes ergodiques

Avant d’énoncer le premier résultat, qui n’est rien d’autre qu'une loi forte
des grands nombres adaptées aux chaines de Markov irréductibles, rappelons
la loi forte des grands nombres originale, sur laquelle la démonstration de ce
premier théoreme ergodique repose.

Théoréme 1.6.1. Lot Forte des Grands Nombres :
Soient X une variable aléatoire telle que E(|X|) < +o0 et (X3,..., Xpn) n va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de méme loi que

X. Alors :
. Xi+...+X,
lim —————— =~ " —

n—-+oo n

E(X)

Théoreme 1.6.2. Une chatne X de matrice de transition irréductible P admet
une distribution invariante © si et seulement si tous ses états sont récurrents
positifs. Dans ce cas :

1. 7w est Vunique distribution stationnaire et est donnée par :

1
=—— Vie FE.
E(T;| X0 = 1) !

Uy

2. Pour toute loi initiale v et toute fonction f: E — R telle que
Z |[f()|mj < 400, on a :

JEE

%Z f(Xk) ﬂ—>—+>oo Z f(j)ﬂ'j P,- p.s.

k=1 jEE

Démonstration.
1. Supposons tout d’abord que 7 est une distribution stationnaire de la chaine

supposée irréductible. Comme 7 stationnaire, on a : m; = g m;pij(n). Or si tous

1
les états étaient transitoires, on aurait p;;(n) — 0 Vi, j € E, par conséquent

T = Zmpij(n) — 0 quand n — o0 Vi,j € F.
i€E
En effet, soit F' un sous-ensemble fini de F, on a :
Zﬂ'ipij(n) < Zm‘pu(n) + Z m; car pij(n) <1
i€E ieF i€EE—F
— Z m; quand n — +00

i€E—F
— O quand F 1 E (F tend vers E).

Ce qui est contradictoire avec le fait que Zm— = 1 . Donc tous les états
i€E
sont récurrents (la chaine étant irréductible).

Montrons a présent que si 7 existe, alors tous les états sont récurrents positifs
et que m; = ,u;l pour tout ¢ de F,
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ou p; = E(T;| X =1), et T; = inf{n > 1, X,, = i}.
Supposons que X a pour distribution 7, donc que P(Xy = i) = m; pour tout i.
On a:
Tk = E(TG[Xo =4)P(Xo = i)
+oo
= Y _P(T; > n|Xo = j)P(Xo = i)

n=1
+oo
= Y P(T; >n,Xo =j).

n=1

Orona:
P(T; > 1, Xo = j) = P(Xo = j).

Et pour tout n > 2,
P(T; > n,Xo=j) =P(Xo=j, X #j V1 <m<n—1).
Comme :
P(Xy#jVI<m<n-1)=P(Xo=4,Xm #j V1 <m < n-1)4P(Xo # j, X;m #j V1 <m < n-1),
on a:

P(Xo=j,XmZjVi<m<n—1) = PXp£jVl<m<n—1)—P(Xp, #j¥0<m<n—1)
(X homogene) = P(X,, ZjiV0<m<n—2)—P(X,,#jV0<m<n-—1)

= ap-2 —ap-1

ol a, :=P(X,, #j V0 <m<n).

On a donc :
R
mip; = P(Xo=7j)+ RETOO > (an-2 —an-1)
ap—AaRrR-—1
= P(Xo=j)+P(Xo#j)— nll)r-&r-loo anp =1-— ngrfwan.

Or comme j est récurrent, liIE an =P(X,, #j Ym >0) =0.
n—-+oo
Par conséquent 7;; = 1 Montrons a présent que 7 charge tous les points de £
(i.e. : m; > 0 pour tout ¢ € E).
Supposons au contraire qu'il existe un état j pour lequel 7; = 0. Alors :

0=m = Z TkPrj(n) > mip; Vi€ E,n e N.
kEE

X étant irréductible, i — j pour tout ¢, j € E. Ainsi il existe n tel que p;;(n) > 0,
ce qui implique que 7; = 0, et donc par irréductibilité de la chaine, p; = 0 pour
tout 7. Ce qui est en contradiction avec Z m; = 1. Donc m; > 0 pour tout état

1
j de E. On peut alors écrire :

1

T
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Ce qui prouve également I'unicité de la mesure invariante.

Ainsi, si 7 existe , elle est unique et tous les états de la chaine sont récurrents
positifs.

On pourrait montrer réciproquement que si tous les états de la chaine sont
récurrents positifs, alors la distribution invariante existe et est donnée par

T, — —.
i

2. Nous reprenons pour ce point une démonstration que I’on pourra retrou-
ver dans [LACROLI 05].

Définissons la mesure A\* sur FE par \* = ()\f;j € E) ou:

T, -1
Z 1(Xy = j)]

k=0

NP =E,

On a également :

X(F) = D PN

Remarquons que A7 =1 et AX*(| : |) = E.(T%).

Nous allons montrer tout d’abord le résultat plus général suivant : pour tout
f.g € I*(\®), tel que \*(g) #0, on a :

. ( oy oo J(XG) _ X”(f)) .
F\nodee S0 g(Xy) A% (9)

Prenons f positive et posons :

Téerl)_l

Zy= Y f(Xp).

k=T

D’apres la proposition 1.4.1, tout les états sont récurrents donc les ngp ) sont
finis presque stirement quelque soit z € E. Ainsi les Z,, p =0,...,n — 1 sont
i.i.d, par conséquent d’apres la loi forte des grands nombres, on a :

T -1

2ottt LS iy o ElZo] = X(f).
k=0

n n
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Soit v(m) le nombre de retour en = de la chaine X avant le temps m. Ainsi,

m—1
v(m) = 1(Xy = x) et donc conditionellement & Xy = z,
k=1
m—1
on a: v(m 1(X . De plus :
k=0
Té”(m)) <m< ngV(mHl)
Par conséquent :
Twom) m—1 TwOm+1) g
v(m) > f(Xk) < Zk o f(Xk) Zk 0 f(Xk)
v(m)+1 v(m) Dy (Xk—m)_ v(m)+1

Comme v(m) tens vers U'infini quand m, tend vers I'infini, le terme de gauche et
de droite tendent chacun vers A*(f) presque stirement. On a donc :

S f(X)

o L(X, = @) mrtoo

AP (f)-

Ensuite, en écrivant f = f* — f~, on voit que cette derniere limite est vérifiée
pour tout f € I1(\?); et si f,g € [}(\?), en faisant le rapport on obtient bien le
résultat anoncé.

Si l'on prouve que la mesure A* est invariante, grace a l'unicité (& constante
prét) d’une telle mesure (d’apres 1.), en prenant g = 1 on aura bien le résultat
anonceé.

Montrons donc que pour tout f € I*(A*), on a bien (\*P)(f) = A*(f) :

TZ_: Pf(Xk)

Z]E (k < T,)Pf(Xy)].

k>0

(XP)f = N(Pf) =

Or par définition,
Pf(Xy) = Ez[f(Xn+1‘}-k]~
Par conséquent :

WP)f = Y Eo[L(k < To)Bo(f (Xps1)| Fi)]

k>0
= ZIE 1(k < Ty) f(Xpq1)|Fr)|car 1(k < T}) est Fj, — mesurable
k>0
= ) B [1(k < To)f(Xps1)]
k>0
T,-1
= E, f(Xk+1)]
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O

Théoréme 1.6.3. (Théoréme ergodique)
Soit X une chaine de Markov de matrice de transition P irréductible et apériodique.
Alors :

. 1 .
nglfmpij(”) = BT X =) Vi,j € E

Remarques :

Sous les hypotheses du théoreme précédent :
1. Si X est transitoire ou récurrente nul, alors p;;(n) — 0 Vi, j

2. Sila chaine est récurrente positive, alors p;;(n) — m; Vi, j ot 7 est 'unique
distribution stationnaire ; c’est a dire £(X,|Xo) = 7

3. on peut voir que

1

lim P(X,=j)= lim > pi(n)P(Xo=1i)= E(T;[Xo = j)

n—-+oo n—-+oo

7

D’ou, si la chaine est récurrente positive, lim P(X,, = j) = 7, , et ce,
n—-+oo

quelque soit la distribution de Xg; c’est a dire £(X,,) — 7.

Pour la démonstration de ce théoreme, nous allons avoir recourt a deux lemmes :

Lemme 1.6.1. 57 X est une chaine de Markov irréductible et apériodique, alors
V(i,j) € E* 3N tel que p;j(n) >0V¥n > N

Lemme 1.6.2. Si X est une chaine de Markov sur E récurrente de matrice de
transtition P irréductible, alors tous les points de E sont visités une infinité de
fois :

Vi,j € E , P(X,, =y pour une infinité de n|Xg =z) =1

Ainsi P(T; < +o0|Xg =14) = 1 pour tout i,j € E

Pour ce théoréme, nous ne démontrerons pas le cas ou1 X est récurrente nulle.
(une démonstration peut étre trouvée dans [GRIMMETT 01]).

Démonstration. (Théoréme 1.6.3)

Si la chaine est transitoire, alors le résultat découle directement du corollaire
1.2.2. Si la chaine est récurrente, on utilise alors la technique appelée coupling :
On construit un couple de chaines Z = (X,Y), X et Y étant deux chaines de
Markov indépendantes sur E, de méme matrice de transition P. On remarque
facilement que Z est une chaine de Markov de matrice de transition :

Pij ki = P(Z7L+1 = (k,l)|Z = (17]))
P(X,t1 = k| X, = )P(Yay1 =Y, = j) par indépendance de X et Y
= DikPji
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Comme X est irréductible et apériodique, d’apres le lemme 1.6.1 , il existe
N tel que :
Dijki(n) = pir(n)pji(n) > 0 pour tout n > N.

En particulier, Z est donc irréductible.

Supposons a présent que X est récurrente positive. Alors, d’apres le théoreme
1.6.2, il existe une unique distribution stationnaire et on peut voir que Z admet
également une distribution stationnaire donnée par v;; = m;m; :

E E VijDij kl = E E T T PikPjl = E TiDik E Tipjl = TET = Vgl
ig g i j

Par conséquent, Z est récurrente positive, d’apres le théoreme précedent. Posons
a présent ’ensemble :
T =min{n > 1,72, = (s, s) quelque soit s € E}.

T est donc le premier instant ou X,, = Y,,.

D’apres le lemme 1.6.2 , T est donc fini presque sirement. De plus, remar-
quons que si X,,, = Y;,, alors quelque soit I'entier n > m, les variables aléatoires
X, et Y, sont identiquement distribuées, et leurs distributions ne dépendent
que de P et de la valeur des chaines a I’étape m.

Ainsi sous la condition {T" < n}, X,, et Y,, ont la méme distribution. Nous

pouvons donc écrire :

pir(n) = P(X, =k|lXo=1,Yy=j) puisque X et Y sont indépendantes
= P(Xn=kT <n|Zy=(i,j) + P(Xn =k, T > n|Zy = (i,j))
= PY,=kT<nlZy=(4,7)) +P(X, =k T >nlZy= (i,j)) car Y, et X,, ont la méme loi
< P(Yn =k|Zo = (i, 7)) + P(T > n|Zy = (i, ]))

Or, P(Y,, = k|Zo = (i, 7))+P(T > n|Zo = (i, 7)) = pjr(n)+P(T > n|Zy = (i, j)).

On permuttant les roles de ¢ et j, on obtient :

[pit(n) — pix(n)| < B(T > nlZo = (i, ) > 0 quand n — +oc.

Puisque T est fini presque strement. Ainsi :

ngrfooplk(n) — p;r(n) =0 pour tout 4,5,k € E.

Ce qui montre que si la limite de p;(n) existe, elle ne dépend pas de ¢, et donc
Dik (TL) — k.
Montrons que cette limite existe. Nous pouvons écrire :

pi(n) — mp = Z 7j(pir(n) — pjr(n)) par invariance de .
J

Il suffit alors de montrer que cette somme tend vers 0. Soit donc F un sous
ensemble fini de F.

Yomilpin(n) —pr()l < D Ipi(n) —pr()| +2 Y m
J jEF jEE—F
— 2 Z m; quand n — 400
JEE—-F

— Oquand F T F.
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L’application directe de ces théoremes ergodiques, et que si on peut si-
muler une chaine de markov ergodique (Xx)g=o,1,.. de matrice de transition
irréductible et admettant m pour unique mesure invariante, alors :

1. Pour un n assez grand et pour toute fonction appartenant a ll(7r)7 pour
une variable aléatoire X de loi 7, 'esperance E(f(X)) peut étre approché

par la moyenne empirique £ 37" | f(Xp).

2. A partir d’un certain rang N, les lois de X, Xn+1,... seront proches de
la loi de 7
Le chapitre suivant décrit donc des algorithmes permettant de simuler de telles
chaines de Makov a partir d’'une mesure 7.



Chapitre 2

Méthode de Monte-Carlo
par Chaine de Markov

2.1 Introduction

Les méthodes de Monte Carlo sont des algorithmes visant a approximer des
intégrales, en utilisant la notion d’espérance probabiliste. Par exemple, si I'on
cherche & évaluer la valeur de I = [, h(x)e *dz, pour une certaine fonction
h, Iidée sera de simuler dans ce cas N réalisations {z1, ..., z,} indépendantes
d’une variable aléatoire de loi exponentielle £(1). Ainsi, en vertu de la loi forte
des grands nombres, un estimateur consistant et sans biais de I sera donné par

i h(X1)+ ...+ h(XnN)
N

Cependant, dans le cas d’intégrales plus complexes, comme par exemple

[p h(z)m(x)de ot 7 peut étre mis sous la forme m(x) = Z~'exp(—V (z)) pour
une fonction V' pouvant étre compliquée & expliciter (voir par exemple le cas
des intégrales de Gibbs que l'on retrouvera dans [BENAIM 05]), la constante
de normalisation Z = [ exp(—V (x))dx est en général tres difficile & évaluer et
on ne pourra pas par conséquent utiliser les algorithmes de Monte Carlo clas-
siques pour simuler 7. Les algorithmes appelés MCMC (Monte Carlo Markov
Chain) prennent alors ici un grand interét (en plus de leurs faibles temps de
simulation), car la connaissance de cette constante de normalisation n’est pas
nécéssaire pour la mise en oeuvre de l'algorithme. En contre-partie, ce dernier
produira un échantillon non-indépendant, qui sera une chaine de Markov de
noyau de transition irréductible et admettant = pour distribution invariante.
Si 'on peut montrer que la chaine produite est ergodique, la convergence de I
vers I'intégrale que ’on cherche a évaluer sera assurée par le théoreme 1.6.2 du
chapitre 1. De plus, pour un nombre N suffisamment grand de simulations, la
loi de de X sera proche de 7. En d’autre termes, apreés un temps ng ("burn-in
period”) les 41, Tno+2, ... produits par la chaine pourrons approximativement
étre vu comme des simulations de la loi cible 7.

Dans ce chapitre nous nous placerons dans le cadre ot E est un espace d’états
fini et nous considererons 7 une loi sur F connue a constante multiplicative pres,

25
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que 'on cherche a simuler.

Dans un premier temps nous présenterons 1’algorithme de Metropolis initial,
appelé également algorithme de Metropolis indépendant. Dans une seconde par-
tie nous exposerons 'algorithme général, en donnant des preuves concernant la
convergence de cet algorithme vers la loi cible. Enfin, apres quelques exemples,
nous nous interesserons a la vitesse de convergence de ces algorithmes grace a
une analyse spectrale.

2.2 Algorithme de Metropolis indépendant
L’algorithme de Metropolis est un algorithme permettant de produire une

chaine de Markov réversible par rapport a la loi 7, connue & constante multipli-
cative pres, que l'on cherche a simuler.

On se donne une matrice de transition markovienne @ = (gi;);,; sur E,
appelé matrice de sélection (en général, de telles sorte que l'algorithme soit
simple & mettre en oeuvre) qui soit irréductible et symétrique :

L’algorithme est le suivant :

Algorithme :

Etape 0 : Initialiser Xg = ig, X de loi quelconque.
Etape n+1 :

On tire i,41 dans la loi Q(in,.) = (¢, ;.7 € E)

On tire u aléatoirement dans [0, 1]

. T . .
Siu< —*  on accepte la selection : X, 11 = iny1
Tip,
. i . .
Siu > —— , on refuse la selection : X, 11 =i,
T,

2.3 Algorithme de Metropolis généralisé
Q@ n’est ici pas nécessairement symétrique, mais doit vérifier :
Y(z,y) € E?, gi; > 0=g;; > 0.

On se donne également une fonction (acceptance function) h :]0,+o00[—]0, 1],
vérifiant :

1
h(u) = uh(—=) quelque soit u.
u

Par Exemple :
e h(u) = min(1l,u) (fonction d’acceptation de Metropolis et Hasting)
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o hu) = H—Lu (fonction d’acceptation de Barker)

Enfin pour i,j € E, i # j posons :

Tjd5i .
.. h AL ]> S1 Q4 O
a(i,j) = <7Ti%'j A
0

sinon

On construit alors une matrice de transition P définie par :
gija(i, j) sii #j
bij = I—Zpik sii=7j
ki
Proposition 2.3.1. Supposons que w charge tous les points de E. La matrice

P est réversible par rapport ¢ w (donc 7 invariante par rapport o P). Elle est
irréductible si Q est choisie irréductible. Si de plus h(u) < 1 (Par exemple

h(u) = ), elle est apériodique.

u
14+u
Démonstration. Montrons que 7 est réversible pour P, c’est a dire pour tout
(x,y) € E?:

TiPij = TjPji-

Pour i = j, le résultat est trivial. Pour ¢ # j :
mipij = migijo(i, J)
Qi
= migih <m>
TiGij

= Tt (22
454 45

T595i
= gy, i) = Tpji,

iij 1
= mjqih (W q]) car h(u) = uh(a)
Donc 7 est bien réversible pour P.

Si @ est irréductible V(i,j) € E? il existe n € N tel que ¢;;(n) > 0. h étant
strictement positive, p;;(n) > 0 donc P est irréductible.
O

L’algorithme suivant (Métropolis) correspond & la simulation de la chaine
de Markov de noyau P :
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Algorithme :

Etape 0 : Initialiser Xy = 19, Xo de loi quelconque.
Etape n+1 :

On tire i,41 dans la loi Q(in,.) = (¢, ;,j € E)
On tire v aléatoirement dans [0, 1]
Siu < ain,int1) , on accepte la selection : X, 11 = ip41

Siu > a(in,int1) , on refuse la selection : X, 11 =i,

Remarque :

On peut facilement voir que l'algorithme de Metropolis initial est inclus
dans Palgorithme de Metropolis généralisé en prenant @) symétrique et h(u) =
min(1,u).

Théoréme 2.3.1. Supposons que la chaine X de matrice de transition P et
de loi initiale v , produite par l’algorithme de Metropolis soit irréductible et
ergodique. Alors :

1. Pour tout f € I'(r), on a :

N
tim 3 F(X) = Ee(f) = 3 FO)m; Pups
k=1

N—+oco
JjeE

L(X,) —

( n) n—+o00 T

Démonstration. Conséquence immédiate des théoremes 1.6.2 et 1.6.3 : la chaine
étant ergodique, tous ses états sont récurrents positifs et apériodiques. Ainsi 1
et 2 sont prouvés. O

Ce théoreme s’applique également aux cas ou l’espace des états E est in-
fini (en remplagant la somme sur F par une intégrale). II faut remplacer la
condition d’irréductibilité par la condition de m-irréductibilité du noyau P (voir
ci-dessous), qui sera alors vu comme une densité conditionelle. On pourra trou-
ver la justification de la convergence dans [ROBERT 96].

Définition 2.3.1. Une chaine de Markov X sur un espace d’état infini E est
dite mw-irréductible , si pour tout A € B(X) tels que w(A) >0, on a :

Px(TA < +OO) > 0,
ot
Ty =inf{n>1,X, € A}.

Théoréme 2.3.2. [Peksun, 1973 [PEKSUN 73]]

Soient Py et P, deux matrices réversibles par rapport a w. On dit que Py est
plus petit que Py (P < Py) si pour tout x,y € E, tels que © # y, on a
PQ(x7y) S Pl(xay)



2.4. EXEMPLES 29

Définissons également la variance asymptotique v(f,m, P) de lestimateur
N
1
Sn(f) = i Zf(Xk) de E.(f) , construit a partir de f, et P de lalgorithme
k=1

précédent par :

N
o(f,m P) = Nl_i}rﬂ@Nmtr [Jif Zf(Xk)] .
k=1

Si Py < Py, alors :
’U(f77T,P1) S’U(f77T,P2).

Proposition 2.3.2. La fonction d’acceptation de Metropolis et Hasting définie
par RMH (y) = min(1,u) est la plus grande parmis les fonctions h 3]0, +o0o[—]0, 1]
1
telles que h(u) = uh(=).
u
Par conséquent, d’aprés le théoréme précédent, si P est construit grice au

noyau de transition Q et la fonction h"MH et Py grace au méme noyau de
transition et d une autre fonction h, alors

o(f,m Pr) <v(f,m, Pa).

Démonstration. .
Siu>1,alors AMH (y) =1 > h(u) par définition de h.
Siu<l,ona:

h(u) = uh(%)

IN

u=hM(y).

2.4 Exemples

Nous présentons ici deux exemples d’utilisation des algorithmes de Métropolis.
Les codes R correspondants seront placés en Annexe.
2.4.1 Simulation d’une loi de Poisson

Dans le but de simuler une loi de poisson grace a l'algorithme de Metropolis,
nous allons prendre pour @) la marche aléatoire sur N, c’est a dire :

sit=75=0

%ij = sij=i+louj=i—1

N~ N~

0 sinon

On peut voir qu’ainsi défini, @) est symétrique et irréductible.

T X %, par conséquent, quand x=y=0, le rapport :—] vaut 1 et on accepte
toujours y.

Sii=0,j=1 :—’ A > 1 on accepte toujours j.

Sij=i+1,% =

T

Sij=i-1,%5=

Uy

Ml |
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L’algorithme s’écrit donc :

Etape 0 : Initialiser Xg =i

Etape n+1 :
1. Sii # 0, on tire j aléatoirement entre ¢ — 1 et 4 + 1. Sinon on tire j entre
et i+ 1.
2. On tire u aléatoirement dans [0,1] .
5 . ’ . . .
3. On calcule a = —2. Si a < u, on accepte 1'état j : X,,y1 = j. Sinon
Uy
Xn+1 = Xn
Simulation de Monte Carlo Simulation exacte
(=] [=]
o o
(=] [=]
o o
(=] — [=]
= _] B (=T
uw | uwy I
g 1T g
[=] (=] I
o L 5
L T ]
(=]
= o —
uw uwy
o — o —
[ | T 1 [ | I 1
0 5 10 15 0 5 10 15

FI1GURE 2.1 — Simulation d’une loi de poisson de parametre A = 5 avec 10000
itérations

Remarque :
Dans ce cas, poo = 1—qo1 = 1—1/2 = 1/2 # 0 par conséquent, P est apériodique
et récurrente positive , donc la convergence de la loi de X, vers 7 est assurée
pour n suffisement grand d’apres le théoreme 1.6.3.

2.4.2 Modele des sphéeres dures

Soit S un sous-ensemble de N. Une configuration de sphéres dures est une
suite finie :

z = (2(s))ses
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ou les x(s) sont appelés sites et sont définis par :
x(s) € {0,1} Vs € S et z(u)z(v) =0

pour tout sites u,v adjacents. Le diametre d’une particule étant non-négligeable,
deux particules ne peuvent occuper des positions voisines.

La condition z(s) = 1(resp. x(s) = 0) s’interpréte comme la présence (resp.
Pabsence) d’une particule au site s.

Soit l'espace des états E C {0, 1}'5 |, Pensemble des configurations de sphéres
dures et 7 la probabilité uniforme sur F :

1

ViEE’ﬂ-i:E

Cherchons une estimation du nombre moyen de spheres : E; (Z m(s))
seS

Pour cela nous avons recourt a 1’algorithme de Metropolis :

u
Choisissons la fonction h définie par h(u) = T et comme a chaque étape
u

de l'itération, nous voulons qu’'un seul site ne soit changé, nous prenons pour
matrice de sélection, @ : M * M — [0,1] définie par :

1
— si x et y different en un seul site

qij = 5]
0 six ety different en au moins deux sites

h<%> = h(1) :%

TiQij

Ainsi :

L’algorithme mis en place est donc le suivant :
Etape 0 : Initialiser Xy = (0,...,0)
Etape n+1 :

1. On tire un sommet s au hasard parmi S. On retire s jusqu’a ce que tous

ses voisins soient libres ( (s +1) =x(s—1) =0).
2. On tire u aléatoirement dans [0,1]
3.
Siu <

Siu>—,

() ainsi définie, tous les états peuvent étre atteint & partir de n’importe
quel état initial, par conséquent la chaine ainsi produite est irréductible et
apériodique (voir la proposition 1.4.1). Enfin en prenant la moyenne de la somme
de chaque vecteur x obtenu par la chaine de Markov, quand le nombre d’étape
est suffisamment grande, on obtient alors une estimation du nombre moyen de
sphere.
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70
]

a0
|

40

Mombre de particules presentes

T T T T T
2000 4000 G000 8000 10000
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1 | |
o O O OO 00

Etape

FIGURE 2.2 — Simulation d’un modele de sphéres dures par algorithme de Me-
tropolis avec 10000 itérations pour une taille S=200.

En utilisant le code R placé en Annexe, on obtient un nombre moyen de
spheres dures estimé a 54.5983.

Sur la figure 2.4.2, on peut légitimement se demander s’il peut étre pertinent
d’enlever la ”burn-in-period” pour une meilleure évaluation du nombre moyen
de particules présentes. Dans ce cas, le choix de ’état initial influe trés peu sur
notre calcul puisque enlever les 500 premieres étapes fait passer notre nombre
moyen a 55,1 (au lieu de 54,6 avec).

2.5 Vitesse de convergence

Nous allons dans cette partie, regarder une technique d’étude de la vitesse
de convergence des algorithmes de Metropolis, dans le cas de chaines de Markov
finies que l’on pourra retrouver dans [BENAIM 05]. Ces techniques d’analyse
spectrale permettent de déterminer le nombre de pas de simulation nécessaires a
un algorithme de Metropolis, pour que la loi de la chaine de Markov simulée soit
proche de la loi 7 cherchée a un seuil € donné. En effet, bien que les théoremes
ergodiques du chapitre 1 garantissent la convergence de ces algorithmes, une
étude de la vitesse est nécessaire dans la mesure ou rien ne garantie que la me-
sure invariante sera atteinte en un temps fini.

Soient E un espace d’états fini de cardinal d, = une probabilité sur E qui
charge tous les états de F, et P un noyau d’une chaine de Markov sur FE ,



2.5. VITESSE DE CONVERGENCE 33

admettant m comme probabilité invariante.
Notons I2(7) I’espace vectoriel euclidien de dimension d, constitué des fonctions
f:+ EF — R et muni du produit scalaire :

(f.9)=">_ fi)g(h)m;,

JjEE

1fll2 = V{5 f)-

avec pour norme :

Nous noterons :

wf =Y f()m =Ex(f)-

JjEE
Ainsi :
vary(f) =Ex((f =7 f)*) = |If =7 f|3-
Rappelons que nous avons :
Pf(i) =Y pi; f(j)-
JjEE

Nous allons dans la section suivante, définir la notion de matrice adjointe qui
nous sera utile pour la suite et établir quelques résultats concernant le spectre
des matrices de transitions réversibles par rapport a loi 7, qui seront utilisés
pour le calcul de la vitesse de convergence des algorithmes.

2.5.1 Etude du spectre des matrices de transitions réversibles
par rapport a 7

Définition 2.5.1.

1. L’adjoint de P, noté P*, est la matrice de transition définie par :

* J
Pij = —Pji
t Y

7

11 vérifie :
(Pf,g)=(f,P*g) Vf.gel*(n)

Démonstration.

(Pf.g) = Y Pfli)gli)m;

=
= ZZPz‘jf(j)g(i)W
1EE JEE
= ijf(j) <szgg(l):l>
jEE i€l J
S mIG)P G = (. P)
JEE
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2. P est dit autoadjoint si pour tout f et g dans I*(r), on a :
(Pf,g9)={f Pg)

Lemme 2.5.1. P est autoadjoint si et seulement si P est réversible par rapport
aT

Démonstration. Supposons tout d’abord P réversible par rapport a m :
TiPij = TjPji-
Ainsi :

(Pfg) = D> pijf(ig(i)m

icE jeE

> pug@)f(i)m; = (f, Pg)

JEEEE

Ensuite si P est autoadjoint, pour tout f,g dans [?(), on a (Pf, g) = (f, Pg).
Donc en prenant f(i) = ¢g(¢) = 1 pour tout ¢ € E, on obtient bien :

TjiPji = TiPij-
O

Lemme 2.5.2. Si P est réversible par rapport a w, P est diagonalisable, et 1
est toujours valeur propre.

Démonstration. Si P est réversible, il est autoadjoint donc diagonalisable et ses
valeurs propres sont réelles. De plus comme P est stochastique,

1 1
Pl:|=
1 1
Donc 1 est valeur propre, de vecteur propre le vecteur composé de 1. O

Proposition 2.5.1. Supposons que P soit réversible par rapport a w. Alors :

1. Les valeurs propres de P sont de module inférieur ou égal a 1. On peut
donc ordonner ces valeurs propres :

l=p2022>2...28=>~1.

2. Si P est irréductible, 1 est valeur propre simple :
1=p81>p2>...>84>—-1.

3. Si P est irréductible et apériodique, -1 n’est pas valeur propre :

1=p1>p>..20:>—1.
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Démonstration.

1. Soit f une fonction propre associée & la valeur propre S (Pf = 8f). On
a:

1811 flloe = 1P fll+o0 = sup [Pf(i) < sup > pis| f () < [Iflloo -
icE (13 O
JjeEE
D'oit || < 1

2. Supposons P irréductible et que 1 est valeur propre. Il suffit de montrer
que P irréductible et Pf(i) = f(i) Vi € E = f est constante et donc 1
est valeur propre simple. Pour cela nous utiliserons la notion de forme de
Dirichlet que ’on retrouvera dans la partie suivante. Le corollaire 2.5.2
démontrera alors le résultat.

3. Supposons que -1 est valeur propre. On a alors P f(z) = — f(x) pour tout x
dans E. D’ou pour tout entier n, P2" ! f(z) = — f(z). P étant irréductible
et apériodique, d’apres le théoreme ergodique 1.6.3 on a :

i PP ) = lm Y P () f(y) = Y mify) = —f(@) -
yeER yer

Ce qui est absurde.

2.5.2 Vitesse de convergence des noyaux réversibles

Supposons pour la suite P réversible donc autoadjoint. P est donc diagonali-
1

sable dans une base orthonormée de fonctions propres : 11, ..., ot 91 =

Pour toute fonction f € 1%(7) :

d 1 d

f= Z<fa¢i>1/}i =(nf)]: +Z<f’¢i)¢i .

i=1 1 1=2

D’otut pour tout i € E, Xy de loi 7 :

d
E(f(Xn)|Xo = 1) —Bx(f) = P"f(i) = 7f = > B {f (i), i) -
=2

Théoréme 2.5.1. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov X
sur E, réversible par rapport a w, irréductible et apériodique.
Alors, pour toute fonction f dans I2() et pour tout état initial i :

(Ei(f(Xn)) = Ex(f))* = (P"f(i) — 7 f)* < c(i)p”" PPoars(f),
c(i) =21 p= p(P) =sup(Bs, |Bal) <1 (d’aprés 2.5.1(3)).

T
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Démonstration. Prenons g = f —E,(f). Ainsi mg = 0. D’une part :

d

1P gll3 = 87" {g, v)® |[will3 < p**llgli3 = p*"varx(g).
——

=2 -1

Ensuite Posons ® = P"!g. Ainsi comme 7 est réversible :
. . Dji .
Poi) = 3 pu®() = 3 T = (93, @),
JjeEE JEE
. . N D
ou g; est définie par g;(j) = ==

i
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

[PO()]* = [{g: 2)I* < llgall3 | @13

2
Dii
ol = (%) =
jep \Ti
Dji
= ?pjiﬂ'j
jer "t

1 ’ 1 e1ey 2
= - g DjiPi; par réversibilité
Ti jeE

2
- Pu d’apres les équations de Chapman-Kolmogorov.
U

Par conséquent,
[PO(i)[* < (i) |13 < c(i)p™ 2varx(g).
O

Corollaire 2.5.1. Sous les mémes hypothéses, pour tout état initial i € E et
pour tout A C E :
2n+2.

IP(X, € A) = m(A)* < cli)p

>~ =

Démonstration. 1l suffit d’appliquer le théoreéme précedent a la fonction indica-
trice sur A, en remarquant que :

vary(1a) = m1(A)(1 —7w(A)) <

W] =

O

Ce corollaire nous permet de calculer le nombre de pas nécessaires pour avoir
la précision voulue avec l'algorithme de Métropolis-Hasting.
Cependant le calcul de p est, dans la plupart des cas, impossible a cause de la
taille trop importante de P. C’est pourquoi nous allons voir un autre moyen de
calculer ce nombre de pas en utilisant la notion de trou spectral.
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2.5.3 Formes de Dirichlet et trou spectral

Définition 2.5.2. La forme de Dirichlet d’un noyau P d’une chaine X est
définie pour tout f € I*(m) par :

Lemme 2.5.3. Pour tout f € I%(r) :

(1) = (=P D == 250 = 23 S Y2pimi

ZGE]GE

Démonstration. Remarquons que la premiere égalité est immédiate, puisque P*
est I’adjoint de P.
Pour prouver la seconde, soit Xg de loi 7. On a :

722 )pijmi = 722 J)B(X1 =, Xo =)

= (( (Xo0) — f(X1))%)
Comme 7 est invariant = E(f(XO) ) —E((f(X1)f(Xo))
= E(f(X0)?) — E(E(f(X1)|Xo)f(Xo))
= E(f(X0)*) —E(Pf(Xo)f(X0))
E((f(Xo) — Pf(X0))f(Xo)) =<(f, f)

Corollaire 2.5.2. Si P est irréductible, les fonctions f P-invariantes (Pf = f)
sont les fonctions constantes.

Démonstration. Comme P est irréductible et 7w charge tous les points de FE,
d’apres la derniere égalité du lemme 2.5.3, toute fonction annulant la forme
de Dirichlet est nécéssairement constante. Or de part la définition de la forme
de Dirichlet, il est clair que si f est P-invariante, alors (f, f) = 0 d’ou f est
constante. O

Définition 2.5.3. Le trou spectral du noyau P est défini par :

e(f, f) .
varﬁ(f)

La forme de Dirichlet étant une forme positive d’apres le lemme 2.5.3, A > 0.
Remarquons que A peut s’écrire :

)‘:H}f{g(faf)aﬂfzovufHQ :1}

A= \P) = i?f{ vary(f) 740}

*

dans une base orthonormale, on peut conclure
P+ P

Donc en diagonalisant I —

que A est la plus petite valeur propre non-nulle de I — . Par conséquent,

si 7 est réversible, A est la plus petite valeur propre non-nulle de I — P, i.e :

A=1—05.
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1
Proposition 2.5.2. Si P est réversible et p;; > 3 pour tout i appartenant a F,

alors toutes les valeurs propres de P sont positives. (et donc p= 2 =1—)\)

Démonstration. Soient [ une valeur propre de P de vecteur propre f, et i tel
que |f(i)] > |f(j)] pour tout j dans E. Alors :

> piif(§) = Pf—piif(i) = (8 — pu) f(4),
IET
almsi |f(j

)
|8 = piil < Dij i <1 — Dy
25 7]

Par conséquent
B—pii>pui—1=02>2p; —1>0.
O

Proposition 2.5.3. Si P est réversible et positif ((Pf, f) > 0 pour tout f),
alors ici encore toutes les valeurs propres de P sont positives.

Démonstration. Soit [ une valeur propre de P de vecteur propre f.

(Pf,fy={(Bf. f) =B f)=BIfI5=0
Comme [|f||3 >0, 8> 0. O

Introduisons & présent la norme ||.||, dans IP(7) définie par :

1

hllp == [ D 1RGP
JEE
On définit alors la distance du x? entre deux mesures p et 7 lorsque 7 > 0 par :

n
= ||l= —1]|2.
Xt ) I~ 2

Lemme 2.5.4. Soit | — 7|y = %ZJEE |7 — pj| la distance en variation
totale entre et w. On a :

Lop
= =1 = |- .
Sl =1l =lp—7lyr

Soit h(x) une fonction dans (?(). En utilisant 'inégalité de Jensen concave,
Ona: )
Ih =1l = E(lh = 1) B2 (|h = 1) = [ = 1|2.

Par conséquent en prenant h = £ :

1
= mlvr < Sx(p,m).
Donc majorer la distance du x? entre la loi de X,, et 7 nous donnera une bonne

estimation du nombre de pas nécessaires pour obtenir la précision voulue. C’est
ce que nous donne le théoreme suivant :
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Théoréme 2.5.2. Soit P une matrice de transition d’une chaine de Markov
sur un espace état E fini, telle que P soit apériodique, irréductible et de loi
invariante T (pas nécessairement réversible). Alors pour toute loi p sur E, on
a:

X2 (uP™,m) < (1= APP*))" x* ().

Démonstration. Notons ¢’ la forme de Dirichlet associée au noyau PP*, et

P (i
on(i) = “7(2) Remarquons tout d’abord que P*p,, = pp41 :
s
On a: (n)
. HiPij(m
puli) = 3 =
‘ T
jEE
et
P'pn = D pjipald)
JEE
_ o N HaPi(1)
Sy
JEE z€EE J

_ Z %pij Z /sz;';(n)

jeE "t 2€E

= > % > pigps=(n)

2€E ' jeE

= Z N—%piz(n + 1) d’apres les equations de Chapman-Kolmogorov

z€E "

= Pn+l-

D’ou par invariance de m, on a E;(p,) = Er(P*p,) = 1.
Ainsi puisque P et P* sont adjoints :

€'(pn) = (pn, (I = PP")pp) = (pn, pn) — (P"pn, P pn).
D’ou :
& (pn) = vara(pn) — 007 (P*pr) = vara(pn) — 0072 (pusa).
Et donc par définition du trou spectral :
vara(pn) = €' (pn) + Va1 (pns1) = APP*)oars(pn) + vara(pni).
En utilisant la définition de y, on a également que :
X (uP",m) = [lpn — 1113 = var(pa),

ainsi :
X2 (uP", ) < (1= AM(PP*))x*(uP", ).

O

Ainsi, si on simule un algorithme de Metropolis-Hasting en initialisant X
de loi pu, la distance en terme de variations totales entre la loi de X, et 7 sera
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inférieur & (1 — A(PP*))% x(u, ).

Nous retrouverons dans [BENAIM 05] des exemples d’utilisations de ces
méthodes spectrales. Bien que nous exposons ces méthodes spectrales, nous
ne les utiliserons pas dans la suite de ce mémoire, cependant a terme, elles se-
ront trés certainement uilisées afin de calculer de fagon précise, la vitesse de
convergence de nos algorithmes pour la simulation de la lumiere dans les tissus
du cerveau.

Nous allons & présent aborder le probleme de la diffusion de la lumiere, et
nous allons voir de quel fagon ce probleme pourra étre résolu en utilisant une
adaptation des algorithmes de Métropolis décris dans ce chapitre.



Chapitre 3

Metropolis pour la synthese
d’image

Nous allons dans ce chapitre étudier les algorithmes MLT (” Metropolis Light
Transport”) décrits par Veach [VEACH 97] et repris par Pauly [PAULY 00],
initialement développés dans le domaine de la synthese d’images. Nous nous en
servirons comme alternative a la méthode de Monte Carlo simulant la propa-
gation de photons dans les tissus biologiques développée dans [WANG 95]. La
méthode MLT offre une meilleure perspective en terme de temps de calcul et de
parallélisation.

3.1 Metropolis Light Transport

Le probleme du transport de la lumiere sur un domaine D € R3 est généralement
vu comme une équation intégrale, ou nous devons chercher a trouver la fonction
de radiance L. Nous supposons dans cette partie que la lumiere est émise et
absorbée seulement aux surfaces, se déplagant en ligne droite entre ces surfaces.

3.1.1 Equations de transport de la lumiere

Soit M ’ensemble des points de notre scene d’étude pour lesquels la lumiere
peut étre émise ou absorbée (I'union des surfaces d’étude). Dans ce cas, la ra-
diance au point x; dans la direction x5 est définie par :

L: MxM — R+
(z1,72) > Le(w1,x2) —|—/ L(z,z1) fs(x, 1, 22)G(z, 1)dA(T),
M
ou A désigne la surface de mesure sur M, et L. désigne la radiance émise
en partant de z1 dans la direction xs.

La fonction G est définie par :

cos (0 ) cos(6y)

G(z,y) =V(z,y) e

; (3.1)

41
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6, et 0, désignant les angles entre le segment [xy] et la surface normale & x et
y respectivement, tandis que V' (z,y) vaut 1 si et y sont mutuellement visibles
and 0 sinon.Lla fonction fs est la fonction de distribution de diffusion bidirec-
tionnelle (BDSF, bidirectional scattering distribution function). Cette fonction
décrit les directions possibles que peut prendre la lumiere apres avoir frappé une
surface, elle dépend donc du domaine d’étude et sera détaillée dans notre cas
dans le chapitre suivant. Elle prendra en argument trois points x1, z2, x3 de M
ou plus exactement I'angle formé par les directions m et xox3.

Il y a une redondance dans la représentation de L; si x1 et xo sont dans la
méme direction en partant de z, alors L(x,21) = L(x, 23).

Nous pouvons voir que L peut étre réécrit grace a un opérateur intégral T
sur M :
L(xz1,x2) = Le(x1,22) + TL(21, 22),
ol
TL(x1,22) = //v( L(z,z1) fs(z, 1, 22)G(x, 21)dA(z).
Ainsi
L(z1,20) = (I = T) ' Le(21, 22).
Si I'on suppose : |T]| < 1, ([VEACH 97])

+oo
L(xl,xg) = ZT]Le(xl,xg), (32)
7=0

ol chaque 77 est un opérateur intégral sur M7,

3.1.2 Estimation de l’intensité de lumiere m;

Plutét que de chercher a estimer la fonction de radiance L, Metropolis
Light Transport est un algorithme visant a estimer la valeur de chaque pixel
mi, ..., mu, d'une image. Chacune des valeurs de ces pixels & la forme ([VEACH 97]) :

m; = / WO (2, 20) L(, )Gz, 20)dA(2)d A (o) (3.3)
MxM

Ou We(j )(.Z‘,xo) est un poids indiquant la fagon dont la lumiere arrivant au
point xy en partance du point x contribue a la valeur de la mesure. La fonction
We(j )(x,y) vaut zéro presque partout, et est non-nulle si et seulement si y est
situé dans une petite région de I'image correspondant au support du filtre du
pixel j.

En remplacant L dans I’équation (3.3) grace a ’équation (3.2), on obtient :

m; = We(j)(xl,xo)Le(a:hxQ)G(arl,xo)dA(xl)dA(xo)
M2

+

W (1, 20) Le (9, 21)G(21, 0) fs (22, 1, 20) G (2, 21 )dA(x2)dA(z1 ) dA(z0)
MS
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Ainsi :
400 _ k—1

mj=y [/ W9 (1, 20) | [ Glar,wi-1) fo(mirn, w, 21-1) | Le(ar, vp-1)G (g, m1)
k=1 /M =1

dA(zy) . .. dA(xo)} .

On peut réécrire m; de la facon suivante, ott on a échangé les roles de xg
et de x, de x1 et de x;_1, etc. en se rappelant que les xg, ..., x; ne sont rien
d’autre que des variables d’intégration :

k—1

W (21, w1) (H G(l’k—z,zk—l+1)fs(17k—l—1,l’k—z,l’k—l+1)> Le(zo,21)G (20, 21)
1=1

—+o0

szj/

b—1 ME+1

dA(zo) . .. dA(xk)}

400 k-1
=> {/ W (w1, 21 (H G(wz,wm)fs(ﬂcz_hxmcm)) Le(o,21)G (20, 71)
k=1 JM =1

dA(zo) . . dA(xk)}

Le but est de réécrire 'expression m; sous la forme d’une seule intégrale
sur un espace ) par rapport & une mesure complexe p, dans I'idée d’utiliser un
algorithme de Métropolis que I'on détaillera plus apres :

my = [ f@)du(z) (3.4)
Q

Avec T une trajectoire appartenant a ). Pour faire ainsi, nous définissons :
I’ensemble de toutes les trajectoires de tailles & (la taille d’une trajectoire ferra
référence au nombre d’arréte et non au nombre de sommet) : Q; = MFHL et
les mesures puy sur i par :

dug(xo, ..., xx) = dA(xg) ... dA(zy)

Nous prenons alors §2 I’ensemble de toutes les trajectoires : Q = U;@l/\/l’”l, et
définissons une mesure p sur €) par :

+oo +o0
w(D) = Z/Jk(D NQ) = ZA®k(D NQy) pour D CQ
k=1 k=1

Nous définissons alors les fonctions f]lC allant de Qj dans RT par

k=1
ff(fﬂom . x) = Le(xo, 21)G (20, 1) (H G(xp, i) fs(xi-1, $1,$l+1)> W9 (21, k),

=1
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ol xox1 .. .x désigne le chemin(ou trajectoire) lumineux allant du point zy au
point zj. Ainsi, f; sera une fonction de 2 dans R et sera définie par :

+o0o
f](j) = Z f]l(l‘o e xl)]l(ie./\/il‘*'l)
=1

Par exemple, on a :

fi(zox1) = Le(w0, 21)G (0, 1) W) (20, 21)
fi(zoriza) = Le(xo,21)G (20, 1) fs(0, 21, 22)G (21, 22) WD (21, 29)
fi(@omizaxs) = Le(wo,21)G (20, 21) fs (20, T1,22)G (21, 22) f5 (21, 22, 23) W) (22, 73)

On obtient bien :

/ij(f)d#(f) = Jio [/MM ff (o - wx)du(Z) | = m;

k=1

oll on a permutté somme et intégrale par Fubini.

Nous pouvons aisément voir qu’on peut réécrire f; de la fagon suivante :

fi(@) = w;(z) f(Z) (3.5)
+o00 ‘
w](j) = ngj)(xk—laxk‘)]l(jej\/[kﬁ»l)
k=1

k—1

+oo
> Le(w0,21)Glwo, 1) (H G(wl»ml—&-l)fS(xl—lvxl>$l+1)> Lizemerr)
k=1

=1

~

—
5]

S~—
Il
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3.2 Influence du milieu

Dans cette partie, on suppose qu’entre les surfaces, la lumieére peut étre ab-
sorbée et diffusée dans le milieu méme dans lequelle elle circule (par exemple si
le milieu est constitué de brouillard, fumée ou feu). Dans notre cas, la lumiere
circulera dans les tissus du cerveau, et on ne pourra pas négliger 'impact du
milieu sur la réfraction de la lumiere.

Nous allons devoir considerer le cas ou la lumiere est réfléchie par les sur-
faces, et le cas ou la lumiere est réfléchie par un milieu. Chaque milieu est décrit
par un coefficient d’absorbsion ¢, et un coefficient de diffusion o, qui peuvent
étre variables en fonction de la position dans le milieu (milieu inhomogene).
Nous allons supposer étre dans le cas d’un volume fini V C R3. Nous noterons
0V la frontiere de V, c’est a dire, ’ensemble fini des surfaces décrivant les objets
de ’espace de notre étude. L’espace entre les objets constitura donc V0 = V\oV

Nous allons définir 7_,(x) le point apartenant a 9V, issu de x € V° dans
une direction —w € S2, §? étant la sphere unité. Nous définissons également
un coefficient d’extinction défini par o, = 0, + 05 et la fonction 7(x,y) (path
transmittance) entre z,y € V° définie par :

(2,y) = exp (— /j oe(2) dz) .

Notons aussi Le gy la radiance émise par les surfaces, et L. o la radiance
émise dans le volume.

Pauly montre dans [PAULY 00] que tenant compte des conditions sur la
frontiére, la fonction de radiance L peut étre écrite :

L= (Liay + Liyo) + (Toy + Tyo) L,

Ligv(z,w) = 7(m (@), 2)Leov(m—w(r),7)

Liyvo(z,w) = / 7(2,2)Leyo(2,w) dz

e

et les opérateurs Tyy et Tyo sont définis par :
ToyL(z,w) = T(W_W(Z‘),l‘)/ fs(w, m_o(x),w ) L(m_y(x),w)cos(Or_ (z)) dw’
82

TyoL(z,w) = / T(z,x)as(z)/ fs(w, 2z, ) L(z,w")dw'dz,
() 82

fp étant la fonction de phase, qui décrit les caractéristiques de diffusion du
milieu, et f, la fonction BDSF décrite en partie dans la partie précédente et qui
sera détaillée dans le chapitre suivant.

En supposant que ||Tyy + Tyo|| < 1 (dans [PAULY 00], Pauly montre que
c’est le cas dans la plupart des cas), de maniére analogue a la premiere partie
on peut réécrire L de la fagon suivante :
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+o0o
L = > (Tov+Tpo) (Liov + Liyo)
=0
= Liov+ Liyo +TovLiogy + TyoLiyo+... . (3.6)

De la méme fagon que dans la partie précédente, nous allons chercher a
calculer la valeur de chaque pixel m;, j = 1,..., M d’une image de taille M.
Pour cela, nous pouvons exprimer m; par :

m; / W9z, w)L(x,w) dwdV (z)
§2xV

= W9 (2, 21)L(xo, 21)G (20, 1) dV (20)dV (21),
VXV

avec :

De(y) Dy ()
ly —|?

ot D,(y) vaut 1 si x € V° et sinon vaut la valeur absolue du produit scalaire
entre la direction wy, et la surface normale & . De méme pour D, (z).

De la méme fagon que dans la partie 1, nous allons injecter I’équation (3.6) dans
I’expression précédente des m; et nous allons a nouveau exprimer m; comme
I'intégrale sur €2 d’'une fonction f; par rapport a une mesure .

G(z,y) =V(x,y) T(z,y),

Pour se faire nous allons poser Qﬁc I’ensemble des chemins de longueur &, ou
l=(loy...,lx), tels que pour j =0,...,k, z; €Vsil; =1letx; € VW sil; =0.

Par exemple : 951101) est I’ensemble des chemins de longeur 3 tels que xq, 1

et x3 appartiennent aux frontieres et x, est dans le volume.

On choisira alors : .
o= U %
k=11{0,1}+1

Une mesure u}, sur Q! sera donnée par :

dpi (o, - . ax) = dpi(xo) . .. dpi ()
ou ()
dpy(@:) = {dV(mi) sili=0"

Nous pouvons a présent définir une mesure p sur I’ensemble des chemins €2 par :

+oo
uw(D) = Z Z pur(DNQLY pour D C Q.
k=11c{0,1}++1
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Ainsi de la méme facon que précédemment,

+oo

L@ =" > fiao...a)l(@ € ),

k=11€{0,1}k+!
avec pour tout entier k :

k—1

fi (@0, .. w) = Le(wo, 1) G (0, 1) (H G(l’l,Iz+1)f($z—1,171,$1+1)> W (w1, w1)

1=1
et pourtout I =1,...,k—1:

¢ _ fs(@i—1, @1, 2141) Six; € OV
f(xl717xl7xl+1) - {O—s(xl)fp(xl—lyxl;zl-‘rl) Sixz e VO y

ainsi que :
_ LE)BV(anxl) Sizg € OV
Le(zo,21) = {L&VO(IO,JH) SizgeVV -
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3.3 Algorithme de Metropolis

Nous allons voir comment 'algorithme de Metropolis peut étre adapté pour
estimer toutes les mesures m; simultanement et sans biais.

A partir de (3.4) et (3.5) nous avons :

my = [ (@) f(@du(z) 1)
Q

f étant une fonction allant de © dans RT, f(x)u(dz) n’est pas une mesure de
probabilité. Dans le but de réécrire m; en terme d’espérance, nous allons donc
renormaliser notre mesure f(z)u(dz) :

_ S (@)du(z)
my */QZU’J'(I)T

Z:Aﬂ@Mm)

Nous allons chercher a simuler une chaine de Markov ergodique (X1, ..., Xn),
selon la mesure invariante

avec

f(z)p(dz)

p(dz) = =

oc f(x)p(dr)

Remarques :

1. L’algorithme de Metropolis nécéssite que la mesure invariante a simuler
soit supposée charger tous les points de 2. Or, a cause de la définition
de G dans (3.1), la fonction f que nous avons définie peut étre nulle. Par
conséquent, pour utiliser 'algoritme de Metropolis, il faudra supposer que
f ne s’annule pas; c’est a dire restreindre I’ensemble ) & I’ensemble des
trajectoires de lumiere possible.

2. Siy; € M™ et yo € M™ alors p({y1}) = p({y2}) = 1.

L’algorithme est le suivant. On se donne un noyau de transition @ : Q x Q —
[0, 1], irréductible, et tel que Q(x,y) > 0 = Q(y,x) > 0 pour tout z,y €

Initialisation : On ’tire’ X selon une mesure de Dirac .,z €
Puis pour n=1,...,N -1

On tire u suivant la loi uniforme ([0, 1]),y dans Q(X,,.)

fy)p{{yH)Qy, zn) }
n)({zn})Q(xn, )

Siu < a(z,,y) On accepte y : X, 41 = y. Sinon, on rejette y : X,,11 = X,

On calcule oz, y) = min {1 e

Alors si 'hypothese d’ergodicité de la chaine est vérifiée pour ce choix de Q
( par exemple Q(z,y) > 0 pour tout x,y € Q), un estimateur consistant et sans
biais de m;, lorsque N est suffisemment grand est donnée par :

1 N—
= Z w9 (Xy). (3.8)
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De plus pour n suffisemment grand, on aura £(X,,) proche de p.

. . . - mg .
Nous pouvons donc construire un estimateur consistant m; de — défini

Z
par :
| N1
S — (9)
My = Z w9 (Xg).
k=0
Dans la partie suivante, nous allons parler de la stratégie adoptée pour le

choix du noyau Q. En effet, il est important de bien spécifier Q@ duquel dépend
lergodicité de la chaine, ainsi que le taux d’acceptation.
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A
~ z, v new subpath
%

old subpath

FIGURE 3.1 — [VEACH 97] : Un exemple de mutation bidirectionnelle ; le chemin
ToT1x2x3 est remplacé par le chemin zgxyz12273.

3.4 Mutations bidirectionnelles

Nous allons adopter une stratégie bidirectionnelle dans la construction du
noyau @ de l'algorithme de Metropolis, que nous allons détailler ci-apres.
Notons o = xq ... TsTsy1 ... Tt_17¢ . . . T le chemin courrant et T, = xo ... 25Ty, ... Ty, Tt . .. Ty,
le nouveau chemin, dont la taille n’est plus forcement identique.
Ainsi, Q(Z.,Z,) sera la probabilité que la nouvelle trajectoire soit égale a Z,,
sachant que 'ancienne était Z.. En d’autre terme, ce sera la probabilité de sup-
primer la partie xs ...z, trajectoire de taille Iy = t — s (la taille est définie
par le nombre de ponts que forment deux sommets) et de la remplacer par
TsTy, - .. Ty, Ty, trajectoire de taille [,.

Tirer Z,, selon la loi Q(Z., .) se fait donc en deux étapes :

1. — On tire une taille aléatoire [; =t — s grace a une loi py 1
— On tire un entier s aléatoirement grace a une loi pg 2
— On obtient ¢t = 4+ s et on supprime le chemin menant de x, a x; de la
trajectoire initiale.

2. — On tire une nouvelle taille [, = s’ + ¢/ 4+ 1 suivant une loi p, 1
— On tire un entier s’ uniformement sur ’ensemble des valeurs que peut
prendre s’ en fonction de la taille I, choisie
— On obtient un t' =1, — s’ — 1. &’ (resp. t') correspond au nombre de
nouveaux sommets & ajouter aprés xs (resp. avant x;). C’est ce point
qui justifie appelation de mutation bidirectionnelle.
— On tire (xy,)i,=1,...s, 21 selon la loi f(ms,hxs,.)G(xs,.), 9 selon la

loi f(zs,x1,,.)G(xy,.), etc. Et de la méme fagon de 1'autre coté on tire
($52)12=1,..,t' .
3. On contruit ainsi notre nouveau chemin Z,, = zo ... Ty, ... T, T¢ ... Tgs .
Nous noterons pg[s,t] = pg,1p4,2 la probabilité de supprimer la sous trajec-
toire xs ...z et pa[s’,t'] = pq,1Pa,2 la probabilité de rajouter s’ sommets apres
zs et t' sommets avant x;.
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Par exemple : supposons que T. = xogr1x2x3 €t que nous avons pioché y =
Tp = TOX1T,, Tox3, (figure 3.4) en ayant obtenu de fagon aléatoire Iy = 1,5 =
1,(t=2),l,=2,¢ =1(t' =0). Ainsi :

Q(im :En) = pd[lv 2} [pa[la O]fs(l'(), Iy, xll)G(xl’ Zy, )+pa[0a 1]f5(1'37 T2, xll)G('TQ? Ty )] .
De la méme facon, on a :
Q(Jjnv -'i‘C) = pd[L 3]pa [07 O]'

Ainsi, apres simplification des termes L.(zg, z1), G(xo,z1) et G(x2,23), on ob-
tient :

(e Tp) = fs(xo, z1,2,)G (1, 21,) fo (@1, @1y, 2) G2, 22) fs (21, 2, 3) QT Te)
o fs(xo,x1,22)G (21, 2) fs (w1, X2, 3) Q(Ze, Tn)’

Dans [VEACH 97], il est sugerré de prendre pour pg1 :

P(ly = 2) = 0.5,
P(lg =1) = 0.25,
P(ly = k) = 27% pour k > 3.

De méme, a Iy fixé, pour p, 1 :

P(l, = 14) = 0.5,
P(l, =1g+1)=P(l, =13 — 1) = 0.15,
P(ly =lg+3j) =P(ly = lg — j) = 0.2(277) pour j > 2.

Remarque :

De part la construction de @, & partir de n’importe quel état on peut arriver a
n’importe quel autre état puisque on peut choisir (avec faible probabilité) de sup-
primer 'intégralité du chemin et de le remplacer par un autre [g;; > 0 Vi, j € €].
Par conséquent, la chaine engendrée par ’algorithme de Metropolis est ergodique
de matrice de transition irréductible.

Dans ce chapitre, nous avons repris les algorithmes pour la synthese d’image
décris dans [VEACH 97] et [PAULY 00]. Le chapitre suivant sera une mise en
oeuvre des algorithmes MLT initialement prévus pour la synthese d’image, dans
le cas de la propagation de la lumiére dans un tissu du cerveau que ’on supposera
homogene, soit, en ’absence de tumeur. Les tissus du cerveaux étant caractérisés
par des coefficients de diffusion, d’absorption et d’anisotropie, nous ne pourrons
pas négliger I'influence du milieu sur la dynamique de la lumiére, ainsi nous
reprendrons la stratégie adopté dans 3.2, en 'absence de surface (absence de
points frontiére).
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Chapitre 4

Propagation de la lumiere
dans le cerveau

Nous allons voir dans ce chapitre, comment mettre en place l'algorithme
Métropolis Light Transport décrit dans le chapitre précédent, pour simuler la dif-
fusion de la lumiere un tissu du cerveau, considéré dans le cadre de ce mémoire,
comme étant un milieu homogene, c’est a dire un milieu dans lequel les co-
efficients de diffusion, d’absorption et d’anisotropie ne varient pas et donc ou il
n’y a pas de tumeur.

On se donne un coefficient d’anisotropie g=0.9, un coefficient de diffusion
s = 280cm ™! et un coefficient d’absoption o, = 0.57cm ™!, obtenus & par-
tir d’expérience sur le rat, que 'on pourra trouver dans la littérature, voir
[ANGEL—PETERSEN 07].
A terme, nous allons résoudre le probleme inverse qui consistera & estimer ces
coefficients a partir d’expériences, de facon & ce que la diffusion de la lumiére
dans les tissus que ’on obtiendra collera au mieu a la réalité.

4.1 Mise en place de I’algorithme

Afin de déterminer la quantité de lumiere pergue par chaque points j de
notre espace que constitue le tissu d’étude de notre cerveau, nous allons cher-
cher a estimer les m; décris dans 3.3 grace aux estimateurs 3.8. Comme choix du
noyau de transition @, nous allons adopter la stratégie bidirectionnelle décrite
dans la partie 3.4. Il nous reste a décrire la fonction de phase f,, utilisée dans
notre cas, ainsi que I’obtention de nouveaux sommets.

Sachant un sommet x;, pour choisir un nouveau sommet z;; nous avons
besoin d’une direction w et d’une distance d. La distance sera tiré dans une loi
exponentielle de parametre o, = o, + o [PAULY 00].

Une direction dans S? peut étre définie par deux coordonnées sphériques
0 et ¢. Tirer une direction w dans S? se fait donc en deux étapes. On tire
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aléatoirement les angles sphériques 6 et ¢ selon la distribution choisie, puis
on effectue un changement de base pour obtenir le vecteur directionnel w =
[wey wy w,] en coordonnées cartésiennes :

w, = sin(f) cos(¢)
wy = sin(#) sin(¢)
w, = cos(0)

Nous obtenons alors les coordonnés du sommet suivant : z;11 = x; + d.w.

Nous placerons le premier sommet, point de diffusion de la lumiere sur la fibre
optique, a l'origine du repére. La fibre étant caractérisée par un angle de demi
ouverture « (voir figure 4.1.1), Pangle sphérique 6 appelé angle de déflection,
sera choisi uniformément entre m — « et 7. L’angle azimutal ¢ sera alors choisi
uniformément entre 0 et 27.

X0

FIGURE 4.1 — Fibre

Pour obtenir les sommets suivants, 'angle azimutal ¢ sera a nouveau choisi
uniformément entre 0 et 2w. Cependant nous tirerons le cosinus de ’angle
f aléatoirement dans la fonction de phase d’Henyey-Greenstein, définie dans
[WANG 95] par :

1-— 92
I ;
21+ g2 — gyt IV

ol g est le coefficient d’anisotropie de notre milieu. (On pourra aisemment
vérifier que f, est bien une densité.)

foly) =

Pour cela, nous allons utiliser la méthode de la fonction de répartition in-
verse. En effet, si F' est la fonction de répartition de Y = cos(#), alors la loi de
Y est la méme que celle de F< (&) ou F désigne l'inverse généralisée de F' , £
une variable uniforme sur [0, 1].

Pour ¢ #0, on a :
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Y 1_92 1_92
Fy) = [ flayds = SUREE .
1 29(1+ g2 —2gy):  29(1+g)
D’ou pour g # 0 :
1 1-¢2 1°
0= oo [55]
© =30+~ | T—=2| )
Ainsi : )
1 1—g°
(14— |——L | )sig#0
Y:cos(ﬁ)é 2g( t9 Lg+2g§] )sig #0,

2¢ — 1 sinon.

les angles ¢ et 6 étant sélectionnés, il faut alors calculer les coordonnées
sphériques de la nouvelle direction. D’apres la formule de changement de base
des coordonnées cartésiennes vers les coordonnées sphériques, la nouvelle di-
rection wy = [we, W, wa.| est définie par les angles 6 + arcos(w,) et
w, o . o
o+ arcos(ix/m) (pour plus de détail, voir [WANG 95]). Ainsi :

W,

wa ;= sin(f + arcos(w,)) cos(¢ + arcos(———))

\Jwi +w?
Wy

)

wa,y = sin(f + arcos(w;)) sin(¢ + arcos(
w2 + w?

wa,, = cos(f + arcos(w,))

Nous allons décrire dans la partie suivante le code matlab utilisé dans la
programation de cet algorithme. On pourra retrouver le code matlab en Annexe.

4.2 Algorithme

On choisie une trajectoire de lumiere Xg = xoxy ... xy initiale.
Puis pourn=1,...,N :
On choisi un chemin Y dans Q(.|X,) :
On tire I4 le nombre d’arrétes a supprimer selon une loi choisie.
On tire un entier s uniformément entre 1 et n — Id.
On supprime la sous partie 541 ...2¢—1, t =ld + s du chemin X,,.
On tire [, le nombre d’arrétes a ajouter selon une loi choisie.
On tire un entier so uniformément entre 0 et la — 1 et on en déduit ¢t = la — s9 — 1.

On tire la — 1 nouveaux sommets grace a la fonction generephoton ou generephotoninit

et I'on place sy sommets apres zs et to avant .

On calcule la probabilité Q(Y'|X,,) d’obtenir le chemin Y.
QX,|Y)f(Y)

QY [Xn)f(X)

On tire U ~ U([0,1])]. Si U < a alors X, 41 =Y, sinon X, 41 = X,
FIN

On calcule le rapport : a =
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Puis pour chaque point j de I'espace, on estime les m; en calculant le nombre
moyen de chemins de notre chaine X formée, finissant par j.

Sur la Figure 4.2, on peut constater que les points éclairés sont conformes a
ce quoi on pourrait s’attendre. On voit tres nettement le cone formé par I’angle
d’ouverture de la fibre. De plus, les points les plus illuminés (en noir, puis en
jaune, puis en bleu) se trouvent a proximité du point de diffusion de la lumiere
(fixé a lorigine, en rouge).

Pour cette simulation de un million de pas, il a fallut environ une demi heure
de temps de calcul. 100000 pas prennent une a deux minutes. Nous avons obtenu
pour cette réalisation un taux d’acceptation d’environ 40%.

P -0 INNUUUURE FORTPPRLE LA

-0,08 ﬁ_”...__i..”..._f..”... -
0,07 |

0,04

FIGURE 4.2 — Simulation de la propagation de la lumiére dans un tissu supposée
homogene, de parametres o, = 0.57cm™!, 0, = 280cm ™!, g = 0.9 et pour un
angle de demi ouverture de la fibre & = 7/6, avec K=1000000 pas. Sur ce gra-
phique, on peut voir en rouge ’origine du repere, point de diffusion de la lumiére.
Les couleurs sont séparées selon les quartiles : les points noirs représentant les
points les plus illuminés, puis les jaunes, les bleus et enfin les verts.

4.3 Conclusion

Dans ce premier travail, nous avons adapté les algorithmes décris dans
[VEACH 97] et dans [PAULY 00] pour simuler la lumiére dans un tissu ho-
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mogene. On a pu constater que les représentations graphiques que nous donne
ces algorithmes sont proches de ce dont on pourrait s’attendre. Le temps de
calcul est relativement faible (une minute pour 100000 simulations), temps qui
pourra étre optimisé en parallélisant le probleme. Il faudra par la suite intégrer
une tumeur, voir d’autres tissus du cerveaux, qui constitueront les frontieres et
pour lesquelles on utilisera la fonction de distribution bidirectionnelle fs qui sera
une distribution de Bernouilli prenant en parametre les indices de refractions
(noté n; et ng sur la figure 4.3) propres & chacun des milieux. En effet, le rayon
lumineux atteignant une frontiere aura deux choix : il pourra étre réfléchie selon
le méme angle 6; angle entre le vecteur directionnel et la normale, ou réfracté
dans le nouveau milieu selon un autre angle 6; défini par les caractéristiques du
milieu.

i

>

nt lE;'l

FIGURE 4.3 — Reflexion Refraction

Pour construire un nouveau sommet y; & partir d’'un chemin (yo, ..., ¥i—1),
la stratégie sera alors la suivante :

1. On tire une direction w € S? dans la fonction de phase f, si y;—; est dans
le volume, et dans la fonction de distribution bidirectionnelle f, sinon.

2. On tire une direction d dans une loi exponentielle de parametre o,

3. On calcule z = y;_1 + wX. Si le point z a dépassé une surface, alors on
choisira y; = 7, (y;—1). Sinon on prendra y; = z

Des expériences seront faites sur des rats, afin de comparer les résultats obte-
nus avec des résultats expérimentales. Ces expériences serviront également a la
résolution du probleme inverse, a savoir définir les parametres de diffusion, d’ab-
sorption et d’anisotropie des différents milieux, de telle sorte que les résultats
expérimentales collent au mieux avec les résultats obtenus par méthodes de
Monte Carlo par Chaine de Markov. Une étude sur le te type de fibre optique a
utiliser, ainsi que sur son placement optimale (de telle sorte a ce que la tumeur
soit irradiée de la meilleur fagon) se révelera également nécéssaire.
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Conclusion

Pour déterminer la dose de lumiére émise par une fibre optique, recue par
une tumeur ainsi que sa répartition spatiale en fonction des caractéristiques de
la source lumineuse, il est possible d’utiliser les lois de la physique en utilisant
I’équation de transfert radiatif (ERT). Pour résoudre cette équation dans le cas
de tissus biologiques, il est possible d’utiliser une représentation probabiliste
de cette équation et d’utiliser une méthode de Monte Carlo de simulation de
photons.

Dans ce mémoire, nous avons abordé une méthode alternative a la méthode
de Monte Carlo par simulation de photons, pour simuler la diffusion de la
lumiere dans le cerveau. Elle réside en une adaptation des algorithmes pour
la synthese d’image communément appelés 'Metropolis Light Transport’ dans
la littérature. Les rayons simulés par cette méthodes perdent leur sens physique,
mais on peut néanmoins retrouver une interpretation en terme de rayon lumi-
neux. Cette méthode présente I'avantage sur la méthode de Monte Carlo, d’une
trés interessante économie de temps de calcul et offre des perspectives de pa-
rallélisation.

Le but de ce premier chapitre, était la démonstration des théoréemes ergo-
diques, sur lesquels reposent les algorithmes de Monte Carlo par Chaines de
Markov (MCMC). Nous nous sommes basés sur le cas des chaines de Markov
homogenes a temps discret sur un espace d’états dénombrables. Ces théoremes
ergodiques sont également possibles en considérant des chaines sur un espace
d’états indénombrables, en considérant non plus des matrices de transition, mais
des noyaux de transition qui seront des fonctions positives de E x E dans [0, 1],
telles que [, Q(x,dy) = 1 quelque soit z € E. En effet, dans notre travail, nous
avons estimé les valeurs des pixels j sur une grille de points que ’on considere
dénombrable. L’ensemble des coordonnées de R? étant infini, on pourrait essayer
de se placer dans un espace d’états infini, plutot que de travailler sur une grille
de points.

Dans le second chapitre, nous avons étudié les algorithmes dit MCMC, plus
particulierement les algorithmes de Métropolis. Cependant dans notre travail,
notre espace d’états () est en réalité I'union de plusieurs sous-espaces disjoints.
Il existe des algorithmes plus adaptés au cas ou l'espace d’états est composé
de sous espaces, appelés Reversible Jumping Rule. On pourra les retrouver par
exemple dans Jun S. Liu [LIU 08]. Leur analyse pourrait se réveler interessante.

Une analyse de la vitesse de convergence des algorithmes est plus que nécessaire,
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afin de pouvoir déterminer le nombre de simulation envisagées pour atteindre
la loi cible. Dans un prochain travail, nous essayerons de voir s’il est possible de
mettre en place la stratégie spectrale décrite dans le chapitre 2.

Par application du chapitre 3, nous avons pu simuler la lumiére & travers un
tissu homogene selon les caractéristiques de milieu d’un cerveau de rat. Nous
avons pu constater que le flux de la lumieére a travers le tissu est conforme a ce
quoi on pourrait s’attendre. Cependant, dans ce mémoire, aucune preuve n’est
donné concernant la démonstration de 'hypothese : || T|| < 1 sur laquelle repose
lalgorithe. On pourra s’appuyer sur [PAULY 00] pour obtenir notre preuve.
Parallelement, il faudra intégrer a présent une tumeur au probleme ainsi que
d’autres couches du cerveau.

Deux autres perspectives a la fin de ces travaux seront d’une part d’optimiser
le placement de la fibre (qui peut étre a I'intérieur méme de la tumeur), de telle
sorte que la tumeur soit irradiée au mieux. De méme, une étude comparative
sur le type de fibre optique en fonction de la lumiere qu’elle diffuse devra étre
envisagé. L’autre axe de recherche sera de résoudre le probleme inverse : c’est
a dire déterminer de nous méme les coefficients d’anisotropies, d’absoptions et
de diffusions des différents milieux du cerveaux de telle sorte que la diffusion
de la lumiere obtenue par expérience colle au mieux a la diffusion obtenue par
simulation de Monte Carlo par Chaines de Markov.
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Annexe A

Codes R du chapitre 2

A.1 loi de Poisson

pois_sample<-function(n,x_0,1)
{

C<-rep(0,n)

C[1]<-x_0

for(i in 1:n)

{

u<-runif(1,0,1)

if(C[i]==0 & u<1/2){C[i+1]<-1}
if (C[i]==0 & uw>1/2){C[i+1]1<-0%}

else

{

u<-runif(1,0,1)

y<-runif (1,0,1)

if(y<1/2 & u<C[i]/1){C[i+1]1<-C[i]-1}

if(y<1/2 & uw>C[i]l/1){C[i+1]1<-C[i]}

if (y>1/2 & u<1l/C[i]){Cli+1]<-C[i]l+1}

if(y>1/2 & w>1/CliD){Cli+1]1<-C[i]}

}

}

par (mfrow=c(1,2))

hist(C,main="Simulation par algorithme de Metropolis",xlab="",ylim=c(0,2000) ,xlim=c(0,15))
hist(rpois(n,l) ,main="Simulation exacte",xlab="",ylim=c(0,2000),x1lim=c(0,15))
C

}

A.2 Modele des spheres dures

sphere_dure<-function(S,n)

{
X<-rep(0,S+2) #0On augmente la taille de 2 pour éviter les probléme de frontiére
M<-matrix(rep(0,n*(S+2)),n,S+2)
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C<-rep(0,9)

for(i in 1:n)

{

s<-sample(2:(S+1)) [1]#0n tire un entier au hasard entre 2 et S+1
while(X[s+1]==1 | X[s-1]==1)

{s<-sample(2:(S+1)) [1]1}

u<-runif(1,0,1)

if (u<1/2){X[s]<-1}

else {X[s]<-0}

M[i,]1<-X

}

M<-M[,-(S+2)] #On prend garde d’oter les 2 colonnes ajoutés
M<-M[,-1]

for(i in 1:n){C[il<-sum(M[i,])}

plot(C,xlab="Etape",ylab="Nombre de particules presentes" )
abline (h=mean(C),col="red")
mean (C)

}

sphere_dure (200,10000)
>54.5983



Annexe B

codes matlab du chapitre 4

B.1 Génération du premier sommet :

function Z=genere_photon_init(sig_s,sig_a,g,X,alpha,l)
X=X(:);
cos_theta=-1+rand(1)*(cos(pi-alpha)+1);
theta=acos(cos_theta);
phi=2x*pi*rand(1);
d=exprnd(1/(sig_s+sig_a));
x2=sin(theta)*cos(phi);
y2=sin(theta)*sin(phi);

z2=cos (theta) ;

w=[x2,y2,22];

Z=X+d*w;

B.2 Génération des sommets suivants :

function Z = genere_photon(sig_s, sig_a, g, X, Y,1)

X=X(:);

Y=Y(:);

w=(Y-X) /norm (X-Y) ;

theta=sample_phase(g);

phi=2*pi*rand(1);

d=exprnd(1/(sig_s+sig_a));

if (arrondi(w(3),4)==1 || arrondi(w(3),4)==-1)
xw=sin(theta)*cos(phi);
yw=sin(theta)*sin(phi);
zw=sign(w(3))*w(3)*cos(theta);

else
sintheta=sqrt (1-w(3) "2) *cos(theta)+w(3)*sin(theta);
costheta=w(3)*cos(theta)-sqrt (1-w(3) "2)*sin(theta);
cosphi=(w(1)*cos(phi)-w(2)*sin(phi))/sqrt(1-w(3)"2);
sinphi=(w(1)*sin(phi)+w(2)*cos(phi))/sqrt(1-w(3)"2);
xw=sintheta*cosphi;
yw=sintheta*sinphi;
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zw=costheta;
end
w=[xw,yw,zv] ’;

Z=Y+d*w;

Ou générer un angle 6 dans la fonction de phase se fait grace a la fonction :

function theta=sample_phase(g)
cos=(1+g"2-((1-g~2)/ (1-g+2*g*rand(1))) ~2) / (2*g) ;
theta=acos(cos);

B.3 Densité de probabilié d’obtenir un nouveau
sommet

function p=dens_photon(sig_s,sig_a,g,X,Y,Z)

u=Y-X;

v=2-Y;

cos_theta=(sum(u.*v)/(norm(Y-X) *norm(Z-Y)));
theta=acos(cos_theta);

d=norm(Z-Y);
p=f_p(g,cos(pi-theta))*(sig_s+sig_a)*exp(-d*(sig_s+sig_a))/(2xpi);

Ou f, est la fonction de phase définie par :

function x=f_p(g,costheta)
x=(1-g~2)/(2*x(1+g~2-2*g*costheta) ~(3/2)) ;

B.4 Choix du nombre de pont [; a supprimer

function ld=sample_1d()
e=rand(1);
1d=2;
x=1/4;
if(e>1/2)
1d=2;
else if(e<1/2 && e>1/4)
1d=1;
else while(e>x || e<x/2)
1d=1d+1;
x=x/2;
end
end
end

B.5 Probabilité d’obtenir un /; donné

function pdil=pd(1ld,n)
if (1d==1), pdi=1/4;
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else if(1d==2), pdi=1/2;
else pd1=1/2"(1d);

end
end

B.6 Choix du nombre de pont [, a ajouter, en
fonction de [,

function la=sample_la(ld)
e=rand(1);
b=rand();
x=0.1;
if(e>0.5), la=1d; end
if(e<0.5 && e>0.45), la=1d+1; end
if(e<0.45 && e>0.10), la=1d-1; end
if (b>0.8 && e<0.1)
la=1d+2;
while(e>x || e<x/2)
la=la+1;
x=x/2;
end
end
if (b<0.8 && e<0.1)
la=1d-2;
while(e>x || e<x/2)
la=la-1;
x=x/2;
end
end
if (la<l)
la=1;
end

B.7 Probabilité d’obtenir un /[, donné condition-
nellement a [,

function pa2=pa(ld,la,t,n)

if (la==1d), pal=0.5;

end

if (la==1d+1), pal=0.05; end

if (la==1d-1), pal=0.35; end

if (la>1ld+1) pal=0.2%0.1%2"(-abs(la-1d)); end
if (la<ld-1) pal=0.8x0.1%2~(-abs(la-1d)); end
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B.8 Echantilloner un nouveau chemin dans la loi

(), sachant un chemin X

function [M,s,t,1ld,la]=sample_Q(sig_s,sig_a,g,X0,alpha,l)
n=size(X0,2);

ld=sample_1d();

if (1d>=n)

end

1d=n;

s=round ((n-1d)*rand())+1;
t=1ld+s;
la=sample_la(ld);

if (t<=n)
s2=round((la-1)*rand()) ;
t2=la-s2-1;
else
s2=1la-1;
t2=0;
end
M=[1;
for i=1:s
M(:,i)=X0(:,1i);
end
if (t<=n)
for i=t:n
M(:,i-1d+1a)=X0(:,1i);
end
end
if (s2>0)
if(s==1), M(:,s+l1)=genere_photon_init(sig_s,sig_a,g,M(:,s),alpha,l);
else M(:,s+1)=genere_photon(sig_s,sig_a,g,M(:,s-1),M(:,s),1); end
if(s2>1)
for i=2:s2 , M(:,s+i)=genere_photon(sig_s,sig_a,g,M(:,s+i-2),M(:,s+i-1),1); end
end
end
if (£2>0)
if (t==n), M(:,t-1-1d+la)=genere_photon_init(sig_s,sig_a,g,M(:,t-1d+la),alpha,l);
else M(:,t-1-1d+la)=genere_photon(sig_s,sig_a,g,M(:,t+1-1d+1la),M(:,t-1d+1la),l);
end
if (£2>1)
for j=2:t2
M(:,t-j-1ld+la)=genere_photon(sig_s,sig_a,g,M(:,t-j+2-1d+1la) ,M(:,t-j+1-1d+1la),l)
end
end
end

if(size(M,2)==1), [M,s,t,1d,la]l=sample_Q(sig_s,sig_a,g,X0,alpha,l); end
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B.9 calcul de la probabilité d’obtenir ce nou-
veau chemin

function p=Q(sig_s,sig_a,g,X,Y,alpha,ld,la,s,t)
n=size(X,2)

if (t>n) pa2=1;

else pa2=1/1la;

pd2=1/(n-1d+1);

h=0;

if(la==1), h=pa(ld,la,t,n);

else
for i=0:(la-1)
h=h+pa2*pa(ld,la,t,n)*pg(sig_s,sig_a,g,s,t,i,la-i-1,1d,1a,X,Y,alpha);
end

end

p=h*pd2*pd (1d,n) ;

ou pg est le produit des densités :

function h=pg(sig_s,sig_a,g,s,t,s2,t2,1d,1a,X,Y,alpha)

h=1;
if (s2>0)
if (s==1)
h=h*(1/(2*pi*(cos(pi-alpha)+1)));
if (s2>1)
for i=2:s82
h=h*dens_photon(sig_s,sig_a,g,Y(:,s+i-2),Y(:,s+i-1),Y(:,s+1));
end
end
end
if(s>1)
for i=1:s2 h=h*dens_photon(sig_s,sig_a,g,Y(:,s+i-2),Y(:,s+i-1),Y(:,s+i)); end
end
end
if (£2>0)
if (t==size(X,2))
h=h*(1/(2*pi*(cos(pi-alpha)+1)));
if (£2>1)
for j=2:t2
h=h*dens_photon(sig_s,sig_a,g,¥(:,t-(1d-1la)-j+2),Y(:,t-(1d-1la)-j+1),Y(:,t-(1d-1a)-j));
end
end
end
if (t<size(X,2))
for j=1:t2
h=h*dens_photon(sig_s,sig_a,g,Y(:,t-(1d-1la)-j+2),Y(:,t-(1d-1la)-j+1),Y(:,t-(1d-1a)-j));
end

end
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end

B.10 calcul de f

function tau=G(sig_s,sig_a,X,Y)
d=norm(Y-X) ;
tau=exp(-d*(sig_s+sig_a));

function x=hat_f(sig_s,g,X,Y,Z)

u=Y-X;

v=7Z-Y;

cos_theta=(sum(u.*v)/(norm(Y-X) *norm(Z-Y))) ;
theta=acos(cos_theta);
x=sig_s*f_p(g,cos(pi-theta));

function h=f(sig_s,sig_a,g,X)

h=G(sig_s,sig_a,X(:,1),X(:,2));

if (size(X,2)>2)
for i=2:(size(X,2)-1)
h=h*hat_f(sig_s,g,X(:,i-1),X(:,1),X(:,i+1))*G(sig_s,sig_a,X(:,1),X(:,i+1));
end

end

B.11 Algorithme de Metropolis

function [Z,taux_acceptation]=metropo(sig_s,sig_a,g,X0,N,K,alpha,l)
X=initialisation(sig_s,sig_a,g,X0,N,alpha,l);
X=arrondi(X,1);

grid on
hold on

test=[];

z2=[1;

Z=ones (4,K) ;

for m=1:3, Z(m,1)=X(m,size(X,2)-1); end
Z(4,1)=1;

for i=2:K

[Y,s,t,1d,lal=sample_Q(sig_s,sig_a,g,X,alpha,l);
Q_YX=Q(sig_s,sig_a,g,Y,X,alpha,la,ld,s,t+la-1d)
Q_XY=Q(sig_s,sig_a,g,X,Y,alpha,ld,la,s,t)
alpha2=min(1, (Q_YX*f(sig_s,sig_a,g,Y))/(Q_XY*f(sig_s,sig_a,g,X)));
U=rand (1) ;
if (U<alpha?2)

X=Y ;

X=arrondi(X,1);
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test(i-1)=1;
else

test(i-1)=0;
end

72=7;
for j=1:(i-1)

if(Z(1,j)==X(1,size(X,2)-1) && Z(2,j)==X(2,size(X,2)-1) && Z(3,j)==X(3,size(X,2)-1))

Z(4,j)=2(4,3)+1;

end
end
if (Z2==27)
for m=1:3, Z(m,i)=X(m,size(X,2)-1); end

7(4,i)=1;

end

end
taux_acceptation=sum(test)/(K-1)

(1;
1;
1 .

>

Nﬁu

while n<=size(Z,2)
if(Z(:,n) “=ones(4,1))
J(:,x)=Z(:,n);
x=x+1;
end
n=n+1;
end
J(4,:)=3(4,:)/K;
Z=7;

for i=1:size(Z,2)
if(Z(4,i)<quantile(Z(4,:),0.25))
plot3(z(1,1i),Z(2,1),Z2(3,1i),’*g’)

end

if (Z(4,i)>quantile(Z(4,:),0.25) && Z(4,i)<quantile(Z(4,:),0.5))
plot3(Z(1,1i),Z2(2,1),Z2(3,1i),’*b’)

end

if (Z(4,i)>quantile(Z(4,:),0.5) && Z(4,i)<quantile(Z(4,:),0.75))
plot3(z(1,1i),2(2,1),Z(3,1i), *y’)

end

if (Z(4,i)>quantile(Z(4,:),0.75))
plot3(Z(1,1),z2(2,1),Z(3,1i), ’*black’)
end
end

plot3(0,0,0,’*r’)



