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♥❡❡r✐♥❣ ✭▼❉❊✮ ❞❡✜♥❡s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ❣♦♦❞ ♣r❛❝t✐s❡s✳ ❚❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ▼❉❊ ✐s t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ t♦ r❡❛s♦♥ ❛♥❞ s♦❧✈❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥
♦❢ ♠♦❞❡❧s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥s✿ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❧② ❛ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥❝❡r♥ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ▼❉❊ ❛❞✈♦❝❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✭❉❙▼▲✮ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❆ ❉❙▼▲ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ❛ s②♥t❛① ❛♥❞ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❝❡r♥✳
❚❤✉s✱ t❤❡ ✇♦r❦ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ t❡❛♠s✱ ❡❛❝❤ t❡❛♠ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❛
s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❝❡r♥ ✇✐t❤ ❛❞❛♣t❡❞ t♦♦❧s✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r✐s❡s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✿ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s✱
❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ s②st❡♠ t♦ ♠♦❞❡❧ ❬✸❪✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ♥❡❡❞ ✇❛②s t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
♣✉r♣♦s❡s✱ ❡✳❣✳ ❝r❡❛t❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❢❡❡❞ ❛ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦r ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝②
♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡s ♠❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ♠♦❞❡❧s✱
❡✳❣✳ ♠♦❞❡❧ ♠❡r❣❡✱ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦r ❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐ts❡❧❢ ❝❧❡❛r❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧✐③✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳

❚♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛
✉♥✐✜❡❞✱ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■ts ✉♥✐✜❡❞ ♥❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♦♣❡r❛t♦rs✱ t♦ ❝❛♣✐t❛❧✐③❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ t♦ r❡✉s❡ ✐t t♦ ❞❡✜♥❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✬s ❢♦r♠❛❧ ♥❛t✉r❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❡①tr❛❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ s②st❡♠
t❤❛t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❣✐✈❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❡② ❝♦♠♣♦s❡✱ s♦
♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦st ♦❢ ♠✉❧t✐✲❢♦r♠❛❧✐s♠
♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✇♦r❦ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❙▼▲✳

❈❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② ❬✶✸❪ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r s✉❝❤ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐ts ❤✐❣❤
❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❡❧❞s ✉♥❞❡r ❛
❝♦♠♠♦♥ ✈♦❝❛❜✉❧❛r②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣✉s❤♦✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛
♠❡r❣❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❣r❛♣❤s ❬✶✾❪✱ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs
♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♣✉s❤♦✉t ❤❛s ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ✉s❛❜❧❡
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉s❡❞ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t t♦ ❞❡✜♥❡
s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ t❤✐s r❡♣♦rt ❜② ❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❡t t❤✐s ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♠♦❞❡❧
❞r✐✈❡♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ t♦ s❡t ✇❤❛t ✇❡ ♠❡❛♥ ❜② ✏♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✑✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❞❡✜♥❡ s♦♠❡
❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② ♥♦t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♠♦❞❡❧s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤✐s
❝❛t❡❣♦r② t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ s❡✈❡r❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✷ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt

✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❞r✐✈❡♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣

▼♦❞❡❧ ❞r✐✈❡♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭▼❉❊✮ ✐s ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t t❛❝❦❧✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦❥❡❝ts ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ❛t ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱
t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡rs t♦ ✐❣♥♦r❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❧✐t② ❛♥❞ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥
s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ❛s♣❡❝ts ♦♥❧②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦♥❡✿ ✏❚♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ❇✱ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❆✯ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❆ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥t t❤❛t ❇ ❝❛♥ ✉s❡

❆✯ t♦ ❛♥s✇❡r q✉❡st✐♦♥s t❤❛t ✐♥t❡r❡st ❤✐♠ ❛❜♦✉t ❆✳✑✭❬✶✹❪✮✳

✸



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❖▼● ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣②r❛♠✐❞

❋r♦♠ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ r❛✐s❡ t✇♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst✱ ❛ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts
❛ s②st❡♠✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♥♦t✐♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✐♥❢♦r♠❛❧✱ ❛s ✐t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢
❛ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ✇❡❧❧ ❛ s②st❡♠✳ ❆ ❧❡❛❞ ✐s ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✿ ✐t ♠✉st
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♥s✇❡r s❡✈❡r❛❧ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ s②st❡♠ ❥✉st ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② t❤❡ s②st❡♠ ✇♦✉❧❞
❤❛✈❡✱ ♥♦ ♠♦r❡✱ ♥♦ ❧❡ss✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ s✉❜st✐t✉t❛❜✐❧✐t② ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✭❬✶✹❪✮✳

❆s t❤❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s②st❡♠ ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❛♥s✇❡r ❛❧❧
t❤❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡① t♦♦✳ ❚❤✐s ♠✉st ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱ ❛s t❤❡ s✐♠♣❧❡r ❛ ♠♦❞❡❧ ✐s✱
t❤❡ ❡❛s✐❡r ✐t ✐s t♦ t❤✐♥❦ ❛❜♦✉t ✐t✳ ❙♦✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧✱ ♥♦t ✈❡r② ❝♦♠♣❧❡①
♠♦❞❡❧s✳ ❊❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛❞❞r❡ss❡s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥s✳ ❚❤✐s
✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇♦r❦ ✐s s♣❧✐t ♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ t❡❛♠s✿ ❡❛❝❤ t❡❛♠ ♠♦❞❡❧s ♦♥❧② ✐ts
❝♦♥❝❡r♥s✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣❡t s✉♣❡r✢✉♦✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ❛❞❞r❡ss❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥❝❡r♥✱ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ ❉♦♠❛✐♥ ❙♣❡❝✐✜❝ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ✭❉❙▼▲✮✳
❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦st s✉✐t❡❞ ♥♦t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛s ♠✉❝❤
❉❙▼▲ ❛s ♥❡❡❞❡❞ ✐s ❛ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✐♥ ▼❉❊✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ✐t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❯▼▲
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝✳

❆s ✐♥ t❤❡ ▼❉❊ ✈✐❡✇✱ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧✱ t❤♦s❡ ❉❙▼▲ ❛r❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❤r♦✉❣❤
♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s✳ ❆ ♠❡t❛♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡t❛✲♠❡t❛♠♦❞❡❧✱ t❤❡
▼❡t❛✲❖❜❥❡❝t ❋❛❝✐❧✐t② ✭▼❖❋✮✳ ❚❤❡ ▼❖❋ ✐s ♠❡t❛✲❝✐r❝✉❧❛r✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢✱
❛♥❞ t❤✉s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡
▼❖❋ ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ▼❖❋ ❤❛s ❜❡❡♥
❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❖❜❥❡❝t ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ●r♦✉♣ ✭❖▼●✮ ✐♥ ❬✶✺❪✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s t❤❡ ❖▼● ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣②r❛♠✐❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❚❤✐s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❢❛❝t q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧✱ ❛s
✉♥❞❡r❧✐♥❡❞ ❡✳❣✳ ❜② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ✇♦r❧❞✿ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭▼✵✮ ❝♦♥❢♦r♠s
t♦ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡ ✭▼✶✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❢♦r♠s t♦ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❣r❛♠♠❛r ✭▼✷✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❢♦r♠s t♦
❊①t❡♥❞❡❞ ❇❛❝❦✉s✲◆❛✉r ❋♦r♠ ✭❊❇◆❋✮ ✭▼✸✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐ts❡❧❢✳

✹



✷✳✷ ▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ▼❉❊ ♣r♦❝❡ss✱ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❞❡s❝r✐❜❡ ♦♥❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛② ❜❡
♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ ♠♦❞❡❧s ♦r s✐♠♣❧② ❢❡❡❞ ❛ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❚❤✉s✱
♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡r♥ ✐♥ ▼❉❊✳

❚❤♦✉❣❤✱ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t t♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❜❡
❝♦♠♣♦s❡❞ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❉❙▼▲✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ✐ts❡❧❢ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ ❉❙▼▲✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❡①♣r❡ss s♦♠❡
♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ✭❡✳❣✳ P❡rs♦♥✮ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♥❛♠❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②
❛♠♦♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳ ❈❧✐❡♥t✱ ❇✉②❡r ❛♥❞ P✉r❝❤❛s❡r✮✱ ♠❛❦✐♥❣ ❞✐✣❝✉❧t t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛✉t♦♠❛t✐❝ t♦♦❧s✱ ♥♦t t❛❧❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❆♥♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠
✐s t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ♦r ❡✈❡♥ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳ ❚❤✉s✱
❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s②st❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❝♦♠♣♦s❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥② ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

✷✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ♠❡r❣❡

▼♦❞❡❧ ♠❡r❣❡ ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉ts t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s ❛s ♦✉t♣✉t ❛ ♠❡r❣❡❞ ♠♦❞❡❧ ❬✸❪✳ ❚❤❡ ♠❡r❣❡❞ ♠♦❞❡❧s ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧s ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❛♥❞ t❤✉s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡r❣❡❞ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ✐♠♣❧✐❝✐t✱ ❛s ✐♥ ❯▼▲ ♠❡r❣❡ ❬✾✱ ✶✵❪✱ ✇❤❡r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♠❛♣♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡r❣❡ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✳ ❚✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡
❝❧❛ss❡s P❡rs♦♥ ❛♥❞ ❈✉st♦♠❡r✱ ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ♠❛♣♣✐♥❣✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛s❤❡❞ ❡❞❣❡s✳ ❚❤❡
♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t P❡rs♦♥ ❛♥❞ ❈✉st♦♠❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s❛♠❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✉s s❤♦✉❧❞
❜❡ ✉♥✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡r❣❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜❡❧❞s ✏♥❛♠❡✑✳

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♠❛② ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡q✉❛❧✐t② ❛♥❞
s✐♠✐❧❛r✐t② ❬✶❪✳ ■❢ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ❧✐♥❦✱ t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞
s♦♠❡✇❛② ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♠♦❞❡❧✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❧✐♥❦ s✐♠♣❧② ✐♠♣❧✐❡s ❛ ♠❡r❣❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t
tr❡❛t s✉❝❤ ♥♦t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ■t ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛
❞♦♠❛✐♥ ❡①♣❡rt✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱
♦r✱ ♠♦st ❧✐❦❡❧②✱ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❡♠✐✲❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ♦✉r st✉❞②✱ ✇❡
s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✳

✷✳✷✳✷ ▼♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❆ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡
♠♦❞❡❧ t♦ tr❛♥s❢♦r♠✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♠❛② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ♣❧❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r tr❛♥s❧❛t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦
❛♥♦t❤❡r ❉❙▼▲✳ ❆ r✉❧❡ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ t♦ ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t s❛②s ✐❢ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ♦r ❞❡❧❡t❡❞✱
❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ✉♥t✐❧
♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♦r❞❡r✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
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P❡rs♦♥
✏♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣
✏❛❣❡✿■♥t❡❣❡r

❈✉st♦♠❡r
✏♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣
✏❝✉st♦♠❡r■❞✿■♥t❡❣❡r

✔❣❡t❈✉st♦♠❡r■❞✭✮✿■♥t❡❣❡r

❈✉st♦♠❡r
✏♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣
✏❛❣❡✿■♥t❡❣❡r
✏❝✉st♦♠❡r■❞✿■♥t❡❣❡r

✔❣❡t❈✉st♦♠❡r■❞✭✮✿■♥t❡❣❡r

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚✇♦ ♠♦❞❡❧s ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡r❣❡✳

❆

❇ ❉

❈ ❉

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛rt
♣✐❝t✉r❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ t♦ ♠❛t❝❤✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛rt ♣✐❝t✉r❡s ❤♦✇ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ❛rr♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦ D✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t
t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss C ✐s ❞❡❧❡t❡❞✱ ✇❤✐❧❡ A ❛♥❞ B

❛r❡ ❝r❡❛t❡❞✳ ❆ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ B ❛♥❞ D ✐s ❛❧s♦ ❝r❡❛t❡❞✳

✷✳✷✳✸ ❆s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣

❆s♣❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❬✶✷❪ ✭❆❖P✮ ✐s ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✇❤✐❝❤ ❛✐♠s ❛t s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥s✳
■t ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛s♣❡❝t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝r♦ss✲❝✉tt✐♥❣ ❝♦♥❝❡r♥✳ ❆♥
❛s♣❡❝t ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥❝❡r♥✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s s❝❛tt❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❝♦❞❡✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❛s❡
♣r♦❣r❛♠✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧✱ ❝r♦ss✲❝✉tt✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛s♣❡❝ts✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣✿ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣
❞❡t❡❝ts✱ ❛t r✉♥✲t✐♠❡✱ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛❝❡s ❛♥❞ st❛rt ♥❡✇ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧
❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣ ✏r❡✲♦♣❡♥✑ t❤❡ ❜❛s❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❛❞❞ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t❤❡ ❛s♣❡❝ts s♣❡❝✐✜❡s✳ ■♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♦♥❧② ❛❞❞r❡ss str✉❝t✉r❛❧ ❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣✳

✻



❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛s♣❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❬✶✶❪✳ ❆♥ ❛s♣❡❝t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢
♣❛✐rs ♣♦✐♥t❝✉t✴❛❞✈✐❝❡✿ t❤❡ ♣♦✐♥t❝✉t ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ t♦ ♠❛t❝❤ ✐♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❛❞✈✐❝❡
❣✐✈❡s t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❛❞❞✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✹✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣♦✐♥t❝✉t✲
❛❞✈✐❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ✇❡❛✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧✳
❍❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝t ✐s t♦ ❛❞❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t♦ ❛ ✜♥✐t❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❋❙▼✮✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥t❝✉t
❥✉st ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ❋❙▼ str✉❝t✉r❡✱ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ ❞❡t❛✐❧s s✉❝❤ ❛s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡
st❛t❡s ❤❛✈❡ ♥❛♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❞✈✐❝❡ ❛❞❞ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛❞❞✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✿ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞
❛ ❝✉rr❡♥t st❛t❡✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳

✷✳✷✳✹ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥

❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛ s②st❡♠ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s t♦ ❡♥s✉r❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢
❝♦♥❝❡r♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❡✈♦❧✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ❧✐❢❡t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇❛♥t t♦
❦❡❡♣ t❤❡♠ s②♥❝❤r♦♥✐③❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✺✮✳ ❙②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡s
♠❛❞❡ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✳

✷✳✸ ❈❛t❡❣♦r② t❤❡♦r②

❈❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✹✵s ❜② ❊✐❧❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ▼❛❝ ▲❛♥❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝
t♦♣♦❧♦❣② ♣r♦❜❧❡♠s ❬✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t q✉✐❝❦❧② ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t ❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡❛s♦♥
♦♥ s✐♠✐❧❛r ♥♦t✐♦♥s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ✐ts ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✿
❛s ❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② ♦♥❧② ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❛rr♦✇s ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ♦❜❥❡❝ts✱ ✐t ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛
❣r❡❛t ✈❛r✐❡t② ♦❢ s✐t✉❛t✐♦♥s ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝❛♣✐t❛❧✐s❡ t❤❡♦r❡♠s✳

❉✉❡ t♦ t❤✐s ❡①tr❡♠❡ ✈❡rs❛t✐❧✐t②✱ ❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱
♥♦t❛❜❧② ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ❛❧s♦ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r
❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✽❪ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣✉s❤♦✉t✶ ❛♥❞ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ♣✉s❤♦✉t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ tr❛♥s♣♦s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❊▼❋❚✐❣❡r
t♦♦❧ ❬✷❪✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✉s❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✱ ❛ ❝❛t❡❣♦r✐❝❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✭s❡❡ ✸✳✺✮✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❧❛t❡r ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ❬✹❪✱ ❛♥❞
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❬✼❪✳ ❚❤♦✉❣❤✱ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s ❛ s❡r✐♦✉s ❞r❛✇❜❛❝❦✿ ❛s ✐t ✇❛s ✜rst ❞❡s✐❣♥❡❞
❢♦r ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ t❛❦❡ t♦t❛❧❧② ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t② ♦❢
♠♦❞❡❧s ✭❡✳❣✳ r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st ❡❞❣❡s✮✱ t❤♦✉❣❤ s♦♠❡ ❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
✐♥ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t②♣❡❞ ❛ttr✐❜✉t❡❞ ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✺❪✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t♦ ✉s❡ ♣✉s❤♦✉ts ❛s ❛ ✇❛② t♦ ♠❡r❣❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s
❜❡❡♥ ❡♥❝♦✉r❛❣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ✾✵s ❜② ●♦❣✉❡♥ ❬✽❪ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❡r❣❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ t❤❡✐r
❝♦♥s✐st❡♥❝② ❬✷✶❪✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ♣✉s❤♦✉ts ✐s t❤❛t t❤❡② ♣✉t str✉❝t✉r❡s t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤♦✉t ❛❞❞✐♥❣ ♥♦r ❞❡❧❡t✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣ ❬✷✵❪✳ ■t ✐s t❤✐s ✐❞❡❛ t❤❛t s❡❡♠s ✉s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡
♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ❡①❛♠✐♥❡ ♣✉s❤♦✉t✱ t❤♦✉❣❤ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡❧❡t❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❲❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧
❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✸ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s✿ ❈❛t❡❣♦r② t❤❡♦r②

❆s s❡❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ❤❛s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞♦✳ ■♥ ♦r❞❡r
t♦ ✉s❡ ✐t ❢♦r♠❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t ✐s ❛ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ t❤❡

✶✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ tr✐♣❧❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ✭❚●●✮✳
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❋❙▼

❙t❛t❡

❚r❛♥s✐t✐♦♥

♦✇♥✐♥❣❋s♠

♦✇♥❡❞❙t❛t❡s ♦✇♥❡❞❙t❛t❡s❻

1

1sr❝

❻♦✉t

1 t❣t

❻ ✐♥

♣♦✐♥t❝✉t

❙t❛t❡

✲st❡♣✭✮

❋❙▼

✲r✉♥✭✮

❚r❛♥s✐t✐♦♥

✲✜r❡✭✮

♦✇♥✐♥❣❋s♠

♦✇♥❡❞❙t❛t❡s ❻

1

1sr❝

❻♦✉t

1 t❣t

❻ ✐♥

✐♥✐t✐❛❧

1

❝

❝✉rr❡♥t

1

❛❞✈✐❝❡

❋❙▼
✲♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣

❙t❛t❡
✲♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣

❚r❛♥s✐t✐♦♥
✲❧❛❜❡❧✿▲❛❜❡❧

♦✇♥✐♥❣❋s♠

♦✇♥❡❞❙t❛t❡s ♦✇♥❡❞❙t❛t❡s❻

1

1sr❝

❻♦✉t

1 t❣t

❻ ✐♥

❜❛s❡ ♠♦❞❡❧

❙t❛t❡
✲♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣

✲st❡♣✭✮

❋❙▼
✲♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣

✲r✉♥✭✮

❚r❛♥s✐t✐♦♥
✲❧❛❜❡❧✿▲❛❜❡❧
✲✜r❡✭✮

♦✇♥✐♥❣❋s♠

♦✇♥❡❞❙t❛t❡s ❻

1

1sr❝

❻♦✉t

1 t❣t

❻ ✐♥

✐♥✐t✐❛❧

1

❝

❝✉rr❡♥t

1

✇♦✈❡♥ ♠♦❞❡❧

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡ ♣♦✐♥t❝✉t✲❛❞✈✐❝❡✳ ❖♥ t❤❡
❜♦tt♦♠✱ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s♣❡❝t ✇♦✈❡♥✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝t ✐s
t♦ ❛❞❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t♦ ❛ ❋✐♥✐t❡ ❙t❛t❡ ▼❛❝❤✐♥❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❆ ●P❙ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛♥② ✈✐❡✇s ❢♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✲
❝❡r♥s✳ ❉❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t ♠♦❞❡❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳

❝♦❡q✉❛❧✐③❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✳

✸✳✶ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❈❛t❡❣♦r②✮✳ ❆ ❝❛t❡❣♦r② ❝♦♥s✐sts ♦❢✿

❼ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝ts

❼ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛rr♦✇s

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

❼ ❊❛❝❤ ❛rr♦✇ ❤❛s ❛ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ t❛r❣❡t✱ ❝❛❧❧❡❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡
♥♦t❡ f ✂ A� B t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛rr♦✇ f ❤❛s ❢♦r ❞♦♠❛✐♥ A ❛♥❞ ❢♦r ❝♦❞♦♠❛✐♥ B✳

❼ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❛rr♦✇s✱ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② f ✂ A� B ❛♥❞ g ✂ B � C✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts g ❳ f ✂ A� C ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②✳

❼ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✿ h ❳ ❼g ❳ f➁ � ❼h ❳ g➁ ❳ f ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳

❼ ❚♦ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t A ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛♥ ✐❞❡♥t✐t② ❛rr♦✇ idA ✂ A � A✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡✉tr❛❧ ❢♦r t❤❡
❛rr♦✇ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ➛f ✂ A� B, idB ❳ f � f � f ❳ idA

f g h

g ❳ f

h ❳ g

h ❳ ❼g ❳ f➁ � ❼h ❳ g➁ ❳ f

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❆ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

✾



❘❡♠❛r❦✳ ❈♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts s♦♠❡t✐♠❡s ✇r✐t❡ f ; g ✐♥st❡❛❞ ♦❢ g ❳ f ✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
♥♦t❛t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❳✮ ❛s ✐t ✐s t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t✱ ❡✈❡♥ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳

■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t ♦❢ s❡ts
❛♥❞ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ●r❛♣❤ ♦❢ ❣r❛♣❤s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s ♥♦t t♦ ♣r♦✈❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❛❧❧ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✇❡
❞♦ ❛❜♦✉t t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✱ ❜✉t r❛t❤❡r t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦t✐♦♥s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡✳
❆❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✻❪✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②
●r❛♣❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❛ ❝❛t❡❣♦r② ❬✶✾❪✳

❊①❛♠♣❧❡ ✭❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t✮✳ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t ❤❛s t❤❡ s❡ts ❛s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥s✷ ❛s ❛rr♦✇s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛rr♦✇s ✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t②
❛rr♦✇s ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❲❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❙❡t ✐s ❛ ❝❛t❡❣♦r②✿

❼ ❊✈❡r② ❛rr♦✇ ❤❛s ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s f ✂ A � B ❛♥❞ g ✂ B � C ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥
g ❳ f ✂ A� C ♠❛♣♣✐♥❣ ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t a ❃ A ♦♥ g❼f❼a➁➁✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✳

❼ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡✉tr❛❧ ❢♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

❊①❛♠♣❧❡ ✭❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ●r❛♣❤✮✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ❛ ❣r❛♣❤ ✐s ❛ ♣❛✐r G � ❼V,E➁ ✇✐t❤ V ❛ s❡t ♦❢
✈❡rt❡① ❛♥❞ E ❜ V ✕V ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✳ ❋♦r e � ❼v1, v2➁ ❃ E✱ ✇❡ ♥♦t❡ fst❼e➁ � v1 ❛♥❞ snd❼e➁ � v2✳
❆ ❣r❛♣❤ ♠♦r♣❤✐s♠ h ✂ A � B ✐s ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s h � ❼hV , hE➁✱ ✇✐t❤ hV ✂ VA � VB

❛♥❞ hE ✂ EA � EB✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡r✈❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤s✱ ✐✳❡✳ ➛e ❃ EA, fst❼hE❼e➁➁ �

hV ❼fst❼e➁➁ ❛♥❞ snd❼hE❼e➁➁ � hV ❼snd❼e➁➁✳
❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ●r❛♣❤ ❤❛s ❣r❛♣❤s ❛s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ❣r❛♣❤ ♠♦r♣❤✐s♠s ❛s ❛rr♦✇s✳ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥

♦❢ ❛rr♦✇s ✐s t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐❞❡♥t✐t② ❛rr♦✇s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠♦r♣❤✐s♠s✳
●r❛♣❤ ✐s ❛ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛s✿

❼ ❊✈❡r② ♠♦r♣❤✐s♠ ❤❛s ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛ ❝♦❞♦♠❛✐♥

❼ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡✿ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ f ✂ A � B

✇✐t❤ g ✂ B � C ✐s t❤❡ ❣r❛♣❤ ♠♦r♣❤✐s♠ g ❳ f � ❼gV ❳ fV , gE ❳ fE➁ ❢r♦♠ A t♦ C ♠❛♣♣✐♥❣
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t a ❃ VA t♦ gV ❼fV ❼a➁➁ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t e ❃ EA t♦ gE❼fE❼e➁➁✳

❲❡ ❝❤❡❝❦ t❤❛t g ❳ f ✐s ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✿ ❛s g ❛♥❞ f ❛r❡ ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ❢♦r ❡✈❡r② e ❃ EA✱
fst❼gE❼fE❼e➁➁➁ � gV ❼fst❼fE❼e➁➁➁ � gV ❼fV ❼fst❼e➁➁➁✱ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r snd✱ s♦ g ❳ f ✐s ❛
♠♦r♣❤✐s♠✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✿

h ❳ ❼g ❳ f➁ � ❼hV ❳ ❼gV ❳ fV ➁, hE ❳ ❼gE ❳ fE➁➁

� ❼❼hV ❳ gV ➁ ❳ fV , ❼hE ❳ gE➁ ❳ fE➁

� ❼h ❳ g➁ ❳ f

❼ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠♦r♣❤✐s♠ idG � ❼idV , idE➁ ✐s✱ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✱ ♥❡✉tr❛❧ ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✷❆ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❢✉♥❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡✐r ❞♦♠❛✐♥✮
t❤❛t ✇❡ ✉s❡ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳

✶✵



A A ✔B B

C

ù

ιA ιB

f g

�f, g✆✦

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❼A ✔B, ιA, ιB➁ ✐s t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ A ❛♥❞ B✳

✸✳✷ ❈♦♣r♦❞✉❝t

❚❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳ ■♥ s❡t t❤❡♦r②✱ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t
✉♥✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ✉♥✐♦♥✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐❢ t❤❡ t✇♦ s❡ts ❤❛✈❡ ❛ ♥♦♥✲❡♠♣t② ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✱ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t✇✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ t✇♦ s❡ts ❛s ❞✐s❥♦✐♥t✳ ▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ A ❃B ☞ ❼A ✕ ➌1➑➁ ✽ ❼B ✕ ➌2➑➁✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❈♦♣r♦❞✉❝t✮✳ ❆ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝t A ❛♥❞ B ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t A ✔B t♦❣❡t❤❡r
✇✐t❤ t✇♦ ✐♥❥❡❝t✐♦♥s ❛rr♦✇s ιA, ιB s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♦❜❥❡❝t C ✇✐t❤ f ✂ A � C ❛♥❞ g ✂ B � C✱
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛rr♦✇ �f, g✆ ✂ A ✔B � C s✉❝❤ t❤❛t �f, g✆ ❳ ιA � f ❛♥❞ �f, g✆ ❳ ιB � g✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✼✳ ❚❤❡ s②♠❜♦❧ù ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠
❝♦♠♠✉t❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❡q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✿ �f, g✆ ❳ ιA � f ❛♥❞
�f, g✆❳ ιB � g✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛rr♦✇ �f, g✆ ✐s ❞❛s❤❡❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ✐s
❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❡①❝❧❛♠❛t✐♦♥ ♠❛r❦ ✏✦✑ ❡♠♣❤❛s✐③❡s t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss
♦❢ t❤❡ ❛rr♦✇ �f, g✆✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❛rr♦✇ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦♠♠✉t❡✳

❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts A ❛♥❞ B ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳ ▲♦♦s❡❧② s♣❡❛❦✲
✐♥❣✱ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ✉♣ t♦ r❡♥❛♠✐♥❣✿ ❛❧❧ t❤❡
❝♦♣r♦❞✉❝ts ♦❢ A ❛♥❞ B ❤❛✈❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ✉♥✐q✉❡♥❡ss✱ ✇❡ ♠❛②
t❛❧❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝♦♣r♦❞✉❝t✳

❊①❛♠♣❧❡ ✭■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t✮✳ ■♥ ❙❡t✱ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ s❡ts A ❛♥❞ B ✐s A ❃ B✱
t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ♦❢ A ❛♥❞ B✳ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛rr♦✇s ❛r❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✿

ιA ✂
A � A ❃B

a � a
✳

❊①❛♠♣❧❡ ✭■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ●r❛♣❤✮✳ ❆ ❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ s❡ts✱ ❛ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❛
s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t ♦❢ s❡ts ✐s t❤❡ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐♥ ●r❛♣❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡
✉s❡ t❤❡ ✉s✉❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✿ A ❃ B � ❼VA ❃ VB,EA ❃ EB➁✱ ιA � ❼ιVA

, ιEA
➁ ❛♥❞

ιB � ❼ιVB
, ιEB

➁✳ ❚❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐s t❡❞✐♦✉s ❜✉t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢❛❝ts ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲
✇✐s❡✳

❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✽ ♣✐❝t✉r❡s ❛ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐♥ ●r❛♣❤✳ ❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ✐s ❛
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥✿ ✇❡ ♣✉t t❤❡ t✇♦ ❣r❛♣❤s t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ✉s❡
t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ✉s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❣r❛♣❤
❝♦♠❡s ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❣r❛♣❤ ♠♦r♣❤✐s♠s f ✂ A � C ❛♥❞
g ✂ B � C✱ t❤❡ ❛rr♦✇ �f, g✆ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥✲♠❛t❝❤✐♥❣ ♦♥

✶✶



A
B

A ❃ B

ιA

ιB

❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ●r❛♣❤✳

A ❃ B✿ ✐❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ A ✭✐✳❡✳ ❤❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ιA✮✱ ✇❡ ❛♣♣❧② f ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡
❛♣♣❧② g✳

✸✳✸ ❈♦❡q✉❛❧✐③❡r

❚❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ q✉♦t✐❡♥t ❜② ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡
r❡❧❛t✐♦♥✱ ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❈♦❡q✉❛❧✐③❡r✮✳ ❆ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t✇♦ ❛rr♦✇s f ✂ A� B ❛♥❞ g ✂ A� B ✐s ❛♥ ❛rr♦✇
h ✂ B � C s✉❝❤ t❤❛t h ❳ f � h ❳ g ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r② h➐

✂ B � C ➐ ✇✐t❤ h➐
❳ f � h➐

❳ g✱ t❤❡r❡
❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛rr♦✇ k ✂ C � C ➐ s✉❝❤ t❤❛t k ❳ h � h➐✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✾✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ❛s
❢♦r t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✳

❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ s♦✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✱
✇❡ ♠❛② s❛② t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ A ❛♥❞ B✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ A ❛♥❞ B✳

A B C

C ➐

ù

f

g

h

h➐
k✦

❋✐❣✉r❡ ✾✿ C ✐s t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ f ❛♥❞ g✳

✶✷



❊①❛♠♣❧❡ ✭■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t ♦❢ s❡ts✱ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s
f ✂ A � B ❛♥❞ g ✂ A � B ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❡t ✂ ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ➛a ❃ A,f❼a➁ ✂ g❼a➁✳ ▲❡t C � B⑦ ✂ ❜❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t s❡t ♦❢ B ❜②
✂✱ ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s ♦❢ B ✉♥❞❡r ✂✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π

❢r♦♠ B t♦ C✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛♣s ❡✈❡r② ❡❧❡♠❡♥t b ♦❢ B ♦♥ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss �b✆ ✐♥ C✱ ✐s ❛ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r
♦❢ f ❛♥❞ g✳

❊①❛♠♣❧❡ ✭■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ●r❛♣❤✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t✇♦
♠♦r♣❤✐s♠s f ✂ A � B ❛♥❞ g ✂ A � B ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❧❡t ✂V ❜❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t ➛v ❃ VA, fV ❼v➁ ✂V gV ❼v➁✱ ❧❡t VC � VB⑦ ✂V ❜❡ t❤❡ q✉♦t✐❡♥t ♦❢
VB ❜② ✂V ✱ ❛♥❞ ❧❡t πV ✂ VB � VC ❜❡ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ✂E ✱ EC � EB⑦ ✂E

❛♥❞ πE ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ▲❡t C ❜❡ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❼VC ,EC➁✱ t❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ π � ❼πV , πE➁ ✐s ❛
❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ f ❛♥❞ g✳

❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♠♦r♣❤✐s♠s ♥❡❡❞s s♦♠❡ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐t ✐s
♥♦t ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t C ✐s ❛ ❣r❛♣❤✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❛t π ✐s ❛ ♠♦r♣❤✐s♠✱ ♥❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❡①❝❡♣t ❢♦r t❤❡s❡
❞❡t❛✐❧s✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❤❛t ✐t ✐s ❛ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ✐s t❡❞✐♦✉s ❜✉t str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✳

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t C ✐s ❛ ❣r❛♣❤ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❣r❛♣❤ ♠♦r♣❤✐s♠s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤s✸✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss �e✆E ✱ ❛❧❧ t❤❡ ✜rst
❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ �e✆E ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ❡❞❣❡ e ✐♥ EB✱ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss �e✆E ✐s ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦
t❤❡ ❡❞❣❡ ❼�fst❼e➁✆V , �snd❼e➁✆V ➁✳ ❚❤❡ ♠♦r♣❤✐s♠ ♥❛t✉r❡ ♦❢ π ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢
❛r❣✉♠❡♥ts✳

✸✳✹ ❈♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r✱ ✇❡ ♠❛② ♥♦t✐❝❡ ❛ ❝♦♠✲
♠♦♥ ♣♦✐♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ t❤❡② ❤❛✈❡ s♦♠❡ ♣r♦♣❡rt② P ✭❤❛✈✐♥❣ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛r✲
r♦✇s✴❝♦❡q✉❛❧✐③✐♥❣ f ❛♥❞ g✮ ❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt②
P ✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛rr♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t✴❝♦❡q✉❛❧✐③❡r t♦ t❤✐s ♦t❤❡r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s
❢❛❝t ✐s ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡ t❤✐s ♥♦t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭■♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t 0 ♦❢ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t
s✉❝❤ t❤❛t✱ ❢♦r ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t B ♦❢ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛rr♦✇ ❢r♦♠ 0 t♦ B ✭s❡❡
✜❣✉r❡ ✶✵✮✳

✵
!

!

!

!

!

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛rr♦✇ ❢r♦♠ t❤✐s ♦❜❥❡❝t t♦ ❡✈❡r② ♦t❤❡r
♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②✳

✸❆s st❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s fV ❼fst❼e➁➁ � fst❼fE❼e➁➁ ❛♥❞ fV ❼snd❼e➁➁ � snd❼fE❼e➁➁✳

✶✸



A

P

B

p1 p2

A

P

B

Q ù

p1

q1

p2

q2

m

❋✐❣✉r❡ ✶✶✿ ❆ tr✐♣❧❡ ❼P, p1, p2➁ ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ m ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❈AB✳

❘❡♠❛r❦✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

❊①❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳ ●✐✈❡♥ ❛♥② s❡t B✱ t❤❡r❡ ✐s
❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ❛rr♦✇ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣t② s❡t t♦ B✿ t❤❡ ❡♠♣t② ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤♦♠ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡♠♣t②✳

❊①❛♠♣❧❡✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ●r❛♣❤ ✐s t❤❡ ❡♠♣t② ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡
✉♥✐q✉❡ ❛rr♦✇s ❢r♦♠ ✐t t♦ ❛♥② ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t ❛r❡ t❤❡ ❡♠♣t② ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❤♦♠ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡
❡♠♣t② ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭❈♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ❈ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♣❡rt② P ✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❈P ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❈ s❛t✐s❢②✐♥❣ P ✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s
❝❛t❡❣♦r② ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦s✳ ✲ ❆s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ✐s ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✱ s♦ ❛r❡ t❤❡ ❝♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

✲ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛r❡ s❛✐❞ ❝♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧ ❛♠♦♥❣
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② P ✱ ♦r t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt②✳

❊①❛♠♣❧❡ ✭❈♦♣r♦❞✉❝t✮✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✶✳ ■♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ❈✱ ❣✐✈❡♥ A ❛♥❞
B✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr✐♣❧❡s ❼P, p1, p2➁ ✇❤❡r❡ p1 ✂ A� P ❛♥❞ p2 ✂ B � P ✱ t❤❡② ❢♦r♠ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts
♦❢ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ❈AB✳ ❆♥ ❛rr♦✇ m ✂ ❼P, p1, p2➁ � ❼Q, q1, q2➁ ♦❢ ❈AB ✐s ❛♥ ❛rr♦✇ ♦❢ ❈ s✉❝❤ t❤❛t
q1 ❳m � p1 ❛♥❞ q2 ❳m � p2✳ ❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ A ❛♥❞ B✳ ❚❤✉s✱
t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ❤❛s t❤❡ ❝♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt②✳

✸✳✺ P✉s❤♦✉t

❆s s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ♣✉s❤♦✉ts ✐s t❤❛t t❤❡② ♣✉t str✉❝t✉r❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤♦✉t
❛❞❞✐♥❣ ♥♦r ❞❡❧❡t✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣ ❬✷✵❪✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻✳ ❆ ♣✉s❤♦✉t ♦❢ ❛ ♣❛✐r ♦❢ ❛rr♦✇s f ✂ A � B ❛♥❞ g ✂ A � C ✐s ❛♥ ♦❜❥❡❝t P ❛♥❞ ❛
♣❛✐r ♦❢ ❛rr♦✇s g➐

✂ B � P ❛♥❞ f ➐
✂ C � P s✳t✳ g➐

❳ f � f ➐
❳ g ❛♥❞ ✐❢ i ✂ B �X ❛♥❞ j ✂ C �X ❛r❡

s✉❝❤ t❤❛t i ❳ f � j ❳ g t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐q✉❡ k ✂ P � X s✳t✳ i � k ❳ g➐ ❛♥❞ j � k ❳ f ➐ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✶✷✮✳

❘❡♠❛r❦✳ P✉s❤♦✉ts ❤❛✈❡ t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ✉♥✐q✉❡ ✉♣ t♦ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠✳

✶✹



❆ ❇

❈ P

❳

ù

❢

❣ ❣✬

❢✬

✐

❥

❦

✦

❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❼P, f ➐, g➐➁ ✐s ❛ ♣✉s❤♦✉t ♦❢ f ❛♥❞ g✳

❊①❛♠♣❧❡ ✭■♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②●r❛♣❤✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣✉s❤♦✉t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②●r❛♣❤ ✐s ♣✐❝t✉r❡❞
♦♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✸✳ ❆s ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ ♦♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❣r❛♣❤ D✱ ♣❛rt✱ ✇✐t❤ f ➐ ❛♥❞ g➐✱ ♦❢ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t
♦❢ f ❛♥❞ g✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ B ❛♥❞ C ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ A✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A

❛♥❞ t❤❡✐r ✐♠❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ f ❛♥❞ g s❡r✈❡ ❛s ❛ ♠❛r❦❡r ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ B ❛♥❞ C✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡r❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
f ➐ ❛♥❞ g➐ ❣✐✈❡ ✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ D✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✐❢ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢
D ✐s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ f ➐ ❛♥❞ g➐✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ ✐ts ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts✱
♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❣r❛♣❤ ✐t ❝♦♠❡s ❢r♦♠✳

❆s t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ✐s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐t ✐❢ ✇❡
✇❛♥t t♦ ✉s❡ ✐t ✐♥ ❛ t♦♦❧✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡①✐sts✱ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ■♥ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♣r♦❞✉❝t✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② t✇♦ ❛rr♦✇s

✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❝♦❞♦♠❛✐♥ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r✱ ❡✈❡r② t✇♦ ❛rr♦✇ f ✂ A � B ❛♥❞

g ✂ A� C ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥ A ❤❛✈❡ ❛ ♣✉s❤♦✉t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♣✉s❤♦✉t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞

❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥s B ❛♥❞ C ♦❢ f ❛♥❞ g✱ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r

h ✂ B ❃ C � D ♦❢ ιB ❳ f ❛♥❞ ιC ❳ g✱ t❤❡ tr✐♣❧❡ ❼D,h ❳ ιC , h ❳ ιB➁ ✐s ❛ ♣✉s❤♦✉t ♦❢ f ❛♥❞ g ✭s❡❡

✜❣✉r❡ ✶✹✮✳

✹ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ▼♦❞❡❧

✹✳✶ ❆ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣s

❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t
t❤❡② r❡❧② ♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣s t♦ ❡①♣r❡ss ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❛♣♣❡❛rs q✉✐t❡ ♥❛t✉r❛❧ t♦
❞❡✜♥❡ ❛ ❝❛t❡❣♦r② ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s ❛s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣s ✭✐✳❡✳ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s✮ ❛s
❛rr♦✇s✳

❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❝❧❛ss❡s ❧✐♥❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ❚❤♦✉❣❤✱ ❢♦r r❡❛s♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
♠❛❞❡ ❝❧❡❛r❡r ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠♦❞❡❧s ❛s
✜rst ❝❧❛ss ♦❜❥❡❝ts✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛s s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❦s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❝❧❛ss❡s✳ ❘❡str✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛② ❜❡

✶✺



✶ ✷

✸ ✺

A

✶ ✷

✸

✹

B

✶ ✷

✸ ✺

C

✶ ✷

✸

✹

✺

D

❢

❣ ❣✬

❢✬

❋✐❣✉r❡ ✶✸✿ ❆ ♣✉s❤♦✉t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ●r❛♣❤✳

A

B ❃C

B

C D

f

g

ιB

ιC

ιC ❳ g

ιB ❳ f

h

g➐
� h ❳ ιB

f ➐
� h ❳ ιC

❋✐❣✉r❡ ✶✹✿ ❆ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✳

✶✻



❆

❇
✲♥❛♠❡✿❙tr✐♥❣

r

s

❆

❇

r s

❙tr✐♥❣
♥❛♠❡

❋✐❣✉r❡ ✶✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❢♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐s ♥♦t
r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳

❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛t ♠♦st t✇♦ ♦❜❥❡❝ts✱ ❛s ✐❢ ✐t ✇❛s ❛ ❧✐♥❦✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♦♥❧② ♦♥❡✱ ♦r
❡✈❡♥ t♦ ♥♦ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡❛s② t♦ ♠❛♥❛❣❡ ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❦s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❛s r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❡❞✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♣✉t ✐♥ ✐ts ❡❞❣❡s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭▼♦❞❡❧✮✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛ s❡t C ♦❢ ❝❧❛ss❡s✱ ❛ s❡t R ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛ s❡t E ♦❢
❡❞❣❡s s✉❝❤ t❤❛t

✶✳ E ❜ C ✕R ✽R ✕C

✷✳ ➛❼r, c➁ ❃ E ✾R ✕C,➛c➐
❃ C, ❼r, c➐➁ ❃ E ✡✟ c � c➐

✸✳ ➛❼c, r➁ ❃ E ✾C ✕R;➛c➐
❃ C, ❼c➐, r➁ ❃ E ✡✟ c � c➐

❘❡♠❛r❦✳ ●✐✈❡♥ ❛♥ ❡❞❣❡ e✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s e❼c➁ ❛♥❞ e❼r➁ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡
❡♥❞s ♦❢ e✳

❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s st♦r❡❞ ✐♥ ✐ts ❡❞❣❡s✿ ✐❢
❼c, r➁ ❃ E✱ r ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r♦♠ ❝❧❛ss c✱ ✇❤❡r❡❛s ✐❢ ❼r, c➁ ❃ E✱ r ✐s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ c✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts
✷ ❛♥❞ ✸ s❛② t❤❛t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❢r♦♠ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝❧❛ss ❛♥❞ t♦ ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❝❧❛ss✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✉s✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✐ts ❢♦r♠❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✶✺✳
❆ ♠♦❞❡❧ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤r❡❡ r❡❧❛t✐♦♥s✿ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss❡s✱ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡s❡
♠❛♣♣✐♥❣s ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭▼♦❞❡❧ ♠❛♣♣✐♥❣✮✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♠♦❞❡❧s A � ❼CA,RA,EA➁ ❛♥❞ B � ❼CB,RB,EB➁✱
❛ ♠♦❞❡❧ ♠❛♣♣✐♥❣ M ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B ✐s ❛ tr✐♣❧❡ ❼MC ,MR,ME➁ s✉❝❤ t❤❛t MC ❜ CA ✕ CB✱

MR ❜ RA ✕RB✱ ME ❜ EA ✕EB ❛♥❞ ➛ea, eb ❃ ME , ❼e❼c➁a , e
❼c➁
b

➁ ❃ MC ❛♥❞ ❼e❼r➁a , e
❼r➁
b

➁ ❃ MR✳
❆♥ ❡❧❡♠❡♥t ❼a, b➁ ♦❢ MC ✽MR ✽ME ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t r✉❧❡✳

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ♠❛♣♣✐♥❣✳
❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ▼♦❞❡❧❘❡❧✱ ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧s ❛s ♦❜❥❡❝ts ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ♠❛♣♣✐♥❣s ❛s ❛rr♦✇s✱ ❤❛s

❜❡❡♥ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❝♦❡q✉❛❧✐③❡rs✱ ❝♦♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ♣✉s❤♦✉ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡
❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❖❈❛♠❧✹✳ ❲❤❡♥ ✇❡ tr✐❡❞ t♦
✉s❡ t❤❡♠✱ ❛ ❢❛❝t ❛♣♣❡❛r❡❞✿ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ❞✐❞ ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ r❡❛❧❧② ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✻✮✱
t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ❞✐❞✳ ❆❢t❡r ❛ ❧✐tt❧❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✐t ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t ✐t ✇❛s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❤❡♥ ✇❡

✹❤tt♣✿✴✴❝❛♠❧✳✐♥r✐❛✳❢r✴♦❝❛♠❧✴✐♥❞❡①✳❢r✳❤t♠❧

✶✼
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b

c

d

B

a

A

❃ f

❃ g

❃ f

❚❤❡ t✇♦ ❛rr♦✇s f, g ✂ A� B

b

c

d

B

a

A

e

C

❃ f

❃ g

❃ f

❃ h

❃ h

❃ h

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ f ❛♥❞ g✳

b

c

d

B

a

A

e1

e2

C

❃ f

❃ g

❃ f

❃ h

❃ h

❃ h

❃ h

❚❤❡ r❡❛❧ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ f ❛♥❞ g✳

❋✐❣✉r❡ ✶✻✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❤❛✈❡ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r②
▼♦❞❡❧❘❡❧✳ ■♥ t❤❡ t♦♣✱ t✇♦ r❡❧❛t✐♦♥ f, g ✂ A � B✳ ■♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢
t❤❡s❡ t✇♦ ❛rr♦✇s✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ❝♦✲✉♥✐✈❡rs❛❧✐t② ♣r♦♣❡rt②✳

✶✽



✉s❡❞ t❤❡ ♣✉s❤♦✉ts✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛s ❛rr♦✇s ♦♥❧② ♣❛rt✐❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠s✳ P❛rt✐❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠ ❛r❡ ❛ s♣❡❝✐❛❧
❦✐♥❞ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✱ ❜❡❤❛✈❡s ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ❤❛♣♣❡♥✱ s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❙♦ ✇❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♦✉r ❝❛t❡❣♦r② t♦ ✉s❡ ♣❛rt✐❛❧
♠♦r♣❤✐s♠s ❛s ❛rr♦✇s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛♣♣✐♥❣s✱ t❤✐s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ▼♦❞❡❧✳

✹✳✷ ❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ▼♦❞❡❧

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ▼♦❞❡❧ ❤❛s ❛s ♦❜❥❡❝ts ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❛s ❛rr♦✇s ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❜✉t ✇❡ st✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧
♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠ ❛s t❤r❡❡ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ ❝❧❛ss❡s✱ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞
❛❞❞ s♦♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡② ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡✐r ♣❛rt✐❛❧ ♥❛t✉r❡
✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ♣✉s❤♦✉ts✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡✜♥✐♥❣
✇❤❛t ✐s ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭P❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ s❡ts A ❛♥❞ B✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✂ A � B ✐s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ f ✂ A➐ � B ✇✐t❤ A➐ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ A✳ A ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ f ✱ ♥♦t❡❞ dom❼f➁✱ ✇❤✐❧❡ A➐

✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ f ✱ ♥♦t❡❞ def❼f➁✳ ❋♦r x ❃ dom❼f➁❷def❼f➁✱ f❼x➁ ✐s ✉♥❞❡✜♥❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ x ❃ def❼g ❳

f➁ ✡✟ ❼x ❃ def❼f➁ ❛♥❞ f❼x➁ ❃ def❼g➁➁ ❛♥❞ g ❳ f❼x➁ � g❼f❼x➁➁✳
❋r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✂ A� B✱ ✇❡ ❝❛♥ t✉r♥ ✐t ✐♥t♦ ❛ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧

✈❛❧✉❡ ➊✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✉♥❞❡✜♥❡❞✱ t♦ B✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ B➊
� B ✽ ➌➊➑ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ f➊

✂ A� B➊ ❜②

f➊❼x➁ �
➣➝➝
➛
➝➝↕

f❼x➁ ✐❢ x ❃ def❼f➁,

➊ ❡✐t❤❡r.

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f➊ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② f ✳ ❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣♦s❡
s✉❝❤ ✐♥❞✉❝❡❞ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
♥❡✇ ✈❛❧✉❡ ➊✳ ❙♦ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t g➊❼➊➁ � ➊✳ ❚❤✐s ✈✐❡✇ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ str✐❝t❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ❧❛t❡r ♣r♦♦❢s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭P❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠✮✳ ●✐✈❡♥ t✇♦ ♠♦❞❡❧s A � ➌CA,RA,EA➑ ❛♥❞ B �

➌CB,RB,EB➑✱ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠ f ✂ A � B ✐s ❛ tr✐♣❧❡ ❼fC , fR, fE➁ s✉❝❤ t❤❛t fC ✂

CA � CB✱ fR ✂ RA � RB ❛♥❞ fE ✂ EA � EB ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ t❤❛t

➛e ❃ def❼fE➁, e
❼c➁

❃ def❼fC➁, e
❼r➁

❃ def❼fR➁, fC❼e
❼c➁➁ � ❼fE❼e➁➁

❼c➁ ❛♥❞ fR❼e
❼r➁➁ � ❼fE❼e➁➁

❼r➁

✭✶✮

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭✶✮ ✐s t♦ ♣r❡s❡r✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✿ ✐❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ♠❛♣♣❡❞
✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❡❞❣❡✱ t❤❡♥ t❤❡✐r ❡♥❞s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

❘❡♠❛r❦✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ♠❛② ✉s❡ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠✱ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠ ♦r s✐♠♣❧②
♠♦r♣❤✐s♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠✳

❚♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝❛t❡❣♦r②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ❛rr♦✇s ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❛rr♦✇s✳ ❲❡
t❤✉s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭P❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ♠♦❞❡❧
♠♦r♣❤✐s♠s ✐s ❞♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡✱ ✐✳❡✳ g ❳ f � ❼gC ❳ fC , gR ❳ fR, gE ❳ fE➁✳

✶✾



Pr♦♦❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♠♦r♣❤✐s♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✶✮✳
▲❡t e ❃ def❼gE ❳ fE➁ ❜❡ ❛♥ ❡❞❣❡✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ e ❃

def❼fE➁ ❛♥❞ fE❼e➁ ❃ def❼gE➁✳ ❆s f ❛♥❞ g ❛r❡ ♠♦r♣❤✐s♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t e❼c➁ ❃ def❼fC➁✱
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❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ❤♦❧❞ ❢♦r e❼r➁✳
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❡♠♣t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
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▲❡t D➐ ❜❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ h➐

✂ B �D➐ s✉❝❤ t❤❛t h➐
❳ f � h➐

❳ g✳ ❆s ✁C ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t f➊

C
❼a➁ � g➊

C
❼a➁✱ ❼h➐

C
➁➊ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ♦♥ ❛♥② ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

✺❆s E➊

D ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss ♦❢ EB ❢♦r ✁E ✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t E➊

D ❜ P❼EB➁✱ s♦ W ❃ P❼EB➁✱ ❤❡♥❝❡
➌w❼c➁❙w ❃ W➑ ❃ P❼CB➁ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❛t ➌w❼c➁❙w ❃ W➑ ❃ CD ❜ P❼CB➁✳

✷✶



❝❧❛ss ♦❢ ✁C ✭♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ②✐❡❧❞ ❛ ✜♥❡r ❣r❛✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡❧❛t✐♦♥✮✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡
kC ✂ CD � CD➐ ❜② kC❼hC❼b➁➁ � h➐

C
❼b➁✳

❲❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❞❡✜♥❡ kR ❛♥❞ kE ✳
❚❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐t②✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❈♦♣r♦❞✉❝t✮✳ ❚❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ ♠♦❞❡❧s A ❛♥❞ B ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② A ❃ B �

❼CA❃CB,RA❃RB,EA❃EB➁ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛rr♦✇s ιA � ❼ιCA
, ιRA

, ιEA
➁

❛♥❞ ιB � ❼ιCB
, ιRB

, ιEB
➁✳

Pr♦♦❢✳ ❈♦♥s✐❞❡r D ❛ ♠♦❞❡❧ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ f ✂ A � D ❛♥❞ g ✂ B � D✳ ❆s CA ❃ CB ✐s t❤❡
❝♦♣r♦❞✉❝t ♦❢ CA ❛♥❞ CB ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ❙❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡❛s✐❧② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ✉♥✐q✉❡♥❡ss
♦❢ �f, g✆C ✂ CA ❃ CB � CD✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛s ✇❡❧❧ �f, g✆R ❛♥❞ �f, g✆E ✳ ❇② t❤❡✐r ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t②
♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❤❛t �f, g✆ ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠✳ ■ts ✉♥✐q✉❡♥❡ss ❝♦♠❡s ❞✐r❡❝t❧②
❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐q✉❡♥❡ss ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

✹✳✹ P✉s❤♦✉t

❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡♦r❡♠ ✶✱ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ♦❢ t✇♦ ❛rr♦✇s f ✂ A� B ❛♥❞ g ✂ A� C ✐s ❡❛s✐❧② ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♣r♦❞✉❝t B ❃ C ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ ιB ❳ f ❛♥❞ ιC ❳ g✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ❛ ❣♦♦❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ❝♦♥s✐sts ✐♥ ♣✉tt✐♥❣ t❤✐♥❣s t♦❣❡t❤❡r✱ ✇✐t❤
♥♦t❤✐♥❣ ❧❡❢t ❛♥❞ ♥♦t❤✐♥❣ ❛❞❞❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ❣♦♦❞ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✐t
❜❡❝♦♠❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❢❛❧s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉r ❝❛s❡ ❤❡r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r ♦❢ t✇♦ ❛rr♦✇s✱ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡✐r ❝♦❞♦♠❛✐♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤♦s❡
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss t❤❛t t❤❡ ✉♥❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡✱ ❛r❡ ♥♦t ♠❛♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♦♥❡s ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡s ❛r❡✱ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ❞❡❧❡t❡❞✳

❆s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛s ✇❡❧❧ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤
❞✐s❛♣♣❡❛r✳ ■♥ ✜❣✉r❡ ✶✽✱ t❤❡ ❝❧❛ss a ♦❢ ♠♦❞❡❧ C ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ A ❜② g✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡
❧❛tt❡r ❤❛s ♥♦ ✐♠❛❣❡ ❜② f ✳ ❙♦✱ ✇❤❡♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦❡q✉❛❧✐③❡r✱ a ♦❢ C ✐s ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss
♦❢ ➊ ❛♥❞ ✐s ♥♦t ♠❛♣♣❡❞ ✐♥ D✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✐ts ❞❡❧❡t✐♦♥✳

✺ ❉❡✜♥✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ▼♦❞❡❧

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ✜♥❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢♦r♠❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ✈❛r✐♦✉s ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥
✉s❡ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ✐♥ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ▼♦❞❡❧ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❦✐♥❞s ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✺✳✶ ▼❡r❣❡

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✱ t❤❡ ♠♦st ♦❜✈✐♦✉s ✇❛② t♦ ❝♦♠♣♦s❡ ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ♣✉s❤♦✉t
✐s t❤❡ ♠❡r❣❡✳ ●✐✈❡♥ B ❛♥❞ C t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ M ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✮✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠❡r❣❡ t❤❡♠ ✇✳r✳t✳ M ✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ✜rst tr❛♥s❢♦r♠ M ✐♥ ❛ ♠♦❞❡❧
A t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t✇♦ ♠♦r♣❤✐s♠s f ❛♥❞ g✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋♦r ❡✈❡r② ❛❧✐❣♥♠❡♥t
r✉❧❡ ❼cb, cc➁ ❃ MC ✱ ✇❡ ❛❞❞ ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ca t♦ CA ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ fC❼ca➁ � cb ❛♥❞ gC❼cb➁ � cc✳ ❲❡ ✉s❡
t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r MR ❛♥❞ ME ✳ ❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡ t❤❛t f ❛♥❞ g ❛r❡ ♠♦❞❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠s✱
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❋✐❣✉r❡ ✶✽✿ ❚❤❡ ♣✉s❤♦✉t ♦❢ f ❛♥❞ g ♠❡r❣❡s B ❛♥❞ C ✇✳r✳t✳ A✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✇❤❡r❡ b ✐s ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ d ❛♥❞ e✱ ✇❤✐❧❡ a ✐s ❞❡❧❡t❡❞✳

✷✸



✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t M ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♠❛♣♣✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ M

✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ f ❛♥❞ g✳
◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t✇♦ ❛rr♦✇s ✇✐t❤ ❝♦♠♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡✐r ♣✉s❤♦✉t ✐♥

▼♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♣✉s❤♦✉t D ✐s t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ B ❛♥❞ C ❛❧♦♥❣ M ✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t a ♦❢ A

r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t r✉❧❡✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣❡s ❜② f ❛♥❞ g ❛r❡ t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t r✉❧❡✳
❚❤✉s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✱ ❡✈❡r② ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❛♣♣❡❞ ❜② M

✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡r❣❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ♦♥❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s f ❛♥❞ g ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② t♦t❛❧
♠♦r♣❤✐s♠s✱ ♥♦ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ B ♦r C ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛
♠❡r❣❡✱ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ t❤❡ ▼❖❋ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✶✺❪✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜❣✉r❡ ✶✾✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s B ❛♥❞ C ❛♥❞ ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ M

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ ❛r❡ ♣✐❝t✉r❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t MC ✐s ❛ ❢✉❧❧ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s a ♦❢ A

✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ✐♥ B✳ ❆❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ M ✐♥t♦ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✜❣✉r❡ ✷✵✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t fC ❛♥❞ gC ❛r❡ ♠♦r♣❤✐s♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞♦ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ♦❢ f ❛♥❞ g✱ ❛♥❞
❣❡t t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ B ❛♥❞ C✱ ❛s ♣✐❝t✉r❡❞ ♦♥ ✜❣✉r❡ ✷✶✳

■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t ❣✐✈❡s ✉s ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st t❤❡ ♠❡r❣❡ ♦❢ B ❛♥❞ C✱ ✐t ❛❧s♦ ❣✐✈❡s t❤❡
♠♦r♣❤✐s♠s f ➐ ❛♥❞ g➐✳ ❚❤❡s❡ ♠♦r♣❤✐s♠s ♠❛② r❡✈❡❛❧ t❤❡♠s❡❧✈❡s r❡❛❧❧② ✉s❡❢✉❧✱ ❛s t❤❡② ❡♥❛❜❧❡
t♦ tr❛❝❦ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ❛ ♠❡r❣❡❞ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠❡s ❢r♦♠✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✶✱ ✇❡
♠❛② t❤✐♥❦ t❤❛t a➐ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡❧❡t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t✳ ❚❤♦✉❣❤✱ ✐❢ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ g➐✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t
a➐ ❤❛s ❛♥ ✐♠❛❣❡ ❜② g➐ ✭✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ ✐t ✇❛s ❞❡❧❡t❡❞✮ ❛♥❞ t❤❛t ✐ts ✐♠❛❣❡ ✐s a✱
s♦ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t✳ ❊①❛♠✐♥✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐♠❛❣❡
♦❢ a ❜② f ➐ ❛♥❞ g➐✱ ✇❡ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤✐s ❡❧❡♠❡♥t ✐s ❛ ♠❡r❣❡ ♦❢ a ✐♥ C✱ a ✐♥ B ❛♥❞ a➐ ✐♥ D✳

✺✳✷ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
t✇♦ ♠♦❞❡❧s A ❛♥❞ B ❛♥❞ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ f ✂ A� B✱ A ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ t♦ ♠❛t❝❤✱ B ❣✐✈✐♥❣ ✇❤❛t
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣❛tt❡r♥ ✐s✱ ❛♥❞ f ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦❢
B✳ ❊❧❡♠❡♥ts ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ f ❛r❡ ❞❡❧❡t❡❞✱ t❤♦s❡ ♥♦t ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ f ❛r❡
❛❞❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ f ❛r❡ ♣r❡s❡r✈❡❞ ✐♥ s♦♠❡ s❡♥s❡ ✭✐♥❞❡❡❞✱
t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ A ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐❢ t❤❡② ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡✮✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
✐s ❝❧♦s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣✉s❤♦✉t ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❣r❛♣❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✽❪✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r✉❧❡ ♣✐❝t✉r❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✷✳ f ♠❛♣s ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ A ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♥❛♠❡ ✐♥ C✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ a✱ b✱ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ a ❛♥❞ b ❛♥❞ ✐ts ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ b ❛♥❞ r✳ ❚❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ c ❛♥❞
t❤❡ ❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ c ❛♥❞ r✳

●✐✈❡♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭A✱B✱f✮✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❛♣♣❧② ✐t t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ C✳ ❚♦ ❞♦ ✐t✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛
t♦t❛❧ ♠♦r♣❤✐s♠ g ✂ A � C s❤♦✇✐♥❣ ❤♦✇ C ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ A✳ ❚❤✐s ♠♦r♣❤✐s♠ ♠✉st ❜❡
t♦t❛❧✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♠❛t❝❤ ❛ ♣❛rt ♦❢ A ❛♥❞ ♥♦t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ♥♦t✳ ❚❤❡♥✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣✉s❤♦✉t D ♦❢ f ❛♥❞ g✱ ✇❡ ❛♣♣❧②
t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭A✱B✱f✮ ♦♥ C✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜❣✉r❡ ✷✸ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ♠♦❞❡❧ C✳

❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s ✇❤② ✇❡ ❤❛✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛s ✜rst ❝❧❛ss ❝✐t✐③❡♥s ✐♥ ♦✉r ❝❛t❡❣♦r②✿ ✐t ❛❧❧♦✇
✉s t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ r✳ ■❢ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✇❡r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❦s
❜❡t✇❡❡♥ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ c ❛♥❞ e ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✱ ❜✉t ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❦ t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ b ❛♥❞ e✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✹✿ ●✐✈❡♥ t❤❡ ♣♦✐♥t❝✉t A✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❛❞✈✐❝❡ B ♦♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ C ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣
t❤❡ ♣✉s❤♦✉t D

✺✳✸ ❆s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣

❆♥ ❛s♣❡❝t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ♣♦✐♥t❝✉t A✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣❛tt❡r♥ t♦ ♠❛t❝❤✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞✈✐❝❡ B✱ ✇❤✐❝❤
s❤♦✇s ✇❤❛t ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤✐s ♣♦✐♥t❝✉t✳ ❚♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t❝✉t A ✐♥ B✱ ✇❡ ❤❛✈❡
✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ ❛ ♠♦r♣❤✐s♠ f ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ B✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❜♦t❤ t♦t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✲✇✐s❡
✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❛s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✇❛♥t t♦ ❧♦s❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈✐❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t♦ ✇❡❛✈❡
t❤❡ ❛s♣❡❝t ✭A✱B✱f✮ ✐♥ ❛ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ C✱ ❣✐✈❡♥ ❛ t♦t❛❧ ♠❛t❝❤ g ❜❡t✇❡❡♥ A ❛♥❞ C✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ♣✉s❤♦✉t D ♦❢ f ❛♥❞ g✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✜❣✉r❡ ✷✹✳

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❲❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ✉♥✐✜❡❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♠♦❞❡❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r②✳
❚❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡
❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ♠❡r❣❡ ✐s t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛s❡✱
❜♦t❤ f ❛♥❞ g ❛r❡ ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ■t ✐s ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐❞❡❛ t❤❛t ✇❡❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛s♣❡❝t s❤♦✉❧❞ ♥♦t
s✉♣♣r❡ss ♥♦r ♠❡r❣❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❡❧ ❜✉t ♦♥❧② ❛❞❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
♠♦❞❡❧ ♠❡r❣❡✱ ❡❧❡♠❡♥ts ♠❛② ❜❡ ♠❡r❣❡❞ t♦❣❡t❤❡r✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛✱ ✇❡ ♠❛② ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡
❝❛s❡s ♦❢ ♠❡r❣❡ ❛♥❞ ❛s♣❡❝t ✇❡❛✈✐♥❣✱ t❤❡ t✇♦ ♠♦r♣❤✐s♠s ❛r❡ t♦t❛❧✱ ✇❤❡r❡❛s ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡
✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
t✇♦ ♦t❤❡r ❞♦ ♥♦t ❡♥❛❜❧❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦ss✳

❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡❤♦✇ st✐❧❧ ✇♦r❦ t♦ ❞♦ ♦♥ t✇♦ ❛s♣❡❝ts✿ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱
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❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ t♦♦❧✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜♦✉t t♦ ✐♥t❡✲
❣r❛t❡ ♠♦❞❡❧ ❞✐✛✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐❞❡❛s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ ✐♥s♣✐r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✇❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡
✇✐t❤ tr✐♣❧❡ ❣r❛♣❤ ❣r❛♠♠❛rs ❬✼❪✳ ❚❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❑❡r♠❡t❛✻✱ ❛ ♠❡t❛✲
♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❛❞❞ ❜❡❤❛✈✐♦r t♦ ♠♦❞❡❧s✳ ❖♥ ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ♣❧❛♥ t♦ t❛❦❡
❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛t❡❣♦r② t❤❡♦r② t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞
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