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Résumé

Ce rapport de stage de master recherche en informatique présente des travaux effectués dans
le domaine des systèmes distribués asynchrones. Il s’agit d’études visant à déterminer le plus
faible détecteur de faute permettant de résoudre le problème du k-accord dans un système
distribué asynchrone où les processus communiquent par passage de messages et où un nombre
arbitrairement grand de défaillances peuvent survenir.

Plusieurs relations entre les détecteurs de fautes existants sont mises en évidence, en par-
ticulier, ce qui sépareLk deΣk ou deΩk. Deux nouveaux détecteurs de fautes suffisants pour
résoudre lek-accord,�Πk etΠΣx,y (avecxy ≤ k), sont introduits. Nous prouvons que�Πk

est, hormis dans les cas extrêmes, strictement plus faible queLk et queSn−k+1 (qui sont deux
détecteurs de fautes également suffisants mais incomparables). Nous démontrons également
que, lorsque1 ≤ y < x ≤ n− 1, le détecteur de fautesΠΣx,y est strictement plus faible que la
paire de détecteurs〈Σx,Ωy〉 (qui a été étudiée pour la résolution duxy-accord).

Par ailleurs, nous nous appuyons surΠΣx,y pour démontrer queΩk, bien qu’il soit plus
faible que plusieurs des détecteurs proposés pour résoudrele k-accord, n’est pas nécessaire à
cette résolution.



Table des matières

1 Introduction 3

2 Modèles, problématique et état de l’art 4
2.1 Modèle sous-jacent et notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 4

2.1.1 Système distribué asynchrone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 4
2.1.2 Défaillances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.1.3 Communication par passage de messages . . . . . . . . . . . . .. . . 4
2.1.4 Modèlisation du temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2.2 Problème duk-accord . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2.2 Cas particuliers du consensus et de l’accord ensembliste . . . . . . . . 5

2.3 Les détecteurs de fautes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 6
2.3.1 Principe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3.2 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3.3 Comparaisons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3.4 Caractérisation des problèmes par le détecteur de fautes minimal associé 6

2.4 Détecteurs existants et résultats correspondants . . . .. . . . . . . . . . . . . 7
2.4.1 Σk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.4.2 Ωk etΩk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.4.3 Πk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.4.4 〈Σx × Ωy〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.4.5 Sn−k+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.4.6 Lk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.4.7 Vue d’ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Étude des détecteurs existants 10
3.1 Du réalisme deLk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.2 DeΣk àLk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.2.1 Définition deΣ+
k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.2.2 Construction deLk dansAMP[Σ+
k ] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.2.3 Construction deΣ+
k dansAMP[Lk] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

3.3 3Lk ≃ Ωk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.3.1 Définition de3Lk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.3.2 Construction de3Lk dansAMP[Ωk] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.3.3 Construction deΩk dansAMP[3Lk] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1



4 Renforcement d’un détecteur : deΠk à �Πk 19
4.1 Définition de�Πk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.2 �Πk est suffisant pour lek-accord . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
4.3 �Πk ≺ Lk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.3.1 Construction de�Πk dansAMP[Lk] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.3.2 �Πk 6� Lk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.4 �Πk ≺ Sn−k+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.4.1 Construction de�Πk dansAMP[Sn−k+1] . . . . . . . . . . . . . . . 22
4.4.2 �Πk 6� Sn−k+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5 Affaiblissement d’une des familles existantes : de〈Σx,Ωy〉 à ΠΣx,y 25
5.1 Définition deΠΣx,y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.1.1 ΠΣx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
5.1.2 ΠΣx,y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.2 Comparaison avec la famille〈Σx × Ωy〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
5.2.1 ΠΣx,y � 〈Σx,Ωy〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
5.2.2 ΠΣ1,y ≃ 〈Σ1,Ωy〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
5.2.3 ΠΣx,n−1 ≃ Σx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
5.2.4 ΠΣx,y 6� 〈Σx,Ωy〉 pour1 ≤ y < x < n . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

5.3 ΠΣx,y est suffisant pour lexy-accord . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
5.3.1 Définition de l’abstractionAlphax . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
5.3.2 Implémentation deAlphax dansAMP[ΠΣx] . . . . . . . . . . . . . . 30
5.3.3 Résolution duxy-accord dansAMP[ΠΣx,y] . . . . . . . . . . . . . . 32

5.4 Ωk n’est pas nécessaire pour lek-accord . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

6 Conclusion 38

2



Chapitre 1

Introduction

Ce rapport a pour objectif de présenter les résultats obtenus lors de mon stage de master
recherche en informatique effectué au sein de l’équipe IRISA/INRIA ASAP. Les travaux pré-
sentés dans la suite ont été réalisés en collaboration avec Achour MOSTÉFAOUI et avec Michel
RAYNAL qui encadrait ce stage.

Le problème abordé ici est celui de la recherche des hypothèses minimales pour pouvoir
résoudre le problème duk-accord [8] dans un système distribué. Résoudre lek-accord consiste
à fournir aux processus un objet distribué qui leur permet deproposer une valeur et qui leur
fournit en retour une valeur à décider. Toute valeur décidéedoit être une des valeurs proposées
et, dans tout le système, au plusk valeurs différentes sont décidées. Ce problème est une géné-
ralisation du problème, fondamental dans les systèmes distribués, du consensus (1-accord).

Il a été montré [4, 15, 24] que, dans un système distribué asynchrone sujet à un nombre quel-
conque de défaillances, le problème duk-accord était impossible à résoudre. Il est alors naturel
de se demander sous quelles hypothèses cette impossibilitéest levée. Pour modéliser précisé-
ment ces hypothèses, les détecteurs de fautes (ou oracles distribués) ont été introduits [6]. Il
s’agit de fournir aux processus du système des informationssur les défaillances. Le problème
se reformule alors sous cette forme : quelle est l’information minimale sur les défaillances qui
permet aux processus de résoudre lek-accord.

Ce problème a déjà été étudié, et plusieurs détecteurs de fautes ont été proposés pour le
résoudre. Lorsque les processus communiquent à l’aide d’une mémoire partagée, le détecteur
de fautes minimal (celui qui apporte l’information nécessaire et suffisante) pour résoudre le
k-accord est connu quelle que soit la valeur dek. Dans le modèle plus général de la communi-
cation par passage de messages, les détecteurs de fautes minimaux pour le1-accord et pour le
n−1-accord (oùn est le nombre de processus) sont connus, mais, dans les cas où1 < k < n−1
on ne les a pas encore découverts. L’objectif de ce stage a étéde progresser dans leur recherche.

Le chapitre 2 de ce rapport présente le modèle de système distribué que nous étudions,
définit le problème duk-accord et présente les détecteurs de fautes adaptés à ce problème et
connus au début de ce stage. Au cours du chapitre 3, plusieursde ces détecteurs sont mis en
relation et étudiés. Ensuite, le chapitre 4 introduit un détecteur de faute, suffisant pour lek-
accord, et qui apporte moins d’information que deux parmi ceux que nous connaissions. Enfin,
un autre détecteur de faute sera présenté dans le chapitre 5,il affaiblit un autre des détecteurs
utilisé pour lek-accord et nous permet de montrer que certaines hypothèses (représentées par
un détecteur de faute) ne sont pas nécessaires à la résolution duk-accord, bien qu’elles aient
été fréquemment utilisées jusque là.

3



Chapitre 2

Modèles, problématique et état de l’art

2.1 Modèle sous-jacent et notations

2.1.1 Système distribué asynchrone

Nous considérons un système distribué constitué d’un ensemble den processus. Chaque
processus est muni d’un identifiant unique ; nous considèrerons que ces identifiants sont choi-
sis dans l’intervalle d’entiersP = J1;nK. Nous noteronspi le processus d’identitéi ∈ P.
Pour éviter de surcharger les preuves et éviter les formulations du type « les processus dont
les identifiants apparaissent dansS », nous assimilerons parfois un ensemble de processus et
l’ensemble de leurs identités.

Les processus exécutent une suite d’intructions élémentaires qui peuvent être des calculs
locaux ou des appels à des primitives de communication. Aucune hypothèse de synchronie
n’est faite sur les vitesses relatives des processus.

2.1.2 Défaillances

Le modèle de défaillances étudié ici est celui ducrash. Un processus peut à tout moment
cesser de fonctionner, il n’exécute alors plus d’instructions. Pour une exécution donnée, nous
noteronsF l’ensemble des identités de processusfautifs(ceux qui subissent une défaillance à
un moment de l’exécution), etC = P \ F l’ensemble des identités de processuscorrects.

Nous noteronst le nombre maximum de processus qui peuvent être défaillantslors d’une
exécution. Sauf indication contraire, nous nous placeronstoujours dans le cas oùt = n−1. Par
conséquent,1 ≤ |C| ≤ n.

2.1.3 Communication par passage de messages

Dans le cadre de notre étude, la communication inter-processus s’appuie sur un réseau per-
mettant l’envoi et la réception de messages. Nous supposerons que ce réseau est complètement
maillé : il y a un canal bidirectionnel entre chaque paire de processus.

Les canaux sont asynchrones : on sait que le temps mis par un message pour parvenir au
destinataire est fini, cependant il n’est pas bornéa priori. Les canaux seront supposés fiables :
ils ne perdent pas, n’altèrent pas, ne dupliquent pas, ni ne créent de messages. Le modèle de
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système distribué asynchrone communicant par passage de messages sera notéAMP (Asyn-
chronous Message-Passing) dans la suite.

On utiliserabroadcast T_MSG(arg) comme raccourci pour :for each j ∈ P do send

T_MSG(arg) to pj endfor. Une diffusion n’est pas atomique, un processus peut cesserde fonc-
tionner au milieu d’une diffusion et par conséquent ne pas envoyer le message à certains pro-
cessus.

Nous évoquerons parfois le modèle de communication par mémoire partagée. Dans ce mo-
dèle, les processus partagent une mémoire à laquelle ils accèdent à l’aide de primitives de
lecture/écriture. Il sera notéASM (Asynchronous Shared Memory).

2.1.4 Modèlisation du temps

Conformément aux hypothèses d’asynchronie, aucun temps global n’est disponible sur les
processus. Cependant, nous considèrerons un ensemble d’instants pris dans l’ensemble des en-
tiers naturels afin de décrire l’ordonancement des évènements du point de vue d’un observateur
extérieur. Cette notion de temps sera utilisée comme un outil pour énoncer ou prouver certaines
propriétés.

2.2 Problème duk-accord

2.2.1 Définition

Le problème duk-accord, introduit par S. CHAUDHURI [8], est un problème de décision :
chaque processus propose une valeur puis décide une valeur (s’il ne crashe pas). Les propriétés
suivantes doivent être vérifiées :

Validité : Les valeurs décidées doivent avoir été proposées.

Terminaison : Tout processus correct décide en un temps fini.

Accord : Au plusk valeurs différentes sont décidées dans l’ensemble du système.

Ce problème peut être résolu de façon très simple dans le cas où t < k (lorsque le nombre
de défaillances ne peut pas égaler ou excéder le nombre maximal de valeurs qui peuvent être
décidées). Il suffit alors quek processus choisisa priori (les k de plus petites identités par
exemple) diffusent la valeur qu’ils proposent et qu’un processus décide la première valeur qu’il
reçoit. Par conséquent, le problème duk-accord n’est intéressant que dans le cas oùt ≥ k.

Il a été montré dans [4, 15, 24] que dans la configurationt ≥ k le problème duk-accord est
impossible à résoudre dansASM (le modèleASM permettant de simulerAMP, l’impossi-
bilité est également valide dans ce dernier).

2.2.2 Cas particuliers du consensus et de l’accord ensembliste

Le problème duk-accord a tout d’abord été introduit et étudié dans la configurationk = 1,
on le nomme alorsconsensus. Ce problème est fondamental dans le domaine de l’algorithmique
distribué, sa résolution permet notamment de répliquer desmachines à états afin d’assurer un
service résistant aux pannes.
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À l’autre extrémité du spectre (mis à part le cask = n dans lequel il suffit que chaque
processus décide la valeur qu’il propose), len − 1-accord est appeléaccord ensembliste. Il
s’agit de la plus faible version non triviale duk-accord.

2.3 Les détecteurs de fautes

2.3.1 Principe

Dans les systèmes asynchrones, l’impossibilité de résoudre certains problèmes est géné-
ralement directement liée au fait qu’il est impossible pourun processus de savoir si un autre
processus est défaillant ou s’il est juste lent. La questionqui se pose alors est de savoir quelle
information sur les défaillances doit être fournie aux processus afin de résoudre un problème
donné. Pour répondre à cette question, les détecteurs de fautes (ou oracles distribués) ont été
introduit dans [6]. Il s’agit d’équiper les processus avec des variables accessibles en lecture
seule dont les valeurs les informent sur les défaillances qui ont lieu au cours de l’exécution.

2.3.2 Notations

Si un détecteur de fautesD fournit aux processus une variabled, nous noteronsAMP[D]
le système obtenu en enrichissant le modèleAMP avec le détecteur de fautesD et nous
désignerons pardτi la valeur de la variabled du processuspi à l’instantτ .

2.3.3 Comparaisons

Pour un modèleM donné, on introduit un ordre partiel sur l’ensemble des détecteurs de
fautes. SoientD etD′ deux détecteurs de fautes. Si il existe un algorithme qui simuleD′ dans
M[D], on dit alors queD est plus fort queD′ (ou queD′ est plus faible queD) et on note
D �M D

′ (ouD′ �M D). Dans les cas où il n’y a pas d’ambiguïté, on omettra de préciser le
modèle sous-jacent.

SiD �M D
′ etD �M D

′, on dit alors queD etD′ sont équivalents et on noteD ≃M D
′. Si

D �M D
′ etD 6�M D

′, on dit queD est strictement plus fort queD′ (ou queD′ est strictement
plus faible queD) et on noteD ≻M D

′ (ouD′ ≺M D). Enfin, siD 6�M D
′ etD 6�M D

′, on
dit alors queD etD′ sont incomparables.

2.3.4 Caractérisation des problèmes par le détecteur de fautes minimal
associé

Soient un modèleM et un problèmeP . On dit d’un détecteur de fautesDmin qu’il est
minimal pour résoudreP dansM s’il existe un algorithme qui résoudP dansM[Dmin] et si,
pour tout détecteur de fautesD tel qu’il existe un algorithme qui résoudP dansM[D], on a
Dmin � D.

Il est montré dans [16] qu’un tel détecteur de faute existe. Si deux détecteurs de fautes
incomparables permettent de résoudre le problème, on peut en définir un troisième, plus faible
que les deux précédents, et qui permet toujours de résoudre le problème.
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Ce détecteur minimal permet de caractériser les informations minimales sur les défaillances
qui doivent être fournies aux processus pour résoudreP dansM. L’ordre sur les détecteur de
fautes induit alors naturellement une hiérarchie sur l’ensemble des problèmes dans un modèle
donné.

2.4 Détecteurs existants et résultats correspondants

Depuis qu’il a été énoncé, le problème duk-accord a entrainé de nombreuses études visant
à déterminer le détecteur de fautes minimal pour le résoudre. Si dansASM ce détecteur à été
découvert, ce n’est pas le cas dansAMP.

Cette section présente des détecteurs de fautes qui existaient au début de notre étude et qui
s’approchent du détecteur minimal pour lek-accord dansAMP.

2.4.1 Σk

Σk, introduit dans [3], est une généralisation deΣ (Σ1 ≃ Σ). Σ a été introduit dans [10] et
il est prouvé [10, 2] qu’il s’agit du détecteur de faute minimal pour implémenter une mémoire
partagée dansAMP. Intuitivement,Σk empêche l’ensemble des processus d’être partionné en
plus dek parties.

Formellement,Σk équipe les processus d’une variableqr contenant un ensemble d’identités
de processus appeléquorum. Les propriétés suivantes doivent être vérifiées :

Vivacité : ∃τ : ∀i ∈ C, ∀τ ′ ≥ τ : qrτ
′

i ⊆ C

Intersection : ∀(idm)1≤m≤k+1 ∈ P
k+1, ∀(τm)1≤m≤k+1 ∈ N

k+1 :

∃(i, j) ∈ J1; k + 1K2 : (i 6= j) ∧ (qrτiidi ∩ qr
τj
idj
6= ∅)

La propriété de vivacité assure qu’inéluctablement les quorums des processus corrects ne con-
tiennent que des identités de processus corrects. La propriété d’intersection garantit qu’un en-
semble dek + 1 quorums pris à des instants quelconques sur n’importe quelsprocessus en
contient toujours deux qui s’intersectent.

Il a été montré dans [3] que, quelque soitk, Σk est nécessaire pour résoudre lek-accord
dansAMP. C’est à dire que, pour tout détecteur de fautesD, s’il existe un algorithme qui
résoud lek-accord dansAMP[D], alors on peut simulerΣk dansAMP[D]. Autrement dit,
Σk est plus faible que le détecteur de fautes minimal pour résoudre lek-accord dansAMP.

Par ailleurs, il est également montré dans [3] queΣn−1 permet de résoudre len− 1-accord.
Il correspond donc au détecteur minimal pour len− 1-accord dansAMP.

Un algorithme résolvant lek-accord dansAMP[Σz ] pourk ≥ n− ⌊ n
z+1
⌋ a également été

présenté dans [5] et il y est montré que lorsque cette condition surz etk n’est pas vérifiée il est
impossible de résoudre lek-accord dans ce système.

2.4.2 Ωk et Ωk

Les détecteursΩk etΩk sont des généralisations d’Ω (introduit dans [7]) détecteur de fautes
minimal pour résoudre le consensus dansASM (Ω ≃ Ω1 ≃ Ω1).

Ωk etΩk fournissent à chaque processus une variableleaders contenant un ensemble dek
identités de processus. On définit les propriétés suivantes:
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Validité : ∀i ∈ P, ∀τ : (leadersτi ⊆ P) ∧ (|leadersτi | = k)

Autorité faible inéluctable : ∃ℓ ∈ C, ∃τ : ∀τ ′ ≥ τ, ∀i ∈ C : ℓ ∈ leadersτ
′

i

Autorité forte inéluctable : ∃LD ⊆ P : (LD∩C 6= ∅)∧ (∃τ : ∀τ ′ ≥ τ, ∀i ∈ C : leadersτ
′

i =
LD)

Ωk [20] est la famille des détecteurs de fautes qui vérifient lespropriétés de validité et d’autorité
forte inéluctable. Ce détecteur assure que les processus corrects finissent par s’accorder sur un
même ensemble dek leaders dont au moins un est correct.Ωk [21, 25] est la famille de ceux
qui vérifient les propriétés de validité et d’autorité faible inéluctable. Ce détecteur est plus
faible (il suffit de prendreℓ ∈ LD ∩ C pour constater queΩk � Ωk), il assure uniquement
qu’un même processus correct apparaitra inéluctablement dans tous les ensemblesleaders des
processus corrects. On remarque que ces détecteurs autorisent une phase arbitrairement longue
d’anarchie (pendant laquelle leurs sorties peuvent être quelconques).

Pour toutk, Ωk est le détecteur de faute minimal pour résoudre lek-accord dansASM
[13]. Par ailleurs, le détecteur de faute minimal pour résoudre le consensus dansAMP est
celui constitué de la paire〈Σ,Ω〉 (il s’agit d’un détecteur qui fournit aux processus une paire de
variables dont un des éléments vérifie les propriétés deΣ et l’autre celles deΩ) [10]. Cependant,
dès quek > 1, la paire〈Σ,Ωk〉, si elle permet de résoudre lek-accord dansAMP (on simule
une mémoire partagée avecΣ et l’on peut alors résoudre lek-accord avecΩk), n’est pas le
détecteur de fautes minimal pour ce problème dans ce système[9].

2.4.3 Πk

Πk, introduit dans [3], est une version renforcée deΣk. Il fournit aux processus une variable
qr qui, en plus de vérifier les propriétés deΣk, assure la propriété suivante :

Autorité inéluctable : ∃LD ⊆ P : (|LD| = k) ∧ (∃τ : ∀τ ′ ≥ τ, ∀i ∈ C : qrτ
′

i ∩ LD 6= ∅)

Il est montré dans [3] queΠk ≃ 〈Σk,Ωk〉. Πk correspond aux détecteurs de fautes minimaux
pour les cask = 1 (Π1 ≃ 〈Σ,Ω〉) etk = n− 1 (Πn−1 ≃ Σn−1). Cependant, il est prouvé dans
[5] queΠk ne permet pas de résoudre lek-accord lorsque1 < k < n− 1 et2k2 ≤ n.

2.4.4 〈Σx × Ωy〉

Le détecteur formé du couple〈Σx × Ωy〉 a été étudié dans [5]. Un algorithme qui résoud le
k-accord dansAMP[〈Σx ×Ωy〉] pourk ≥ xy est présenté dans cet article et il y est démontré
qu’il n’existe pas dans ce système d’algorithme pour lek-accord lorsquek < xy et2xy ≤ n.

2.4.5 Sn−k+1

Le détecteurSx [18, 17] est une généralisation deS introduit dans [6] (S ≃ Sn). Il fournit
aux processus une variablesuspected qui vérifie les propriétés suivantes :

Complétude : ∃τ : ∀τ ′ ≥ τ, ∀i ∈ C : F ⊆ suspectedτ
′

i

x-précision : ∃S ⊆ P : (|S| = x) ∧ (∃ℓ ∈ S ∩ C : ∀i ∈ S, ∀τ : ℓ /∈ suspectedτi )

La propriété de complétude assure qu’inéluctablement, tous les processus fautifs seront sus-
pectés par les processus corrects. La propriété dex-précision garantit l’existence d’un sous-
ensemble de processus qui ne suspecteront jamais l’un d’entre eux.

Un algorithme qui résoud lek-accord dansAMP[Sn−k+1] est présenté dans [17].
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2.4.6 Lk

Le détecteur de fautesLk [1] est une généralisation deL [11] (qui correspond au détecteur
de fautes minimal pour l’accord ensemblisteL ≃ Ln−1 ≃ Σn−1. Lk fournit aux processus une
variable booléennealone qui vérifie les propriétés suivantes :

Vivacité : |F| ≥ k =⇒ ∃ℓ ∈ C, ∃τ : ∀τ ′ ≥ τ : aloneτ
′

ℓ

Sûreté : |{i ∈ P|∃τ : aloneτi }| ≤ k

La propriété de vivacité assure que dans les exécutions où plus dek processus sont défaillants,
un des processus corrects se considèrera inéluctablement et pour toujours comme seul. La pro-
priété de sûreté garantit qu’au plusk processus auront l’impression d’être seuls au court d’un
exécution.

Un algorithme qui résoud lek-accord dansAMP[Lk] a été présenté dans [1]. S’il est
montré dans cet article queLk n’est pas le détecteur minimal pour lek-accord dansAMP
pourk < n−1 (en effet dans ces cas,Sn−k+1 etLk sont incomparables), les auteurs y prouvent
que lek-accord est impossible à résoudre dansAMP[Lk+1]. Lk est donc le plus faible de sa
famille permettant la résolution de notre problème.

2.4.7 Vue d’ensemble

Pour résumer la situation, nous avons à notre disposition plusieurs détecteurs de fautes
suffisants pour résoudre lek-accord dansAMP :

– Σz pourz tel quek ≥ n− ⌊ n
z+1
⌋

– 〈Σx,Ωy〉 pourx ety tels quek ≥ xy
– Sn−k+1

– Lk

Par ailleurs, nous savons queΣk est nécessaire pour résoudre lek-accord dansAMP.
Autrement dit, tout détecteur permettant cette résolutionest plus fort queΣk.

Pour les cas extrêmes du consensus et de l’accord ensembliste, les détecteurs de fautes
minimaux sont connus. Parmi les détecteurs de fautes présentés, certains coïncident avec le
détecteur minimal pourk = 1 : 〈Σ1,Ω1〉 etΠ1. Ceux qui coïncident avec le détecteur optimal
pourk = n− 1 sontΣn−1, Ln−1 etΠn−1.
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Chapitre 3

Étude des détecteurs existants

Après le travail de bibliographie qui a précédé ce stage, nous avions à notre disposition un
bestiaire de détecteurs de fautes plus ou moins bien adaptésà notre problème. L’objectif étant
de s’approcher du détecteur de faute minimal pour lek-accord dansAMP, il nous a semblé
approprié de chercher à discerner les points communs aux détecteurs suffisants et ce qu’ils
ajoutent àΣk que nous savions nécessaire.

Notre étude s’est alors portée, dans un premier temps, principalement surLk dont la spé-
cification est très différente de celles des autres détecteurs connus. Ces investigations nous ont
amené aux résultats présentés dans cette section qui lientLk à certains autres détecteurs de
fautes et qui visent à mieux cerner sa nature. Ces travaux ontété présentés dans un article [19]
que nous avons soumis à la conférence SSS 2011.

3.1 Du réalisme deLk

Une des caractéristiques surprenantes deLk est son aspect perpétuel très fort. En effet, si
l’on fait l’analogie entre les processus qui se croient seuls et ceux qui sont considérés comme
leaders dans les détecteurs de fautes basés sur une variantedeΩ, il apparait queLk n’autorise
qu’au plusk processus (voir la propriété de sûreté) à être leaders (à se croire seuls) au cours
d’une exécution.

Ce constat marque une différence fondamentale avec les détecteurs basés sur des variantes
deΩ pour lesquels le nombre de leaders n’est pas limité pendant un temps arbitrairement long
(la période d’anarchie signalée dans le chapitre précédentlors des définitions deΩk et deΩk).

Cette particularité a un impact sur une propriété des détecteurs de fautes que l’on nomme
réalisme[12].

Réalisme d’un détecteur de faute

On dit d’un détecteur de faute qu’il estréaliste si on peut le simuler dans un système
synchrone.

Définition de SMP

On note parSMP un système distribué synchrone communicant par passage de messages.
Dans un tel système, on considère que les processus sont équipés d’une horloge globaler
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appeléenuméro de ronde. Les algorithmes sont structurés autour de cette horloge globale : les
processus progressent de façon synchrone de ronde en ronde ;au cours d’une ronde, ils envoient
des messages à tous les autres processus, puis reçoivent lesmessages des autres processus et
enfin exécutent des calculs locaux. Ce système fait une hypothèse importante sur les temps de
livraison des messages : tout message envoyé lors d’une ronde est reçu au cours de la même
ronde par les destinataires.

(01) init alonei ← false ;
(02) when r = 1, 2, ... do
(03) begin synchronous round
(04) broadcast ALIVE (i) ;
(05) rec_idsi ← { j such thatALIVE (j) received during the current round} ;
(06) if (|rec_idsi | ≤ n− k) then alonei ← true end if
(07) end synchronous round.

Algorithme 1:Lk dansSMP aveck ≥ n/2 (code pourpi)

Lemme 1 L’algorithme 1 implémenteLk dansSMP lorsquek ≥ n
2
.

Preuve Montrons tout d’abord la propriété de sûreté. Soitr la première ronde où un processus
passealone à true. Cela n’arrive que lorsqu’au moinsk processus ont crashé avant la fin de
leur phase d’envoi de la ronder. En conséquence, après la fin de la phase d’envoi de la ronde
r, il ne reste qu’au plusn− k processus vivants. Commek ≥ n

2
, on an− k ≤ n

2
≤ k, et donc

au plusk processus passeront leur variablealone à true (puisque, par définition der, cela ne
peut se produire avant la phase de calcul de cette ronde), ce qui prouve la propriété.

En ce qui concerne la propriété de vivacité, sik processus ou plus sont fautifs au cours
d’une exécution, alors il existe une ronder à laquelle les processus corrects recevront au plus
n−k messages. Ils passeront alors leur variablealone à true et la garderont à cette valeur pour
toujours, ce qui prouve la propriété.

2Lemme 1

Lemme 2 Il est impossible de simulerLk dansSMP lorsquek < n
2
.

Preuve Supposons qu’il existe un algorithme qui construiseLk dansSMP aveck < n
2
. Soit

alors une exécutionek+1 où les processuspi, i ≤ k crashent. Selon la propriété de vivacité de
Lk, un processus (pk+1 par exemple) doit alors passeralone à true.

Considérons alors une exécutionek+2 similaire àek+1 jusqu’à ce quepk+1 ait passéalone
à true et dans laquellepk+1 crashe ensuite. Toujours selon la propriété de vivacité, unautre
processus (pk+2 par exemple) doit alors passeralone à true. On répète alors la construction
jusqu’à avoir construit une exécutionrn où n − k processus ont passéalone à true. Mais
k < n

2
implique quen − k > n

2
> k, la propriété de sûreté n’est donc pas vérifiée, ce qui

contredit l’existence de notre algorithme.
2Lemme 2

Le théorème suivant découle des Lemmes 1 et 2.

Théorème 1 Lk est réaliste si et seulement sik ≥ n
2
.
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3.2 DeΣk àLk

Toujours pour tenter de mieux comprendreLk, nous avons cherché un détecteur de fautes
équivalent dont la définition se rapprocherait de celle des autres détecteurs connus. Comme
nous savions queΣk est plus faible que tout détecteur permettant lek-accord, donc plus faible
queLk, nous avons déterminé une propriété à ajouter à celles deΣk, de manière à ce que le
détecteur de fautes obtenu soit équivalent àLk.

3.2.1 Définition deΣ+
k

Σ+
k est défini commeΣk et vérifie ses propriétés de vivacité et d’intersection. Il assure

également la propriété suivante :

Solitude : |F| ≥ k =⇒ ∃i ∈ C, ∃τ, ∀τ ′ ≥ τ : qrτ
′

i = {i}

Ceci assure que dans le cas où plus dek processus sont fautifs, un des processus corrects finit
par ne plus voir que lui dans son quorum.

3.2.2 Construction deLk dansAMP [Σ+
k ]

init alonei ← false ;
when qri = {i} : alonei ← true.

Algorithme 2:Lk dansAMP[Σ+
k ]

Lemme 3 L’algorithme 2 implémenteLk dansAMP[Σ+
k ].

Preuve La propriété d’intersection deΣ+
k garantit qu’au plusk processuspi vérifierontqri =

{i} à un instant de l’exécution. Par conséquent, au plusk processus passerontalonei à true, la
propriété de sûreté deLk est donc vérifiée.

Selon la propriété de solitude deΣ+
k , lorsqu’il y a plus dek processus fautifs au cours d’une

exécution, un des processus correct se retrouve inéluctablement et pour toujours seul dans son
quorum. Il passera donc sa variablealone à true et la gardera à cette valeur pour toujours. La
propriété de vivacité deLk est donc garantie.

2Lemme 3

3.2.3 Construction deΣ+
k dansAMP [Lk]

Lemme 4 L’algorithme 3 implémenteΣ+
k dansAMP[Lk].

Preuve

Vivacité et solitude Soit A l’ensemble des identités de processus qui lisent leur variable
alone à true à un moment de l’exécution. À cause des lignes 02 et 03, tout processuspi, i ∈
A ∩ C passera sa variableqri à {i} et la gardera à cette valeur pour toujours (conditions aux
lignes 05 et 11). Il diffusera alors infiniment souvent des messagesALONE(i) (ligne 03). Nous
considérons deux cas.
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(01) init : qri ← P ; startT 1, T 2.

(02) whenalonei becomes equal totrue :
(03) qri ← {i} ; repeat foreverbroadcast ALONE(i) end repeat.

(04) when ALONE(j) with j 6= i is received:
(05) if (qri 6= {i}) then qri ← {i, j} end if.

(06) task T 1 : repeat foreverbroadcast ALIVE (i) end repeat.

(07) task T 2 :
(08) repeat forever
(09) wait until

(

newALIVE (j) messages withj 6= i received fromn− k processes
)

;
(10) let proci = the set ofn− k processes from which messages have been received ;
(11) if (qri 6= {i}) then qri ← {i} ∪ proci end if
(12) end repeat.

Algorithme 3:Σ+
k dansAMP[Lk]

– Cas 1 : il y a au moinsk processus fautifs.
Conformément à la propriété de vivacité deLk, A ∩ C 6= ∅, ainsi la propriété de solitude
deΣ+

k est vérifiée.
Après un certain temps (lorsque les processus deA ∩ F ont crashé), seuls les processus
deA ∩ C envoient des messagesALONE. En conséquence, après un certain temps, les
processus deC \ A ne recevront de messagesALONE qu’en provenance de processus de
A ∩ C. Ils n’insèreront alors plus d’identités de processus fautifs dans leur quorum à la
ligne 05.
De plus, comme il y a plus dek processus fautifs, à partir d’un certain temps tous les
processus corrects seront bloqués à la ligne 09 et n’exécuteront donc plus la ligne 11.
Comme tout processuspi, i ∈ C\A affecte infiniment souvent à son quorum un ensemble
{i, j} avecj ∈ A∩C (ligne 05) et n’y insère plus de processus fautifs à partir d’un certain
temps, la propriété de vivacité deΣ+

k est vérifiée.
– Cas 2 : il y a au plusk − 1 processus fautifs.

Dans ce cas, la propriété de solitude deΣ+
k découle directement de|F | < k.

Comme il y a strictement moins dek processus fautifs, les processus corrects exécutent
une infinité de fois la boucle des lignes 08 à 12. Il existe un instant après lequel seuls les
processus corrects envoient des messagesALIVE . Donc, les processus deC \ A affectent
infiniment souvent à leur quorum un ensemble contenantn− k+ 1 processus corrects et
n’insèrent finalement plus de processus fautifs dans leur quorum à la ligne 11.
Par ailleurs, à partir d’un certain temps, seuls les processus deA ∩ C (qui peut être
vide) envoient des messagesALONE. Il existe donc un moment après lequel les processus
corrects n’insèrent plus de processus fautifs dans leur quorum à la ligne 05.
Après un certain temps, les processus deC \ A ont donc uniquement des processus cor-
rects dans leur quorum, la propriété de vivacité deΣ+

k est donc garantie.

Intersection Supposons que l’on ait un ensemble(qi)1≤i≤k+1 dek + 1 valeurs renvoyées par
qr à des instants quelconques sur des processus quelconques tels que∀i 6= j : qi ∩ qj = ∅ (on
noteQ l’ensemble des identités des processus sur lesquels ces quorums ont été lus).
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Comme tout processus est à tout moment dans son propre quorum, on a nécessairement
|Q| = k + 1. On peut supposer sans perte de généralité queQ = J1; k + 1K et queqi a été lu
parpi pour touti ∈ J1; k + 1K. Ces valeurs de quorums ont été affectées aux lignes 03, 05 ou
11 car la valeur initiale deqr (P) intersecterait tout autre quorum.

NotonsQ1 ⊆ Q l’ensemble des identités de processus qui ont lu une valeur calculée aux
lignes 03 ou 05. Le quorumqi lu par un processuspi, i ∈ Q1 contient l’identité d’un processus
pxi

qui a passé à un momentalonexi
àtrue. Comme∀i, j ∈ Q : i 6= j =⇒ qi∩qj = ∅, on doit

avoir ∀i, j ∈ Q1 : i 6= j =⇒ xi 6= xj . Selon la propriété de sûreté deLk, les processus qui
passentalone à true sont au plusk. On en déduit que1 ≤ |Q1| ≤ k et donc queQ \Q1 6= ∅.

Soit i ∈ Q\Q1. pi a affecté son quorum avecqi à la ligne 11, donc|qi| = n−k+1. Comme
tout site est dans son propre quorum,qi∩ (Q\{i}) = ∅, et donc|qi| ≤ |P|− |Q\{i}| = n−k,
ce qui est une contradiction. La propriété d’intersection deΣ+

k est donc vérifiée.
2Lemme 4

Le théorème suivant est la conséquence des Lemmes 3 et 4.

Théorème 2 Σ+
k ≃ Lk

On dispose alors d’une propriété qui, ajoutée àΣk que l’on sait nécessaire, nous permet
d’obtenirLk qui est suffisant pour résoudre lek-accord. Cela permet de savoir quelles pro-
priétés on peut ajouter àΣk sans qu’il devienne plus fort queLk, mais cela donne également
des indications sur la propriété minimale à ajouter àΣk pour résoudre lek-accord. On sait
désormais que cette propriété est contenue dans la notre.

3.3 3Lk ≃ Ωk

Une autre approche qui nous a permis de mieux comprendre le fonctionnement du détecteur
Lk est présentée ici. On peut faire l’analogie entre les processus qui vérifientalone = true lors-
qu’on les munit deLk et ceux qui apparaissent dans les variablesleaders deΩk. La différence
principale qui apparait est que, au cours d’une exécution donnée, au plusk processus peuvent
avoiralone = true, alors qu’un nombre quelconque de processus peuvent êtreleaders, même
s’ils finissent par n’être qu’au plusk.

Pour vérifier cette intuition, nous avons prouvé qu’en remplaçant la propriété de sûreté (per-
pétuelle) deLk par son pendant inéluctable, nous obtenions un détecteur defautes équivalent à
Ωk.

3.3.1 Définition de3Lk

3Lk est défini commeLk mais la propriété de sûreté est remplacée par la suivante :

Sûreté inéluctable : ∃τ : |{i ∈ C|∃τ ′ ≥ τ : aloneτ
′

i }| ≤ k

Cette nouvelle version de la sûreté n’assure la sûreté deLk qu’après un temps fini. Avant ce
moment, plus dek processus peuvent passer leur variablealone à true.

3.3.2 Construction de3Lk dansAMP [Ωk]

Lemme 5 L’algorithme 4 construit3Lk dansAMP[Ωk].
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init alonei ← false ;
repeat foreveralonei ← (i ∈ leadersi ) end repeat.

Algorithme 4:3Lk dansAMP[Ωk] (code pourpi)

Preuve Soitτ un instant après lequel tous les processus fautifs ont crashés et tel qu’il existe un
ensembleLD vérifiantLD ∩ C 6= ∅ ∧ ∀i ∈ C, ∀τ ′ ≥ τ : leadersτ

′

i = LD (un tel instant existe,
d’après la propriété d’autorité forte inéluctable deΩk). Les processuspi, i ∈ LD ∩C exécutent
infiniment souventalonei ← true, et n’exécutent plus jamaisalonei ← false aprèsτ . Par
conséquent, la propriété de vivacité de3Lk est vérifiée quel que soit le nombre de processus
fautifs.

Les processuspi ∈ C \ LD exécutent infiniment souventalonei ← false et plus jamais
alonei ← true aprèsτ . Si on noteτ ′ > τ un instant tel que tous ces processus ont mis
leur variablealone à jour aprèsτ et tous les processus fautifs ont crashé, on a alors au plusk
processus corrects qui ont leur variablealone à true aprèsτ ′. La propriété de sûreté inéluctable
de3Lk est donc garantie.

2Lemme 5

3.3.3 Construction deΩk dansAMP [3Lk]

(01) init leadersi ← {1, 2, . . . , k} ; ri ← 0 ; next_seti ← ∅ ;
(02) repeat forever if (alonei) then broadcast ALONE(i) end if end repeat.

(03) when ALONE(j) is received: if (j /∈ leadersi ) then broadcast NEXT(ri, leadersi ) end if.

(04) when NEXT(r, leaders) is received for the first time :
(05) broadcast NEXT(r, leaders) ;
(06) next_seti ← next_seti ∪ {(r, leaders)} ;
(07) while

(

(ri, leadersi ) ∈ next_seti
)

do
(08) (ri, leadersi )← next_lead(ri, leadersi) ;
(09) end while.

Algorithme 5:Ωk dansAMP[3Lk] (code pourpi)

Principe de l’algorithme

Dans cet algorithme, l’objectif est d’assurer qu’après un temps fini les processus corrects
sont en accord sur le même ensemble dek leaders contenant au moins un d’entre-eux. Grâce à
la propriété de sûreté inéluctable deLk, on sait que l’ensembleA des processus qui ont infini-
ment souvent leur variablealone à true est de cardinal au plusk. En assurant que les variables
leaders des processus corrects convergent toutes vers le même ensemble dek identités conte-
nantA, on remplit notre objectif (s’il y a plus dek processus fautifs,A ∩ C 6= ∅, et sinon tout
ensemble dek processus contient au moins un correct).
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Une fonction pour parcourir les ensembles dek identités de processus

Considérons l’ensemblePk des parties deP contenantk éléments. On peut définir un ordre
total surPk, par exemple à partir de l’ordre lexicographique en associant à chaque partie la
liste triée de ses éléments. Dans ce cas, le plus petit élément dePk estpmin = {1, 2, . . . , k}, le
second plus petit est{1, 2, . . . , k − 1, k + 1} et son plus grand élément estpmax = {n − k +
1, . . . , n}.

On définit la fonctionnext_lead comme suit :

next_lead : N×Pk −→ N× Pk

(r, p) 7−→ (r, succ(p)) if p 6= pmax

(r + 1, pmin) if p = pmax

où succ(p) désigne le successeur dep selon l’ordre défini plus haut.
Ainsi, lorsque l’on exécute en boucle l’instruction(r, p) ← next_lead(r, p), la variablep

parcourt, dans l’ordre et de façon circulaire l’ensemblePk et la variabler compte le nombre de
tours effectués. Finalement, la paire(r, p) parcourtN×Pk selon l’ordre lexicographique défini
par :

(r, p) < (r′, p′)⇔ (r < r′) ∨ ((r = r′) ∧ (p < p′))

Comportement d’un processuspi

La tâche de la ligne 02 assure qu’un processus informe régulièrement les autres par l’envoi
de messagesALONE lorsque sa variablealonei vauttrue. Lorsqu’il reçoit un tel message (ligne
03), un processus s’assure que l’identité transportée par le message apparait bien dans sa va-
riableleadersi. Si ce n’est pas le cas, il informe les processus (y compris lui-même) que l’état
convergé n’est pas atteint en diffusant un messageNEXT qui porte la valeur courante de son
ensembleleadersi ainsi que le nombre de parcours dePk que sa variableleadersi a effectués
jusque là.

Le traitement des messagesNEXT se fait en plusieurs étapes. Ils sont d’abord réémis (ligne
05) aux autres processus (mécanisme de diffusion fiable) afinque tous les processus corrects
reçoivent les mêmes messages (même lorsqu’un processus cesse de fonctionner au milieu d’une
opération de diffusion). La paire de valeurs qu’ils transportent est sauvegardée dansnext_seti
avec toutes les autres reçues jusque là (ligne 06). Ensuite,si le message portait les valeurs cou-
rantes deleadersi et deri, ces dernières sont mises à jour grâce à la fonctionnext_lead. Enfin,
tant que les nouvelles valeurs deleadersi et deri correspondent à une des paires sauvegardées
dansnext_seti on continue à les faire progresser (lignes 07 à 09).

Ainsi, grâce au mécanisme de diffusion fiable, on assure que lorsque plus aucun message
NEXT n’est émis, tous les processus corrects finissent par mettrele même ensemble dans leur
variableleaders et ne la modifient plus.

Lemme 6 Soitpi un processus correct etτ un instant. Sirτi = r et leadersτi = ld, alors le
processuspi a reçu et diffusé tous les messagesNEXT(r′, ld′) tels que(r′, ld′) < (r, ld) avant
τ .

Preuve Les seules modifications des variablesleadersi etri ont lieu à la ligne 08. La définition
de la fonctionnext_lead et la valeur initiale de la paire(ri, leadersi) impliquent que lorsque
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l’on a (rτi , leaders
τ
i ) = (r, ld), alors la paire(ri, leadersi) a pris toutes les valeurs(r′, ld′)

telles que(0, pmin) ≤ (r′, ld′) < (r, ld) à des instants avantτ .
On remarque que la paire(ri, leadersi) n’est modifiée que lorsque sa valeur courante appa-

rait dansnext_seti (ligne 07). Or toutes les paires qui apparaissent dans l’ensemblenext_seti
ont été au préalable reçues et rediffusées (lignes 04 à 06). Ainsi toutes les valeurs(r′, ld′) qui
ont été prises avantτ par la paire(ri, leadersi) (exceptée la valeur courante(r, ld)) corres-
pondent à celles transportées par un des messagesNEXT qui a été reçu et rediffusé parpi avant
τ .

2Lemme 6

Lemme 7 L’algorithme 5 implémenteΩk dansAMP[3Lk].

Preuve Tout d’abord, grâce à l’initialisation deleadersi et à la définition de la fonction
next_lead, leadersi contient toujours un ensemble dek identités de processus et la propriété de
validité deΩk est vérifiée.

SoitΠ l’ensemble des identités des processus qui diffusent une infinité de messagesALONE

au cours de l’exécution. Selon la propriété de sûreté de3Lk, les processus qui voient une
infinité de fois la variablealonei à true sont au plusk. Le fait qu’un processus n’envoie un
messageALONE que lorsqu’il vient de lirealonei à true (ligne 02) entraine que|Π| ≤ k.

Il y a un instant après lequel (a) tous les messagesALONE reçus proviennent de processus
deΠ1 et (b) aucun processus ne diffuse plus de messageNEXT(r,ld) avecld ⊇ Π (à cause
de la condition de la ligne 03). SoitS l’ensemble des paires(r, ld) vérifiant (a)ld ⊇ Π et
(b) un messageNEXT(r,ld) a provoqué la mise à jour de la paire (ri,leadersi) d’un processus
correctpi. Conformément à la remarque précédente,S est un ensemble fini. SiS 6= ∅, on peut
donc définir(r0, ld0) comme la plus grande paire deS. Sinon, pour préserver la généralité du
raisonnement suivant, on suppose alors que(r0, ld0) correspond à une paire strictement plus
petite que toutes celles deN×Pk et telle quenext_lead(r0, ld0) = (0, pmin).

Soit (r1, ld1) la plus petite paire telle que(r0, ld0) < (r1, ld1) et ld1 ⊇ Π1. De la définition
de (r0, ld0) et du Lemme 6, on déduit qu’un processus correct a reçu et diffusé des messages
NEXT(r, ld) pour toute paire(r, ld) ≤ (r0, ld0). Tous les processus corrects finiront donc par
exécuter(ri, ldi)← next_lead(r0, ld0).

Lorsque sur un processus correctpi à τ on aleadersτi 6⊇ Π1, conformément à la définition
deΠ1, pi finit par recevoir un messageALONE(j) avecj ∈ Π1 \ leaders

τ
i . À la réception d’un

tel message, si la valeur deleadersi n’a pas changé,pi diffuse un messageNEXT(−,leaderi)
(ligne 03), finit par le recevoir et met donc à jour sa paire(ri, leadersi). Par conséquent, pour
toute paire(r, ld) telle que(r0, ld0) < (r, ld) < (r1, ld1), commeld 6⊇ Π1, un processus correct
diffuse un messageNEXT(r, ld). Une fois que ces messages ont été reçus et traités par tous les
processus corrects, ils ont tous les valeurs(r1, ld1) dans leur paire de variables(ri, leadersi) et
ne la mettent plus à jour (sinon on contredit les définitions de (r0, ld0) et de(r1, ld1)).

Dans le cas où il y a au moinsk défaillances au cours de l’exécution, selon la propriété de
vivacité deLk, Π ∩ C 6= ∅. Or ld1 ⊇ Π doncld1 contient bien au moins un processus correct.
Dans le cas où il y a au plusk − 1 défaillances, tout ensemble dek éléments contient au moins
un processus correct, donc c’est vrai pourld1. Ainsi, tous les processus corrects finissent par
s’accorder sur un même ensemble de leaders contenant un d’entre eux. La propriété d’autorité
forte inéluctable deΩk est donc vérifiée.

2Lemme 7
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Après cette mise en relation deLk avec les détecteurs des classesΣk etΩk, on comprend
mieux ce détecteur de fautes.Lk est une version deΣk dans laquelle, lorsqu’il y a au moinsk
défaillances un processus doit se croire seul (on comprend alors pourquoi il est optimal lorsque
k = n − 1 mais pas dans les autres cas). Par ailleurs,Lk est une version perpétuelle deΩk.
Comme dansΩk la découverte des leaders ne se fait toujours qu’après un temps arbitrairement
long, cependant, au plusk processus sont considérés comme leaders au cours d’une exécution.
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Chapitre 4

Renforcement d’un détecteur : deΠk à
�Πk

Après notre étude deLk et deΩk, il apparait queLk � Ωk et queLk est une version
perpétuelle deΩk. Par ailleurs,Lk étant suffisant pour résoudre lek-accord dansAMP, on
sait queLk � Σk. On a doncLk � 〈Σk,Ωk〉. Or cette paire de détecteurs de fautes a déjà
été étudiée, elle est équivalente àΠk [3]. Lk peut donc également être vu comme une variante
perpétuelle deΠk.

Πk correspond aux détecteurs de fautes optimaux pour les cask = 1 etk = n−1, cependant,
il a été prouvé dans [5] qu’il était impossible de résoudre lek-accord dansAMP[Πk] dès que
k > 1 et 2k2 ≤ n, il n’est donc pas suffisant pour résoudre ce problème dans lecas général.
Il paraissait alors intéressant d’essayer de trouver une autre modification à apporter àΠk pour
obtenir un détecteur suffisant pour lek-accord.

Ce chapitre introduit�Πk, un détecteur de fautes issu de cette recherche, présente unal-
gorithme qui résoud lek-accord dansAMP[�Πk] et montre que ce détecteur est strictement
plus faible que deux autres détecteurs adaptés auk-accord mais incomparables. De plus,�Πk

est réaliste.

4.1 Définition de�Πk

�Πk est défini de la même façon queΠk, seule la propriété d’autorité inéluctable est mo-
difiée et rendue perpétuelle (la propriété d’intersection devient alors redondante et peut être
omise).�Πk fournit à chaque processus une variablequorumnotéeqr contenant un ensemble
d’identités de processus.�Πk vérifie la propriété de vivacité deΣk et une propriété d’autorité
perpétuelle additionnelle :

Vivacité : ∃τ : ∀i ∈ C, ∀τ ′ ≥ τ : qrτ
′

i ⊆ C

Autorité perpétuelle : ∃LD ⊆ P : (|LD| = k) ∧ (∀i ∈ P, ∀τ : qrτi ∩ LD 6= ∅)

Les quorums des processus corrects finissent par ne plus contenir que des processus corrects.
La propriété d’autorité perpétuelle assure qu’il y a un ensemble dek leaders tel que l’on trouve
au moins l’un d’entre eux dans chaque quorum. On remarquera que la propriété d’intersection
de Σk découle de la propriété d’autorité perpétuelle (ce n’étaitpas le cas avec la propriété
d’autorité inéluctable deΠk).
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4.2 �Πk est suffisant pour lek-accord

when operationset_agreementk(vi) is invoked bypi
(01) for ri from 1 to

(

n
k

)

do
(02) broadcast EST(i, ri, vj)
(03) wait until for all j ∈ qri, anEST(j, ri, vj) message has been received
(04) if ∃j ∈ round_leaders(ri) : EST(j, ri, vj) received
(05) then vi ← vj
(06) end if
(07) end for
(08) returnvi

Algorithme 6:k-accord dansAMP[�Πk] (code pourpi)

Théorème 3 L’algorithme 6 résoud lek-accord dansAMP[�Πk].

Preuve Précisons tout d’abord que la fonctionround_leaders peut être n’importe quelle bi-
jection de l’ensemble des entiers de1 à

(

n

k

)

sur l’ensemble des parties àk éléments deP.
NotonsVr l’ensemble des valeurs des variablesvi lorsquepi termine lare itération de la

boucle des lignes 01 à 07 pour touti ∈ P tel quepi termine cettere itération. SoitV0 l’ensemble
des valeurs proposées par les processus. Lorsque la variable vi d’un processus est modifiée au
cours d’une itération, elle prend la valeur qu’avait une variablevj d’un processuspj lorsqu’il a
commencé cette même itération (lignes 02 à 05). Par conséquent, on a :∀r ∈ J1;

(

n

k

)

K : Vr ⊆
Vr−1. Il vient alors queV(nk)

⊆ V0 et la propriété de validité duk-accord en découle.

Pour prouver la terminaison, il suffit de montrer qu’un processus correct ne peut rester
bloqué sur l’attente de la ligne 03. Supposons que des processus corrects restent bloqués sur
cette ligne. Soit alorsrmin le plus petit indice tel qu’un processus correctpi bloque à la ligne 03
au cours de larmin

e itération de sa boucle. Comme aucun processus correct n’estbloqué dans
une itérationr < rmin, tout processus correctpj exécute la ligne 02 à larmin

e itération. Il diffuse
donc un messageEST(j, rmin, vj) etpi finit donc par le recevoir.pi reçoit ainsi inéluctablement
un messageEST(j, rmin, vj) de chaque processus correctpj. Or, selon la propriété de vivacité
des quorums, il existe un moment à partir duquelqri ne contient que des identités de processus
corrects. Donc à partir d’un certain temps,qri ne contient plus que des identités de processus
dontpi a reçu un messageEST(j, rmin, vj), ce qui contredit le fait quepi soit bloqué à la ligne 03
au cours de larmin

e itération de sa boucle. L’algorithme assure donc la propriété de terminaison.
SoitLD un ensemble tel que décrit dans la propriété d’autorité perpétuelle de�Πk et soit

rLD l’entier entre1 et
(

n

k

)

tel queround_leaders(rLD) = LD. Comme tous les processus
qui décident ont auparavant exécuté toute la boucle des lignes 01 à 07, ils en ont, en particulier,
exécuté larLDe itération. Lors de cette itération, pour tous les processus, la condition de la ligne
04 est vérifiée, car la propriété d’autorité perpétuelle implique que le quorum qui a permis
la fin de l’attente à la ligne 03 contient au moins un des éléments deLD. Par conséquent,
lorsqu’ils exécutent larLDe itération de leur boucle, tous les processus adoptent une des valeurs
transportées par les messages diffusés par les processus deLD lors de leurrLDe itération. On
a donc :

VrLD
⊆ {vj | ∃j ∈ LD : pj a envoyé EST(j, rLD, vj) lors de sa rLD

e itération}
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on a, grâce à la décroissance des ensemblesVr montrée en début de preuve,V(nk)
⊆ VrLD

. Or

|LD| = k, donc les processus deLD qui diffusent un messageEST à larLDe itération sont au
plusk. Il vient alors|VrLD

| ≤ k et donc|V(nk)
| ≤ k, ce qui prouve que l’algorithme vérifie la

propriété d’accord.
2Théorème 3

On dispose donc désormais d’une version perpétuelle du couple 〈Σk,Ωk〉 qui permet tou-
jours la résolution duk-accord.

4.3 �Πk ≺ Lk

Après avoir prouvé que�Πk est suffisant pour résoudre lek-accord dansAMP, tâchons
maintenant de le comparer àLk qui est lui même une version perpétuelle deΩk.

4.3.1 Construction de�Πk dansAMP [Lk]

L’algorithme utilisé pour construire�Πk dansAMP[Lk] est l’algorithme 3 qui permettait
de construireΣ+

k dansAMP[Lk].

Lemme 8 L’algorithme 3 implémente�Πk dansAMP[Lk].

Preuve La preuve de la propriété de vivacité est la même que dans la preuve du Lemme 4. Pour
une exécution donnée, soitLD un ensemble dek identités de processus qui contient tous les
processus qui passent leur variablealone à true. Un quorum qui n’a jamais été modifié depuis
son initialisation est égal àP, il contient donc un élément deLD. Un quorum dont la valeur
a été affectée aux lignes 03 ou 05 contient un processus qui a passéalone à true, il contient
aussi un élément deLD. Enfin, un quorum dont la valeur a été calculée à la ligne 11 contient
n− k+1 identités de processus, il contient par conséquent également un des éléments deLD.
La propriété d’autorité perpétuelle est donc vérifiée par cet algorithme.

2Lemme 8

4.3.2 �Πk 6� Lk

Lemme 9 Il est impossible d’implémenterLk dansAMP[�Πk] si k < n− 1.

Preuve Supposons que l’on dispose d’un algorithmeA qui implémenteLk dansAMP[�Πk].
Considérons pour touti ∈ J1; k − 1K une exécutionei dans laquelle tous les processus hormis
pi crashent initialement.∀τ : qrτi = {i} est une sortie valide de�Πk dans cette exécution.
CommeA implémenteLk, selon la propriété de vivacité deLk, il existe un instantτi après
lequel la variablealonei garde la valeurtrue pour toujours.

Soit alorsτmax = max{τi | i ∈ J1; k − 1K} et soite une exécution dans laquellepk est
crashé initiallement et tous les messages sont retardés jusquàτmax.

On suppose que dans l’exécutione, les sorties de�Πk sont les suivantes à tout instantτ :
– ∀i ∈ J1; k − 1K : qrτi = {i}
– qrτk = P
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– qrτk+1 = P \ J1; kK
– ∀i ∈ Jk + 2;nK : qrτi = P \ J1; k + 1K

On remarquera que la propriété d’autorité perpétuelle est vérifiée avecLD = J1; k− 1K∪{k+
2}.

Pour touti ∈ J1; k− 1K, e etei sont indistinguables du point de vue depi. En conséquence,
danse à τmax, tous les processuspi, i ∈ J1; k − 1K ont passé leur variablealonei à true.

On suppose alors que danse les processuspi, i ∈ J1; k− 1K crashent aprèsτmax. CommeA
implémenteLk et qu’il y ak processus défaillants danse, un autre processus (disonspk+1) doit
alors passer sa variablealone à true. Supposons maintenant qu’après avoir passéalonek+1 à
true, pk+1 crashe (possible sik < n−1). Un autre processus doit alors passer sa variablealone
àtrue pour satisfaire la propriété de vivacité deLk. Cependant, cela serait en contradiction avec
la propriété de sûreté deLk cark + 1 processus auraient alors passé leur variablealone à true
au cours dee.

Il est donc impossible pourA de fournir une sortie correcte pourLk lors de l’exécution
e. Les propriétés de vivacité et d’autorité perpétuelle de�Πk étant bien vérifiées par la sortie
fournie poure, ceci montre qu’il est impossible de simulerLk dansAMP[�Πk].

2Lemme 9

On remarquera que, comme (a)�Πn−1 permet de résoudre len − 1-accord (Lemme 8)
et (b) Ln−1 est le détecteur minimal pour len − 1-accord dansAMP, il en découle que
�Πn−1 � Ln−1. Le théorème suivant est la conséquence de cette observation et des Lemmes 8
et 9.

Théorème 4 Pour toutk < n− 1, �Πk ≺ Lk. Par ailleurs,�Πn−1 ≃ Ln−1.

On a ainsi montré que notre nouveau détecteur de faute permetde résoudre lek-accord avec
moins d’information que n’en apporteLk.

4.4 �Πk ≺ Sn−k+1

Dans [1], il est montré que (a)L1 ≻ Sn, (b) ∀k > 1 : Lk 6� Sn−k+1, (c) ∀k < n − 1 :
Lk 6� Sn−k+1 et (d)Ln−1 ≺ S2.Lk etSn−k+1 sont donc incomparables dans le cas général, par
ailleurs ils sont tous deux suffisants pour résoudre lek-accord dansAMP [1]. Nous montrons
dans cette section que�Πk est aussi plus faible queSn−k+1.

4.4.1 Construction de�Πk dansAMP [Sn−k+1]

Lemme 10 Un algorithme qui exécute répétivement, sur tous les processuspi, l’instruction
qri ← (P \ suspectedi) ∪ {i} simule�Πk dansAMP[Sn−k+1].

Preuve Selon la propriété de complétude deSn−k+1, à partir d’un certain temps, tous les
processus fautifs sont toujours suspectés par les processus corrects. En conséquence, il existe
un instant après lequel les processus corrects n’ont plus deprocessus fautifs dans leur quorum.
La propriété de vivacité de�Πk est donc vérifiée.

SoitS un ensemble tel que décrit dans la propriété den− k+1-précision deSn−k+1. Il y a
donc un processuspℓ, ℓ ∈ S∩C qui n’est jamais suspecté par aucun desn−k+1 processus de
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S. Soit alorsLD = (P \S)∪{ℓ}. Comme|S| = n−k+1 etℓ ∈ S, |LD| = k. pℓ n’est jamais
suspecté par les processus deS, doncℓ est dans tous les quorums des processus deS. Ces
quorums contiennent donc tous un élément deLD. Par ailleurs,∀i ∈ P \S, ∀τ : i ∈ qrτi ∩LD,
donc tous les quorums des processus deP \ S contiennent également un élément deLD. La
propriété d’autorité perpétuelle est donc vérifiée.

2Lemme 10

4.4.2 �Πk 6� Sn−k+1

Lemme 11 Sik > 1, il n’existe pas d’algorithme qui simuleSn−k+1 dansAMP[�Πk].

Preuve Supposons qu’il existe un algorithmeA qui implémenteSn−k+1 dansAMP[�Πk]
lorsque1 < k < n− 1. Pour toutes les exécutions considérées, on supposera que�Πk fournit
les valeurs suivantes à tout instantτ :

– ∀i ∈ J1; k − 1K : qrτi = {i}
– qrk+1 = {k − 1, k + 1}
– qrk+2 = {k, k + 2}
– ∀i > k + 2 : qrτi = P
Soientei, i ∈ J1; kK des exécutions deA dans lesquelles tous les processus saufpi sont

initialement crashés. Dansei, selon les propriétés deSn−k+1, il existe τi tel que∀τ ≥ τi :
suspectedτii = P \ {i}.

Soientτmax1
= max{τi | i ∈ J1; kK} et ek+1 une exécution dans laquelle (a) tous les

messages sont retardés jusqu’àτmax1
et (b) tous les processuspi, i /∈ {k − 1, k + 1} crashent

juste aprèsτmax1
. Dansek+1, il existe un instantτk+1 tel que∀τ ≥ τk+1 : suspectedτk+1 ⊇

P \ {k − 1, k + 1}. Construisons égalementek+2 dans laquelle (a) tous les messages sont
retardés jusqu’àτmax1

et (b) tous les processuspi, i /∈ {k, k + 2} crashent juste aprèsτmax1
.

Dansek+2, il existe un instantτk+2 tel que∀τ ≥ τk+2 : suspected
τ
k+2 ⊇ P \ {k, k + 2}.

Soit alorse une exécution dans laquelle (a) tous les messages sont retardés jusqu’àτmax1
,

(b) les messages envoyés aprèsτmax1
, sauf ceux échangés entrepk−1 etpk+1 ou entrepk etpk+2,

sont retardés jusqu’àτmax2
= max{τk+1, τk+2}. Pour touti ∈ J1; kK, e etei sont indistinguables

du point de vue depi. Par conséquent, danse on a égalementsuspectedτii = P \ {i}. Pour
i ∈ {k − 1, k + 1}, e est indistinguable deek+1 du point de vue depi. Donc, danse, on a aussi
suspected

τk+1

k+1 ⊇ P \ {k− 1, k+ 1}. Pouri ∈ {k, k+ 2}, e est indistinguable deek+2 du point
de vue depi. Ainsi suspectedτk+2

k+2 ⊇ P \ {k, k + 2} reste vrai danse.
On constate que la sortie fournie pour�Πk est correcte dans toutes les exécutions consi-

dérées (avecLD = J1; kK). Cependant, la propriété den − k + 1-précision ne peut pas être
vérifiée danse. En effet, comme tout processuspi, i ∈ J1; kK suspecte tout le monde sauf
lui-même àτi, au plus un d’entre eux peut avoir son identité dansS (il doit y avoir un pro-
cessus qui n’est jamais suspecté par aucun processus deS). On a donc|S ∩ J1; kK| ≤ 1, or
|P \ J1; kK| = n− k et |S| = n− k + 1, par conséquent|S ∩ J1; kK| = 1 et {k + 1, k + 2} ⊆
S. Mais suspected

τk+1

k+1 ⊇ P \ {k − 1, k + 1} et suspectedτk+2

k+2 ⊇ P \ {k, k + 2}, donc
P \ (suspected

τk+1

k+1 ∪ suspected
τk+2

k+2 ) = ∅, ce qui montre qu’il n’y a pas de processus qui
ne soit jamais suspecté ni parpk+1 ni parpk+2. Cela contredit l’existence de l’algorithmeA.

Par ailleurs, il est montré dans [1] queLn−1 ≺ S2. Or nous avons montré dans le théorème
4 que�Πn−1 ≃ Ln−1. Il vient alors que�Πn−1 ≺ S2 ce qui prouve le lemme dans le cas
k = n− 1 et qui conclut sa preuve.
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2Lemme 11

Lemme 12 Un algorithme qui exécute répétivement sur tout processuspi suspectedi ← P \
(qri ∪ {i}) simuleSn dansAMP[�Π1].

Preuve La propriété de vivacité de�Π1 assure qu’à partir d’un certain temps on a toujours,
pour tout processuspi, i ∈ C, qri ⊆ C. Par conséquent, après cet instant,qri ∪ {i} ⊆ C,
P \ (qri ∪ {i}) ⊇ P \ C = F . Ainsi, après un certain temps, on a toujoursF ⊆ suspectedi, la
propriété de complétude est donc vérifiée.

SoitLD un ensemble tel que défini dans la propriété d’autorité perpétuelle de�Π1. Comme
tous les quorums fournis par�Π1 contiennent l’unique élément deLD, le processus (correct)
qui porte cette identité n’est jamais suspecté par aucun processus. La propriété de précision de
Sn est donc garantie.

2Lemme 12

Le théorème suivant découle des Lemmes 10 et 11.

Théorème 5 Pourk > 1, on a�Πk ≺ Sn−k+1. Par ailleurs,�Π1 ≃ Sn.

Du fait queSn est implémentable dans un système synchrone et du théorème 5, il vient le
corollaire suivant :

Corollaire 1 Pourk ∈ J1;n− 1K, �Πk est réaliste.

Finalement, notre nouveau détecteur de faute�Πk est plus faible queLk et queSn−k+1.
Ces détecteurs de fautes étant incomparables, nous avons réussi à en extraire une partie com-
mune qui permet toujours de résoudre lek-accord. Cependant,�Πk a également une propriété
perpétuelle qui fait qu’il ne peut pas être plus faible que des détecteurs (〈Σx,Ωy〉 ou Σz par
exemple) qui n’exigent pas de propriété perpétuelle autre que la propriété d’intersection de
Σ. Cela explique par exemple que�Π1 ≃ Sn ≻ 〈Σ,Ω〉, et donc que�Πk n’est pas optimal
lorsquek = 1.
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Chapitre 5

Affaiblissement d’une des familles
existantes : de〈Σx,Ωy〉 àΠΣx,y

Après avoir étudié�Πk, nous avions trouvé un détecteur de faute suffisant pour lek-
accord mais que son côté perpétuel éliminait de la course pour le détecteur minimal. Nous
nous sommes alors penché sur la famille de détecteurs〈Σx,Ωy〉qui est montrée suffisante pour
résoudre lexy-accord [5] et dont la seule propriété perpétuelle est celledeΣx.

Nous présentons iciΠΣx,y, un détecteur de faute dont le comportement s’approche de celui
de la paire〈Σx,Ωy〉. ΠΣx,y tente de réunir les deux composants de la paire〈Σx,Ωy〉 en faisant
dépendre la propriété d’autorité deΩy des quorums fournis parΣx.

Nous montrons dans ce chapitre que nous obtenons ainsi un détecteur qui permet de ré-
soudre lek-accord d’une manière similaire à celle employée dans [5] mais en se basant sur un
détecteur en général plus faible.

Pour conclure ce chapitre et ce rapport, nous prouvons, grâce à ce nouveau détecteur, que
l’on peut résoudre lek-accord sansΩk, ce qui permettra de mieux cibler les futures investiga-
tions pour trouver le détecteur minimal pour lek-accord. Le contenu de ce chapitre est la base
d’un article en cours de rédaction.

5.1 Définition deΠΣx,y

La définition deΠΣx,y sera faite en deux temps. Nous définissons tout d’abordΠΣx, qui
correspond àΠΣx,1, puis nous construisonsΠΣx,y en utilisant la définition deΠΣx.

5.1.1 ΠΣx

ΠΣx est un détecteur de faute dont la définition ressemble à cellede la paire〈Σx,Ω1〉. La
principale différence est queΠΣx n’impose plus que tous les processus finissent par s’accorder
sur un même leader correct, il assure uniquement qu’un processus correct deviendra le leader
de tous les processus dont les quorums sont infiniment souvent en intersection avec le sien.

Intuitivement, les propriétés deΣx garantissent que les processus ne sont pas séparés en
plus dex parties, et la propriété d’autorité impose qu’un processuscorrect finisse par devenir
le leader de toute sa partie.
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Formellement,ΠΣx fournit aux processus une variableqr contenant un ensemble d’identi-
tés de processus et une variableld contenant une identité de processus. Les propriétés suivantes
doivent être vérifiées :

Vivacité : ∃τ : ∀τ ′ ≥ τ, ∀i ∈ C : qrτ
′

i ⊆ C

Intersection : ∀(idm)1≤m≤k+1 ∈ P
k+1, ∀(τm)1≤m≤k+1 ∈ N

k+1 :

∃(i, j) ∈ J1; k + 1K2 : (i 6= j) ∧ (qrτiidi ∩ qr
τj
idj
6= ∅)

Auto-inclusion : ∀τ, ∀i ∈ P : i ∈ qrτi

Autorité partielle : ∃ℓ ∈ C : ∀i ∈ C :

(∀τ : ∃τi, τℓ ∈ Jτ ;∞J : qrτii ∩ qrτℓℓ 6= ∅) =⇒ (∃τ : ∀τ ′ > τ : ldτ
′

i = ℓ)

La propriété d’auto-inclusion est ajoutée pour simplifier les raisonnements. On remarquera que
lorsque l’on dispose de quorums qui vérifient les propriétésde vivacité et d’intersection, on
peut aisément construire des quorums vérifiant de surcroît l’auto-inclusion (en prenantqr′i =
qri ∪ {i}) tout en préservant les deux premières propriétés.

La propriété d’intersection assure que parmi les quorums fournis dans tout le système au
cours d’une exécution complète, il n’y en a pask + 1 qui soient deux à deux disjoints. La
propriété de vivacité garantit qu’à partir d’un certain temps, les quorums de processus corrects
ne contiennent que des identités de processus corrects.

La propriété d’autorité partielle peut être mieux compriseen considérant la contraposée de
l’implication : il y a un processus correctpℓ que tout processus correctpi doit inéluctablement
et pour toujours considérer comme son leadersauf si, après un certain temps, tout quorum de
pi est disjoint de tout quorum depℓ.

5.1.2 ΠΣx,y

On peut considérerΠΣx,y comme une mise en parallèle dey exemplaires deΠΣx parmi
lesquels un seul doit vérifier la propriété d’autorité partielle.

Formellement,ΠΣx,y fournit aux processus un tableau dey couples de variables. Le pre-
mier élément duje couple sur le processuspi sera notéFDi[j].qr et contiendra un ensemble
d’identités de processus. Le second élément de ce couple sera notéFDi[j].ld et contiendra une
identité de processus. On noteraFD[j] l’objet distribué qui à tout processuspi fournit le couple
FDi[j].

ΠΣx,y doit satisfaire les propriétés suivantes :

Sûreté : ∀j ∈ J1; yK : FD[j] vérifie les propriétés de vivacité, d’intersection et d’auto-
inclusion deΠΣx.

Vivacité : ∃j ∈ J1; yK : FD[j] vérifie la propriété d’autorité partielle deΠΣx.

5.2 Comparaison avec la famille〈Σx × Ωy〉

Dans cette section, nous nous attacherons à comparer les détecteurs de la familleΠΣx,y,
que nous venons de définir, et ceux de la famille〈Σx × Ωy〉.
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(01) repeat foreverrel_broadcast LEADER(leadersi) end repeat.

(02) when LEADER(ld) is delivered:
(03) for each j /∈ ld do susp_nbi[j]← susp_nbi[j] + 1 end for ;
(04) let j1, j2, . . . , jn be a permutation of{1, . . . , n} such that

(susp_nbi[j1], j1) < (susp_nbi[j2], j2) < · · · < (susp_nbi[jn], jn) ;
(05) for eachm ∈ J1; yK do FDi[m].ld← jx end for.

(06) repeat forever
(07) for eachm ∈ J1; yK do FDi[m].qr ← qri ∪ {i} end for
(08) end repeat.

Algorithme 7:ΠΣx,y dansAMP[〈Σx,Ωy〉] (code pourpi)

5.2.1 ΠΣx,y � 〈Σx,Ωy〉

Théorème 6 L’algorithme 7 implémenteΠΣx,y dansAMP[〈Σx,Ωy〉].

Preuve Remarquons tout d’abord que la boucle des lignes 06 à 08 assurent que tous les ob-
jets distribuésFD[m], m ∈ J1; yK vérifient les propriétés de vivacité, d’intersection et d’auto-
inclusion deΠΣx. En conséquence, la sûreté deΠΣx,y est garantie.

À la ligne 01, l’algorithme utilise un mécanisme de diffusion fiable qui garantit que, si
un message est délivré par un processus (correct ou non), alors tous les processus correct dé-
livreront ce même message. Ce mécanisme est implémentable dansAMP sans hypothèses
supplémentaires.

SoitΠ l’ensemble des identités de processus qui, à partir d’un certain temps, apparaissent
dans tous les ensemblesleaders lus par des processus corrects. Selon la propriété d’autorité
faible inéluctable deΩy, Π ∩ C 6= ∅ et, selon la propriété de validité,|Π| ≤ k.

Il y a un moment à partir duquel les processus deΠ apparaissent dans toutes les variables
leaders transportées par les messagesLEADER. Par conséquent, pour chaquepj, j ∈ Π, il n’y a
qu’un nombre fini de messagesLEADER portant une variableleaders qui ne contient pasj qui
circulent au cours de l’exécution. Conformément à la ligne 03, sur tous les processus corrects
pi, les compteurssusp_nbi[j] n’augmenteront donc plus après un certain temps. De plus, grâce
au mécanisme de diffusion fiable, les processus corrects reçoivent tous le même ensemble de
messagesLEADER, en conséquence :

∃τ : ∀j ∈ Π : ∃Nj ∈ N : ∀τ ′ ≥ τ, ∀i ∈ C : susp_nbτ
′

i [j] = Nj

Au contraire, tout processuspj , j ∈ P \ Π est infiniment souvent absent des ensembles
leaders lus par les processus corrects. Par conséquent, ces derniers envoient une infinité de
messages portant des variablesleaders ne contenant pasj. Donc pour tout processuspi correct,
les compteurssusp_nbi[j] croîtront indéfiniment.

Compte-tenu des lignes 04 et 05, il existe un moment à partir duquel, sur tout processus cor-
rectpi et pour toujours, les variablesFDi[m].ld pour1 ≤ m ≤ |Π| contiendront les éléments
j ∈ Π triés selon l’ordre croissant sur les valeursNj associées.

Comme il existeℓ ∈ Π ∩ C, il existem0 ∈ J1; |Π|K tel que∃τ : ∀τ ′ ≥ τ, ∀i ∈ C :
FDτ ′

i [m0] = ℓ. Ainsi, à partir d’un certain temps,FDi[m0].ld = ℓ sur tout processus correct
pi et pour toujours. Par conséquent, la partie droite de l’implication dans la propriété d’autorité
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partielle est vérifiée par l’objetFD[m0]. La propriété elle-même est donc également vérifiée,
ce qui prouve la propriété de vivacité deΠΣx,y.

2Théorème 6

5.2.2 ΠΣ1,y ≃ 〈Σ1,Ωy〉

Dans le cas oùx = 1, 〈Σx,Ωy〉 correspond au détecteur minimal permettant de simuler une
mémoire partagée et de résoudre lek-accord dans le système simulé.

Théorème 7 ΠΣ1,y ≃ 〈Σ1,Ωy〉

Preuve Le Lemme 6 nous donne déjàΠΣ1,y � 〈Σ1,Ωy〉, il nous faut donc montrerΠΣ1,y �
〈Σ1,Ωy〉. Pour cela on considère que, sur tout processuspi, on simule la sortieqri deΣ1 en
répétantqri ← LDi[1].qr. Σ1 hérite ainsi des propriétés de vivacité et d’intersection deLD[1].

On suppose également que l’on simule la sortie deΩy, leadersi, en l’affectant régulière-
ment avec n’importe quel ensemble dey identités de processus contenant

⋃

j∈J1;yK LD[j].ld (la
propriété de validité deΩy est ainsi vérifiée). La propriété de vivacité deΠΣ1,y nous assure
qu’il existej0 ∈ J1; yK tel queLD[j0] vérifie la propriété d’autorité partielle deΠΣ1. La pro-
priété de sûreté deΠΣ1,y garantit queLD[j0] vérifie également la propriété d’intersection de
ΠΣ1. Par conséquent, tous les quorums fournis parLD[j0] s’intersectent deux à deux. La partie
gauche de l’implication dans la propriété d’autorité partielle est donc toujours vraie pour toute
paire de processus correct(pi, pℓ). Il en découle que pourℓ tel que défini dans cette propriété,
la partie de droite de l’implication est vérifiée par tous lesprocessus correctspi. Tous les pro-
cessus correctspi finissent donc par avoir pour toujoursLDi[j0].ld = ℓ, ainsi inéluctablement,
ils vérifient aussi à tout momentℓ ∈ leadersi. La propriété d’autorité faible inéluctable deΩy

est donc vérifiée.
2Théorème 7

5.2.3 ΠΣx,n−1 ≃ Σx

Théorème 8 ΠΣx,n−1 ≃ Σx

Preuve Le théorème 6 nous donneΠΣx,n−1 � 〈Σx,Ωn − 1〉, il reste donc à montrer que
Σx � ΠΣx,n−1. Il est montré dans [3] queΣx � Σn−1 � Ωn−1. De plus, de par leur définition,
Ωn−1 � Ωn−1. Ainsi,Σx � 〈Σx,Ωn − 1〉 et doncΣx � ΠΣx,n−1.

2Théorème 8

5.2.4 ΠΣx,y 6� 〈Σx,Ωy〉 pour 1 ≤ y < x < n

Lemme 13 ΠΣy+1,1 6� Ωy.

Preuve Supposons que l’on dispose d’un algorithmeAy qui implémenteΩy dans le système
AMP[ΠΣy+1,1]. On considère l’ensembleE des exécutions infinies deAy dans laquelle les
processuspi, i > y + 1 sont initialement crashés et∀τ, ∀i ∈ J1; y + 1K : qrτi = {i} ∧ ldτi = i.
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Nous montrons que dans une de ces exécutions, il est impossible queAy fournisse une sortie
correcte pourΩy.

Pour cela nous allons montrer par récurrence l’assertiona(m) suivante : si dans une exécu-
tion e deE, à un instantτ , seuls les processuspi, i ∈ J1;mK sont vivants, alors il existe une
exécutione′ ∈ E semblable àe jusqu’àτ telle que, danse′, ∃τ ′ ≥ τ, ∃i ∈ J1;mK : leadersτ

′

i ⊇
J1;mK.

Initialisation. Dans une exécutione deE dans laquelle, àτ , tous les processus saufp1 sont
crashés, la propriété d’autorité faible inéluctable deΩy implique qu’à partir d’un certain temps
on ait toujoursleaders1 ∋ 1. a(1) est donc vérifiée.

Hérédité. Supposons quea(m) soit vraie pour1 ≤ m < y. Soit e ∈ E une exécution de
Ay dans lequelles, àτ , seuls les processuspi ∈ J1;m+ 1K sont vivants. Soite′ une exécution
semblable àe jusqu’àτ mais dans laquellep1 crashe aprèsτ . Selon l’hypothèse de récurrence
(à un renommage des processus près), on dispose dee′1 semblable àe′ jusqu’àτ dans laquelle
il existeτ1 ≥ τ et i1 ∈ J2;m+ 1K tels queleadersτ1i1 ⊇ J2;m+ 1K.

Soite1 ∈ E une exécution semblable àe dans laquelle les messages envoyés parp1 aprèsτ
sont retardés jusqu’àτ1. Les processuspi, i ∈ J2;m+ 1K ne peuvent distinguere′1 dee1 avant
τ1. Par conséquent, danse1 à τ1 on aleadersτ1i1 ⊇ J2;m+ 1K.

On peut maintenant définir de la même façone2 comme une exécution semblable àe1
jusqu’àτ1 dans laquelle il existeτ2 et i2 tels queleadersτ2i2 ⊇ J1;m+ 1K \ {2}.

On peut ensuite répéter cette construction un nombre infini de fois en retardant les messages
de chaque processus à tour de rôle. Si jamais aucun processusne vérifieleadersi ⊇ J1;m+ 1K,
alors dans l’exécution obtenue, tout processus disparait infiniment souvent d’une des variables
leaders, ce qui contredit la propriété d’autorité faible inéluctable deΩy. a(m + 1) est donc
vérifiée.

Par récurrence, la propriétéa(m) est vérifiée pour tout1 ≤ m ≤ y. Remarquons que la
preuve de l’héredité n’utilise pas le fait quem < y. Par conséquent,a(y + 1) est vérifiée.
Cependant, le fait d’avoir, sur un processuspi, à un instantτ , leadersτi ⊇ J1; y + 1K contredit
la propriété de validité deΩk. Ay ne peut donc pas exister.

2Lemme 13

Théorème 9 Pour tout triplet(x, y, n) tel que1 ≤ y < x < n, ΠΣx,y ≺ 〈Σx,Ωy〉.

Preuve Remarquons tout d’abord que le théorème 6 nous donneΠΣx,y � 〈Σx,Ωy〉. Il reste
donc à montrer queΠΣx,y 6� 〈Σx,Ωy〉.

On obtientΠΣy+1,1 � ΠΣy+1,y en considérant que l’on recopie la sortie deΠΣy+1,1 dans
tous les couples de variables du tableau que fournitΠΣy+1,y.

Par ailleurs, la propriété d’intersection deΠΣx est la seule dépendant dex et, pour toutx,
celle deΠΣx−1 implique celle deΠΣx. On en déduit que, pour toutx > y, ΠΣx,y � ΠΣy+1,y.

Au bilan, on obtient, pourx > y, ΠΣy+1,1 � ΠΣx,y. Comme le Lemme 13 prouve que
ΠΣy+1,1 6� Ωy, on en déduit queΠΣx,y 6� Ωy, et donc queΠΣx,y 6� 〈Σx,Ωy〉.

2Théorème 9
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5.3 ΠΣx,y est suffisant pour lexy-accord

Après avoir montré queΠΣx,y fournissait en général moins d’information sur les défail-
lances que〈Σx,Ωy〉, nous avons modifié légèrement l’algorithme utilisé dans [5] afin de l’adap-
ter à notre détecteur de fautes. Nous montrons ici que nous pouvons alors résoudre lexy-accord
dansAMP[ΠΣx,y].

5.3.1 Définition de l’abstractionAlphax
Cette abstraction a été introduite dans [14] et généraliséeau x-accord dans [23, 5]. Elle

vise à capturer les propriétés de validité et d’accord dux-accord dans un objet partagé que
nous noteronsAlphax. Cet objet fournit aux processus une opérationpropose(r, v). Le premier
paramètre,r, est un numéro de ronde unique : des processus distincts utilisent toujours des
numéros de ronde distincts et, sur un processus donné, les appels successifs se font avec des
numéros de ronde strictement croissants. Le second paramètre,v, est la valeur que le processus
souhaite proposer, elle est supposée différente d’une valeur spéciale que nous noterons⊥. Un
appel àpropose(r, v) renvoie une valeur qui peut être⊥.

L’abstractionAlphax doit remplir ces propriétés :

Terminaison : Toute invocation depropose(−,−) retourne une valeur (qui peut être⊥) en un
temps fini.

Validité : Si une invocation depropose(r,−) retourne une valeurw 6= ⊥, alors l’opération
propose(r′, w) a été invoquée avecr′ ≤ r.

Sûreté : L’ensemble des valeurs différentes de⊥ retournées, dans tout le système, par les
invocations àpropose(−,−) est de cardinal inférieur ou égal àx.

Obligation : Soitpℓ un processus correct et notonsQ(ℓ, τ) = {i | ∀τi, τℓ ≥ τ : qrτii ∩qr
τℓ
ℓ = ∅}.

Si, après un instantτ , (a) seulpℓ et les processus deQ(ℓ, τ) invoquentpropose(−,−) et
(b) pℓ invoquepropose(−,−) infiniment souvent, alors une des invocations exécutées par
pℓ renvoie une valeur différente de⊥.

Cet objet se comporte comme une mémoire dans laquelle on peutécrire au plusx valeurs
et qui renvoie une des valeurs stockées ou, en cas de concurrence pour accèder à l’objet, une
valeur spéciale⊥ pour annuler l’opération.

La propriété d’obligation que nous utilisons ici est plus forte que celle de [5], elle sup-
pose cependant que le système sous-jacent estAMP[Σx]. Dans [5], la propriété d’obligation
garantit qu’un appelI à propose(r,−) renvoie une valeur non-⊥ lorsque tous les appels à
propose(r′,−) qui commencent avant queI ne termine portent un numéro de ronder′ < r.
Notre propriété n’autorise pas qu’un processuspℓ exécute une infinité d’invocations qui re-
tournent⊥ si les seuls processus qui effectuent des appels concurrents ont des quorums dis-
joints de ceux depℓ.

5.3.2 Implémentation deAlphax dansAMP [ΠΣx]

Nous présentons ici un algorithme qui est une adaptation de celui proposé dans [5]. Il est
prouvé dans cet article que l’algorithme 8 implémente, dansAMP[Σk], l’abstractionAlphax
telle que définie plus haut mais avec une propriété d’obligation différente :
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init lrei ← 0 ; esti ← ⊥ ; posi ← 0.

operation propose(r, vi) :
(01) broadcast REQ_R(r) ;
(02) repeatQi ← qri
(03) until (∀j ∈ Qi : RSP_R(r, 〈lrej , posj , estj〉) received frompj) end repeat;
(04) let rcvi = { 〈lrej , posj , estj〉 : RSP_R(r, 〈lrej , posj , estj〉) received} ;
(05) if (∃lre : 〈lre,−,−〉 ∈ rcvi : lre > lrei) then return(⊥) end if ;
(06) posi ← max{pos | 〈r, pos, v〉 ∈ rcvi} ; esti ← max{v | 〈r, posi, v〉 ∈ rcvi} ;
(07) if (esti = ⊥) then esti ← vi end if ;
(08) while(posi < 2r) do
(09) posi ← posi + 1 ; psti ← posi ; % this line is executed atomically %
(10) broadcast REQ_W(r, psti, esti) ;
(11) repeatQi ← qri
(12) until (∀j ∈ Qi : RSP_W(r, psti, 〈lrej , posj , estj〉) received frompj) end repeat;
(13) let rcvi = {〈lrej , posj, estj〉 : RSP_W(r, psti, 〈lrej , posj, estj〉) received} ;
(14) if (∃lre : 〈lre,−,−〉 ∈ rcvi : lre > r) then return(⊥) end if ;
(15) posi ← max{pos | 〈r, pos, v〉 ∈ rcvi} ; esti ← max{v | 〈r, posi, v〉 ∈ rcvi}
(16) end while;
(17) return(esti).

when REQ_R(rd) received frompj :
(18) if rd > lrei then posi ← g(posi, rd− lrei) ; lrei ← rd end if ;
(19) send RSP_R(rd, 〈lrei, posi, esti〉) to pj .

when REQ_W(rd, pos, est) received frompj :
(20) if rd ≥ lrei then posi ← g(posi, rd− lrei) ; lrei ← rd
(21) caseposj > posi then esti ← est ; posi ← pos
(22) posj = posi then esti ← max{vi, est}
(23) posj < posi then nop

(24) end case
(25) end if ;
(26) send RSP_W(rd, pos, 〈lrei, posi, esti〉) to pj.

Algorithme 8:Alphax dansAMP[Σx] (implémentation de [5])

Obligation : Soit I une invocation depropose(r,−) effectuée par un processus correct. Si
toutes les invocations depropose(r′,−) qui débutent avant queI ne termine portent des
numéros de ronder′ < r, alorsI retourne une valeur différente de⊥.

Nous nous appuierons sur leur preuve pour montrer que l’algorithme 9 implémenteAlphax
selon notre définition dansAMP[Σx]. La fonctiong utilisée dans les deux algorithmes est
définie comme suit :g(ρ, δ) = 2δ(ρ− 1) + 1.

Notons tout d’abord que nous pouvons considérer, pour simplifier la preuve, queΣx fournit
des quorums qui vérifient l’auto-inclusion.

Théorème 10 L’algorithme 9 implémenteAlphax dansAMP[Σx].

Preuve Remarquons pour commencer que les seules modifications apportée par l’algorithme
9 à l’algorithme 8 apparaissent sur les lignes préfixées d’unN. Ces modifications se situent
dans les phases d’envoi et de réception des lignes 01 à 04 et 10à 13. Seuls certains messages
sont ignorés ou ne sont pas envoyés et ce ne sont pas ceux qui permettent la fin de la phase de
réception. Dans l’algorithme 8 ces messages pourraient être retardés jusqu’à ce qu’un ensemble
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quelconque d’invocations depropose(−,−) aient terminé. Par conséquent, les propriétés de
validité et d’accord d’Alphax sont toujours vérifiées par l’algorithme 9.

Terminaison. Remarquons tout d’abord qu’un processus sortira inéluctablement de la boucle
while des lignes 08 à 16 s’il ne reste pas bloqué dans la bouclerepeat des lignes 11 et 12.
Supposons qu’un processus correctpi reste bloqué pour toujours dans une des bouclesrepeat
des lignes 02 et 03 ou 11 et 12.

Selon la propriété de vivacité deΣx, il existe un momentτ à partir duquel on a toujours
qri ⊆ C. Comme le nombre de processus est fini, il y a un instantτ ′ ≥ τ après lequelpi a
envoyé des messagesREQ_X à tous les processus qui apparaissent dans ses quorums aprèsτ ′.
Chaque processus correct répond par un messageRESP_X à tout messageREQ_X qu’il reçoit.
En conséquence,pi finit par recevoir un messageRESP_X de tous les processus qui apparaissent
dans ses quorums aprèsτ ′. Mais alors la condition de sortie de la bouclerepeat est satifaite ce
qui contredit le fait quepi y reste bloqué.

Obligation. Soientpℓ, τ etQ(ℓ, τ) tels que définis dans la propriété d’obligation deAlphax.
Notons alorsΠ(ℓ, τ) =

⋃

τ ′≥τ qr
τ ′

ℓ etΠ(ℓ, τ) =
⋃

τ ′≥τ

i∈Q(ℓ,τ)

qrτ
′

i Il vient de la définition deQ(ℓ, τ)

queΠ(ℓ, τ) ∩ Π(ℓ, τ) = ∅.
Soit τ0 ≥ τ un instant après lequel toutes les invocations depropose(−,−) commencées

avantτ ont terminé et les messages qu’elles ont générés ont tous étéreçus et traités.
Dans notre algorithme, les processus n’envoient de messages qu’aux processus qui appa-

raissent dans leurs quorums. Par conséquent, aprèsτ0, pℓ n’envoie plus de requêtes qu’aux
processus deΠ(ℓ, τ) et les processus deQ(ℓ, τ) n’envoient plus de requêtes qu’aux processus
deΠ(ℓ, τ). Les seuls messages qui transitent alors sont donc échangésentrepℓ et les processus
deΠ(ℓ, τ) ou entre les processus deQ(ℓ, τ) et ceux deΠ(ℓ, τ). Il apparait alors que les pro-
cessus deΠ(ℓ, τ) ne peuvent pas distinguer cette exécutione d’une autree′ où les processus de
Π(ℓ, τ) auraient crashé aprèsτ0.

Comme aprèsτ0, pℓ invoque infiniment souventpropose(−,−) avec des numéros de ronde
strictement croissants et comme les processus deΠ(ℓ, τ) ne reçoivent plus de requêtes de pro-
cessus autres quepℓ, pℓ finit par exécuterI =propose(r,−) avec un numéro de ronder stricte-
ment plus grand que ceux vus par les processus deΠ(ℓ, τ) avantτ0.

Dans cette situation, danse′, la propriété d’obligation de [5] est satisfaite etI renvoie une
valeur différente de⊥. Selon l’argument d’indistinguabilité, les processus deΠ(ℓ, τ) se com-
portent danse comme danse′ et I renvoie donc également une valeur différente de⊥ dans
e.

2Théorème 10

5.3.3 Résolution duxy-accord dansAMP [ΠΣx,y]

x-accord dansAMP[ΠΣx]

Nous supposons ici que l’on a construit l’objetAlphax, ce qui est possible puisqueΠΣx �
Σx et que l’on a donné une implémentation deAlphax dansAMP[Σk].

Lemme 14 L’algorithme 10 résoud lex-accord dansAMP[ΠΣx].
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Preuve Remarquons tout d’abord que les lignes 01, 04 et 05 assurent que les appels àAlphax se
font dans les conditions requises : des numéros de ronde croissants pour les appels consécutifs
effectués par un même processus et des numéros de rondes différents pour tous les appels en
provenance de processus différents.

Grâce aux propriétés de sûreté et de validité deAlphax, comme les seules valeurs décidées
proviennent de la sortie deAlphax.propose(−,−) et que les seules valeurs proposées àAlphax
sont les valeurs proposées par les processus, les propriétés d’accord et de validité dux-accord
sont vérifiées. De plus, la propriété de terminaison d’Alphax nous garantit qu’aucun processus
ne restera bloqué indéfiniment pendant une invocation d’Alphax. Enfin, le mécanisme de dif-
fusion fiable utilisé à la ligne 08 assure que si un processus décide, alors tous les processus
corrects finissent par décider.

Ainsi, il ne nous reste qu’à montrer que l’une des invocations deAlphax.propose(−,−)
renvoie une valeur différente de⊥. Supposons que ça ne soit jamais le cas. Soitℓ une identité
de processus correct telle que celle définie dans la propriété d’autorité partielle deΠΣx. Soit
Rℓ l’ensemble des processuspi tels quei 6= l et ldi = i est vrai infiniment souvent. La contra-
posée de la propriété d’autorité partielle nous assure qu’il existe un instantτRℓ

tel que tous les
processuspi, i ∈ Rℓ vérifient∀τi, τl ≥ τRℓ

: qrτii ∩ qrτℓℓ = ∅. Ainsi, Rℓ ⊆ Q(ℓ, τRℓ
) avecQ

défini comme dans la propriété d’obligation deAlphax.
Conformément à la condition de la ligne 03, il existe un instant τa après lequel seuls les

processus deRℓ ∪ {ℓ} appellentAlphax.propose(−,−). Soitτb = max{τa, τRℓ
}, par définition

de Q, on aRℓ ⊆ Q(ℓ, τRℓ
) ⊆ Q(ℓ, τb). Grâce aux propriété d’autorité partielle et d’auto-

inclusion deΠΣx, il existe un instant après lequel on a toujoursldℓ = ℓ, doncpℓ appelle
infiniment souventAlphax.propose(−,−), car, par hypothèse, aucun processus ne décide.

pℓ et τb ainsi définis vérifient donc les conditions de la propriété d’obligation d’Alphax.
Un des appels effectués parpℓ à Alphax.propose(−,−) renvoie donc une valeur différente de
⊥. Nous avons atteint une contradiction, par conséquent un processus finit par décider et tous
finissent donc par décider, ce qui prouve la propriété de terminaison dux-accord.

2Lemme 14

xy-accord dansAMP[ΠΣx,y]

Théorème 11 En exécutant en parallèley instances de l’algorithme 10, on résoud lexy-
accord dansAMP[ΠΣx,y].

Preuve Pour résoudre lexy-accord dansAMP[ΠΣx,y], chaque processus exécutey instances
de l’algorithme 10 en parallèle et décide la première valeurdécidée dans une de ces instances.
La je de ces instances utilise le leader fourni parFD[j].ld et un objetAlphax implémenté grâce
aux quorums fournis parFD[j].qr.

La propriété de sûreté deΠΣx,y assure que tous les objetsFD[j], j ∈ J1; yK satisfont les
propriétés d’intersection d’auto-inclusion et de vivacité deΠΣx (qui sont celles deΣx). On
peut donc bien implémenterAlphax à partir de chacun d’eux. Ainsi, pour toutj ∈ J1; yK, la
je instance de l’algorithme satisfait les propriétés d’accord et de validité dux-accord qui ne
dépendent que d’Alphax (cf. preuve du Lemme 14).

Par ailleurs, la propriété de vivacité deΠΣx,y nous assure qu’il existej0 ∈ J1; yK tel que
FD[j0] satisfait la propriété d’autorité partielle deΠΣx. Par conséquent, laj0e instance de
l’algorithme vérifie la propriété de terminaison dux-accord.
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Les propriétés d’accord et de validité étant vérifiées par lesy instances dux-accord, au plus
xy valeurs sont décidées dans tout le système et ce sont toutes des valeurs proposées. Les pro-
priétés d’accord et de validité duxy-accord sont donc garanties. Par ailleurs, au moins une des
y instances dux-accord termine, par conséquent, s’ils ne décident pas dansune autre instance,
tous les processus corrects finissent par décider dans celle-ci. La propriété de terminaison du
xy-accord est donc également vérifiée.

2Théorème 11

Nous disposons ainsi d’un détecteur de faute plus faible que〈Σx,Ωy〉 dans le cas général
et qui permet de résoudre lek-accord dans les mêmes conditions. Cependant, remarquons que
notre algorithme ne fonctionne que pourxy ≤ k. Ainsi, même siΠΣn−1,n−1 ≃ Σn−1 est
le détecteur de faute minimal pour résoudre len − 1-accord, notre algorithme ne permet pas
d’implémenter len− 1-accord dansAMP[ΠΣn−1,n−1].

5.4 Ωk n’est pas nécessaire pour lek-accord

Les détecteurs de fautes des trois familles�Πk, Lk et Sn−k+1 étaient tous plus forts que
Ωk, en effet,�Πk � Πk ≃ 〈Σk,Ωk〉 et nous avons montréLk � �Πk etSn−k+1 � �Πk. Nous
nous sommes alors demandé siΩk était nécessaire pour résoudre lek-accord.

Dans cette partie, nous montrons que ce n’est pas le cas en prouvant queΠΣk,1, avec lequel
il est possible de résoudre lek-accord, ne permet pas de simulerΩk.

Lemme 15 Soitk ∈K1;n− 1J. Ωk ne peut pas être simulé dansAMP[ΠΣk,1].

Preuve Nous supposons par contradiction que nous disposons d’un algorithmeA qui simuleΩk

dansAMP[ΠΣk,1] avec1 < k < n− 1. Nous allons alors construire une exécution deA dans
laquelle on dispose d’une sortie correcte pourΠΣk,1, mais où il est impossible de construire
une sortie deΩk.

Nous noteronsqri et ldi les sorties deΠΣk,1 sur le processuspi et leaderi celle deΩk. Dans
toutes les exécutions qui suivent, les processuspi, i > k + 2 (s’il en existe) sont initialement
crashés.

Les exécutionsα. Dans toutes les exécution de cette partie, nous considéronsqu’il existe
leadα ∈ J1; 3K tel qu’à tout instantτ :

– ∀i ∈ J1; 3K : (qrτi = J1; 3K) ∧ (ldτi = leadα)
– ∀i ∈ J4; k + 2K : (qrτi = {i}) ∧ (ldτi = i)

Soient tout d’abordαi, i ∈ J4; k + 2K des exécutions dans lequelles tous les processus saufpi
sont initiallement crashés. SoitαJ1;3K une exécution dans laquelle tous les processus deP \
J1; 3K sont initiallement crashés. Dansαi, i ∈ J4; k + 2K, pi doit, à partir d’un certain tempsτi,
toujours satisfairei ∈ leadersi (car il est le seul processus correct) pour vérifier la propriété
d’autorité forte inéluctable deΩk. Pour garantir cette même propriété, dansαJ1;3K, il doit exister
un processusℓα et un instantτJ1;3K après lequel les processuspi, i ∈ J1; 3K doivent toujours
avoir ℓα ∈ leadersi.

Soient alorsτα = max{τi, i ∈ {J1; 3K} ∪ J4; k + 2K} etα une exécution dans laquelle tous
les messages hormis ceux envoyés entre les processuspi, i ∈ J1; 3K sont retardés jusqu’àτα. Les
processuspi, i ∈ J1; 3K ne peuvent pas distinguerα deαJ1;3K et les processuspi, i ∈ J4; k + 2K

34



ne peuvent distinguerα deαi. En conséquence, dansα, on a∀i ∈ J1; 3K : ℓα ∈ leadersταi et
∀i ∈ J4; k + 2K : i ∈ leadersταi .

Les exécutionsβ. Soit τ fα > τα un instant après lequel, dansα, les messages envoyés avant
τα ont été reçus. Les exécutions de cette partie sont toutes semblables àα jusqu’à τ fα . Les
sorties deΠΣk,1 dans ces exécutions sont les mêmes que dansα jusqu’à τ fα . Après celà, il
existeleadβ ∈ J1; 3K \ {ℓα} tel qu’à tout instantτ > τ fα on ait :

– ∀i ∈ J1; 3K \ {ℓα} : (qr
τ
i = J1; 3K \ {ℓα}) ∧ (ldτi = leadβ)

– (qrτℓα = J1; 3K) ∧ (ldτℓα = leadβ)
Les autres sorties deΠΣk,1 restent les mêmes.

Soientβi, i ∈ J4; k + 2K des exécutions semblables àα jusqu’àτ fα dans lesquelles tous les
processus saufpi crashent aprèsτ fα . Soit égalementβJ1;3K\{ℓα} une exécution, semblable àα
jusqu’àτ fα , dans laquelle les processuspi, i /∈ J1; 3K \ {ℓα} crashent aprèsτ fα . Toujours pour
vérifier la propriété d’autorité forte inéluctable deΩk, il faut que, pour touti ∈ J4; k + 2K,
il existe τi tel queτi > τ fα et ∀τ ≥ τi : i ∈ leadersi dansβi. De même, il faut qu’il existe
τJ1;3K\{ℓα} > τ fα etℓβ ∈ J1; 3K\{ℓα} tels que∀τ ≥ τJ1;3K\{ℓα}, ∀i ∈ J1; 3K\{ℓα} : ℓβ ∈ leadersτi
dansβi.

On définit alorsβ, une exécution semblable àα jusqu’àτ fα , dans laquelle, aprèsτ fα , les
messages, hormis ceux envoyés par les processuspi, i ∈ J1; 3K \ {ℓα} et à destination d’un des
processuspj , j ∈ J1; 3K, sont retardés jusqu’àτβ = max{τi, i ∈ {J1; 3K \ {ℓα}} ∪ J4; k + 2K}.

Les processuspi, i ∈ J1; 3K \ {ℓα} ne peuvent distinguerβ deβJ1;3K\{ℓα} et les processus
pi, i ∈ J4; k + 2K ne peuvent distinguerβ deβi. Par conséquent, dans l’exécutionβ on a∀i ∈
J1; 3K \ {ℓα} : ℓβ ∈ leaders

τβ
i et∀i ∈ J4; k + 2K : i ∈ leader

τβ
i .

Les exécutionsγ. On peut maintenant définirτ fβ > τβ un instant dansβ après que tous les
messages envoyés avantτβ ont été reçus. On construit alors une exécutionγ à partir deβ de la
même manière que celle utilisée pour contruireβ à partir deα. On obtient ainsi une exécution
dans laquelle∃ℓγ ∈ J1; 3K\{ℓβ}, ∃τγ : (∀i ∈ J1; 3K\{ℓβ}, ℓγ ∈ leaders

τγ
i )∧ (∀i ∈ J4; k + 2K :

i ∈ leaders
τγ
i ).

En répétant cette construction, on obtient une exécution infinie dans laquelle au moinsk+1
identités de processus (toutes celles deJ4; k + 2K et au moins deux parmi celles deJ1; 3K) ap-
paraissent infiniment souvent dans les variablesleaders. Cela contredit la propriété d’autorité
forte inéluctable deΩk alors que la sortie deΠΣk,1 pour cette exécution est correcte (en par-
ticulier, la propriété d’intersection est vérifiée au long de toutes les exécutions construites).
L’agorithmeA ne peut donc pas exister.

2Lemme 15

Le théorème suivant est la conséquence du Lemme 15 et du fait que lek-accord peut être
résolu dansAMP[ΠΣk,1].

Théorème 12 Soit k ∈K1;n − 1J. Ωk n’est pas nécessaire pour résoudre lek-accord dans
AMP.

Corollaire 2 Soitk ∈K1;n− 1J. Si2k2 ≤ n, alorsΩk et le détecteur de faute minimal pour le
k-accord dansAMP sont incomparables.

Preuve Soit Xk le détecteur de fautes minimal pour résoudre lek-accord dansAMP avec
1 < k < n et 2k2 ≤ n. Supposons queΩk � Xk. Il en découle que l’on peut résoudre le
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k-accord dansAMP[Ωk], ce qui est une contradiction puisqu’on sait [5] que c’est impossible
dansAMP[〈Σk,Ωk〉] lorsque2k2 ≤ n.

Supposons maintenant queXk � Ωk, dans ce cas on auraitΠΣk,1 � Xk � Ωk ce qui
contredirait le Lemme 15.

2Corollaire 2

Nous savons donc maintenant que notre recherche doit s’orienter sur des détecteurs de
fautes qui ne sont pas plus fort queΩk. Ce résultat prouve par ailleurs que, comme nous le
soupçonnions,�Πk n’est pas le détecteur minimal pour lek-accord.

Après cette étude,ΠΣx,y apparait comme une version affaiblie de la paire〈Σx,Ωy〉 qui
permet toujours lexy-accord.
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init lrei ← 0 ; esti ← ⊥ ; posi ← 0.

operation propose(r, vi) :
(N01) r_req_seti ← ∅ ;
(02) repeatQi ← qri ;
(N02-1) for each j ∈ Qi \ r_req_seti do send REQ_R(r) to pj end for ;
(N02-2) r_req_seti ← r_req_seti ∪Qi

(03) until (∀j ∈ Qi : RSP_R(r, 〈lrej , posj, valj〉) received frompj) end repeat;
(N04) let rcvi = { 〈lrej , posj , estj〉 : RSP_R(r, 〈lrej , posj, estj〉) received fromQi } ;
(05) if (∃lre : 〈lre,−,−〉 ∈ rcvi : lre > lrei) then return(⊥) end if ;
(06) posi ← max{pos | 〈r, pos, v〉 ∈ rcvi} ; esti ← max{v | 〈r, posi, v〉 ∈ rcvi} ;
(07) if (esti = ⊥) then esti ← vi end if ;
(08) while (posi < 2r) do
(09) posi ← posi + 1 ; psti ← posi ; % this line is executed atomically %
(N10) w_req_seti ← ∅ ;
(11) repeatQi ← qri ;
(N11-1) for each j ∈ Qi \ w_req_seti do send REQ_W(r, psti, esti) to pj end for ;
(N11-2) w_req_seti ← w_req_seti ∪Qi

(12) until (∀j ∈ Qi : RSP_W(r, psti, 〈lrej , posj , valj〉) received frompj) end repeat;
(N13) rcvi ← {〈lrej, posj , estj〉 : RSP_W(r, psti, 〈lrej , posj, estj〉) received fromQi } ;
(14) if (∃lre : 〈lre,−,−〉 ∈ rcvi : lre > r) then return(⊥) end if ;
(15) posi ← max{pos | 〈r, pos, v〉 ∈ rcvi} ; esti ← max{v | 〈r, posi, v〉 ∈ rcvi}
(16) end while;
(17) return(esti).

when REQ_R(rd) received frompj :
(18) if rd > lrei then posi ← g(posi, rd − lrei) ; lrei ← rd end if ;
(19) send RSP_R(rd, 〈lrei, posi, esti〉) to pj .

when REQ_W(rd, pos, est) received frompj :
(20) if rd ≥ lrei then posi ← g(posi, rd− lrei) ; lrei ← rd
(21) caseposj > posi then esti ← est ; posi ← pos
(22) posj = posi then esti ← max{vi, est}
(23) posj < posi then nop

(24) end case
(25) end if ;
(26) send RSP_W(rd, pos, 〈lrei, posi, esti〉) to pj.

Algorithme 9:Alphax dansAMP[Σx]

operation proposex (vi) :
(01) deci ← ⊥ ; ri ← i ;
(02) while (deci = ⊥) do
(03) if (ldi = i) then
(04) deci ← Alphax.propose(ri, vi)
(05) ri ← ri + n
(06) end if
(07) end while;
(08) rel_broadcast DECISION(deci).

when DECISION(d) is delivered: return d.

Algorithme 10:x-accord dansAMP[ΠΣx] (code pourpi)
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Chapitre 6

Conclusion

Au cours de ce stage, les détecteurs de fautes qui avaient étéproposés jusque là ont été
étudiés, comparés et certaines de leurs différences ont étéexplicitées. Cela nous a permis de
mieux cerner celles de leur propriétés qui permettaient la résolution duk-accord dansAMP
et nous a mené à définir deux nouvelles classes de détecteurs de fautes.

Ces nouveaux détecteurs,�Πk etΠΣx,y, constituent une avancée vers le détecteur de fautes
minimal pour lek-accord car ils affaiblissent trois des familles connues pour être suffisantes
pour résoudre ce problème et ils permettent toujours cette résolution. Ainsi, parmi les familles
suffisantes connues au début de ce stage, seuleΣz, k ≥ n− ⌊ n

z+1
⌋ n’a pas été améliorée.

Par ailleurs, nous avons montré queΩk, qui était une brique de base pour plusieurs détec-
teurs proposés pour lek-accord, n’est pas nécessaire pour résoudre ce problème. Ceci permet
de restreindre le champs des future investigations visant àdéterminer le détecteur minimal.

Il reste désormais à trouver un détecteur de fautes qui, touten permettant la résolution du
k-accord, soit plus faible que�Πk, queΠΣx,y pour tout couple(x, y) tel quexy ≤ k et queΣz

pourz maximal tel quek ≥ n− ⌊ n
z+1
⌋. Mieux encore, il s’agit de trouver le plus faible d’entre

eux.
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