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1 Introdu
tion1.1 Présentation du BRGMLe BRGM (Bureau de Re
her
hes Géologiques et Minières) est l'établissement publi
 de ré-féren
e dans le domaine des appli
ations des s
ien
es de la terre pour gérer les ressour
es et lesrisques du sol et du sous-sol. Créé en 1959, 
'est un établissement Publi
 à Cara
tère Indstriel etCommer
ial (EPIC) pla
é sous la double tutelle du ministère de l'Enseignement supérieur et de laRe
her
he et du ministère de l'E
ologie, de l'Energie, du Développement durable et de l'Aména-gement du territoire. Les deux obje
tifs majeurs du BRGM sont :� 
omprendre les phénomènes géologiques en développant des méthodologies et des te
hniquesnouvelles,� mettre à disposition des pouvoirs publi
s des outils né
essaires à la gestion du sol, du sous-solet des ressour
es naturels.Le BRGM a pour mission la re
her
he s
ienti�que, l'appui aux politiques publiques, la 
oopé-ration internationale.La re
her
he s
ienti�que se déploie dans trois domaines :� la 
onnaissan
e géologique, la 
ompréhension par l'observation et la modélisation des pro
es-sus liés au sol et au sous-sol,� les développements au servi
e des politiques publiques,� les transferts vers l'industrie.L'appui aux politiques publiques regroupe l'ensemble des a
tions d'expertise, de surveillan
eet d'études menées en soutien des politiques publiques. Cette mission s'exprime en 
inq typesd'a
tions : l'observation du sol et du sous-sol, la 
apitalisation et la di�usion de la 
onnaissan
e,les études méthodologiques, la fourniture d'une expertise publique indépendante et la formation etle transfert de savoir.Pour la 
oopération internationale, le BRGM apporte son savoir-faire et son expertise en par-ti
ulier pour les � infrastru
tures géologiques �, la 
artographie, les risques naturels, les ressour
esminérales et les eaux souterraines. Le BRGM pour 
ette mission a plusieurs axes d'intervention : la
ontribution à la politique de 
oopération française, l'appui aux politiques de l'Union européenne,de la Banque Mondiale et des autres a
teurs multilatéraux, le soutien aux politiques publiquesdes États, les prestations aux entreprises dans les domaines de l'environnement, des mines et del'énergie et la parti
ipation aux travaux d'instan
es géologiques internationales.Les études au sein du BRGM se répartissent selon les dix domaines thématiques suivant : lagéologie, les ressour
es minérales, la géothermie, l'eau, l'après-mine, les sites et sols pollués etla gestion des dé
hets, les systèmes d'information, les risques naturels, le sto
kage géologique du
CO2 et la métrologie. J'ai e�e
tué mon stage dans le servi
e RNSC (Risques Naturels et Sto
kagedu CO2) dont le but est d'anti
iper et de prévenir 
es risques : séismes, éruptions vol
aniques,impa
ts des 
hangements 
limatiques, e�ondrements, glissements de terrain, érosion et/ou sub-mersion 
�tières, retraits-gon�ements des argiles, impa
ts liés au sto
kage du CO2. Pour étudierles mé
anismes de 
es aléas géologiques, il est 
onçu et mis en oeuvre plusieurs outils : systèmesde surveillan
e, modèles prédi
tifs, 
artographies des aléas, bases de données, outils d'évaluationdes risques. L'une des missions est de fournir aux dé
ideurs des moyens de diagnosti
 et d'aideà la dé
ision pour l'aménagement des zones urbaines et du littoral, sur la base d'évaluations devulnérabilité et d'élaboration de s
énarios de risques.
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1.2 Présentation de l'érosion1.2.1 Des
ription de l'érosionLe ruissellement et l'érosion des sols posent de multiples problèmes en termes de risques na-turels (
oulées boueuses), de préservation de la qualité des eaux (potabilité) et des é
osystèmesaquatiques (turbidité, pollutions 
himiques) et de 
onservation des ressour
es agronomiques (di-minution des épaisseurs de sol, pertes en nutriments). Dans la pratique, il n'est pas envisageablede supprimer tous les éléments à l'origine du ruissellement. Ainsi, les stratégies de lutte 
ontre leruissellement et l'érosion s'atta
hent à inter
epter les transferts à l'intérieur des bassins versants enfaisant par exemple alterner les surfa
es ruisselantes et les surfa
es in�ltrantes le long des 
heminsd'é
oulement. Ces propositions d'aménagement né
essitent une bonne 
onnaissan
e des 
heminsd'é
oulement. Au sein d'un bassin versant plusieurs éléments 
ontr�lent les dire
tions de trans-fert : la topographie, les sillons agri
oles au sein des par
elles, les limites de par
elles, les fosséset le réseau hydrographique. S'il est 
lair que le réseau d'é
oulement résulte de l'intera
tion entre
es di�érents pro
essus d'é
helles spatiales très di�érentes, les modalités d'intera
tion restent engrande partie à explorer et permettront de mieux prédire le ruissellement et l'érosion.L'érosion est un ensemble de phénomènes qui façonnent le relief terrestre et dont les fa
teurssont le 
limat, la topographie, la physique et la 
himie de la surfa
e, la 
ouverture végétale, lanature de 
es végétaux, l'histoire te
tonique et en�n l'a
tion de l'homme. Il existe 
inq types d'éro-sion : l'érosion hydraulique (�gure 5) est engendrée par le ruissellement d'eau dû à la pluie, l'érosiongla
iaire (�gure 1) provient du mouvement des gla
iers, l'érosion éolienne (�gure 2) façonne parexemple les dunes des déserts grâ
e au transport du sable par le vent, l'érosion marine (�gure 3)s'exer
e sur les littoraux par l'a
tion des vagues, des 
ourants et de la houle et en�n l'érosionanthropique (�gure 4) résulte de l'a
tion de l'homme sur le relief. Ce dernier type d'érosion pro-vient des 
ultures, des di�érentes 
onstru
tions et de la modi�
ation du milieu naturel telle que ladéforestation ou le 
ontr�le des 
ours d'eau.
Figure 1 � Chaîne de montagnes suisse Figure 2 � Dune rose au Niger

Figure 3 � Falaises d'Etretat Figure 4 � Déforestation de la forêt amazonienne4



Nous nous intéressons dans 
e stage à l'érosion hydraulique des sols à l'é
helle de la par
elle oudu bassin versant (�gures 5 et 6). L'érosion désigne désormais l'érosion hydraulique qui 
onstitueun fa
teur de risques naturels 
omme le montre les �gures 7 et 8.
Figure 5 � Par
elle agri
ole Figure 6 � Bassin versant

Figure 7 � Coulée de boue en Belgique Figure 8 � Ravine observée en NormandieL'érosion agit à di�érents rythmes suivant qu'elle soit faible ou forte. Une faible érosion peutsur des temps très longs lisser des montagnes, 
reuser des vallées. Alors qu'une forte érosion peuttransformer un paysage de façon quasi instantanée ou au moins très rapidement ave
 des phé-nomènes naturels violents tel qu'une avalan
he, des 
oulées de boues ou un tsunami. L'érosion
omporte trois phases étroitement liées : l'arra
hement ou déta
hement, le transport des sédimentset le dép�t. Les paragraphes suivant présentent les prin
ipes de base de l'érosion hydraulique endé�nissant notamment les trois phases 
itées pré
édemment et les paramètres qui in�uent sur 
esphases.1.2.2 Pro
essus de l'érosionOn dé�nit dans 
ette se
tion les paramètres et les pro
essus de l'érosion et notamment ses troisphases 
ara
téristiques.
∙ Le déta
hement des sédimentsLe déta
hement ou l'arra
hement des sédiments peut être provoqué par la goutte de pluie vial'e�et splash, le ruissellement, le vent, la houle ou les outils de labours. I
i nous nous intéressonsau déta
hement par ruissellement et par e�et splash.On peut d'ores et déjà remarquer que généralement le déta
hement est spatiallisé. Si on prendpar exemple un 
ours d'eau, sur l'amont l'arra
hement sera prin
ipalement le fait de l'e�et splashalors que plus en aval il sera provoqué par l'é
oulement de l'eau. Cette spatialisation de l'érosionvient de la hauteur d'eau. En e�et, pour que la pluie érode le sol il faut que la hauteur d'eausoit su�samment faible pour que les gouttes de pluie atteignent le sol. De la même manière, sur5



une par
elle le déta
hement est prin
ipalement provoqué par l'e�et splash. Dans les pro
hainsparagraphes on explique notamment 
es deux types d'arra
hement.L'arra
hement par le ruissellement vient du fait que le mouvement du �uide entraîne les sédi-ments du fond. En e�et, le ruissellement représente le dépla
ement de l'eau à la surfa
e du sol. Ildépend notamment de plusieurs fa
teurs qui sont la for
e tra
tri
e, l'érodibilité du sol, l'érosivitédu �uide, la taille des sédiments. Il se produit lorsque l'eau sur une pente ne s'in�ltre pas 
omplè-tement dans le sol ou n'est pas inter
eptée par des obsta
les naturels. Le ruissellement est souventa

ru si l'in�ltration est diminuée par la 
ompa
tion, la formation d'une 
roûte ou le gel.L'e�et splash est provoqué par la pluie. Il joue un r�le important dans les pro
essus hydrolo-giques et érosifs. L'impa
t des gouttes de pluie a pour e�et de briser les agrégats (sorte de motte oude tas de sédiments) et de disperser les parti
ules du sol. Cet arra
hement dépla
e des parti
ulesde sol qui peuvent reformer de nouveaux agrégats. Les parti
ules ainsi dé
omposées sont déta
héeset éje
tées par l'impa
t des gouttes de pluie. Cet e�et a lieu prin
ipalement lorsque la hauteurd'eau est faible 
ar il faut que les gouttes d'eau atteignent le sol. Il dépend de plusieurs fa
teurs etnotamment des gouttes de pluie, de l'érosivité de l'eau, de la taille des sédiments et de leurs fa
ultésà se disperser 
'est-à-dire l'érodibilité du sol. Il dépend aussi de l'intensité de la pluie 
'est-à-direque des pluies plus fortes, dissipant plus d'énergie, seront né
essaires pour dépla
er les plus grossesparti
ules de sol.
Figure 9 � impa
t d'une goutte de pluie Figure 10 � l'érosion par l'e�et splash

∙ Le transport des sédimentsLa plupart des modèles de des
ription et de quanti�
ation de l'érosion des sols par l'eau sontissus de l'hydraulique �uviale. On peut néanmoins noter que l'e�et splash lors de l'impa
t desgouttes de pluies déta
he les sédiments mais les transporte également. Nous nous intéressons i
iau transport des sédiments par ruissellement. Dans des 
onditions de faibles pentes et de faiblesvitesses du �uide, on di�éren
ie deux modes de transport solide suivant la taille des parti
ules : le
harriage pour les sédiments de tailles importantes et la supension pour les �nes parti
ules de sol.Dans un transport par 
harriage, l'e�et des for
es hydrodynamiques exer
ées par l'é
oulementse traduit sur les parti
ules sédimentaires par un mouvement de roulement, ou de glissement surle fond du 
ours d'eau, ou en
ore de saltation, 
'est-à-dire de su

ession de petits sauts au 
oursdesquels les parti
ules se séparent du lit durant de très 
ourtes périodes. Dans un transport parsuspension, les parti
ules �nes peuvent être maintenues dans le 
orps de l'é
oulement sur de longuesdistan
es, sans reprendre 
onta
t ave
 le lit, notamment sous l'e�et des �u
tuations verti
ales dela vitesse. La séparation entre 
harriage et suspension dépend de la taille des parti
ules, mais ausside l'é
oulement : une parti
ule 
harriée dans un é
oulement peut être en suspension dans un autre.
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Figure 11 � S
héma des modes de transport, d'après Graf et Altinakar [IAC97℄.
∙ Le dép�t des sédimentsLe dép�t des sédiments 
onsiste à la 
hute des sédiments qui ont été entraînés par l'é
oulementet qui retombent pour faire à nouveau partie du sol. En réalité, il est plus di�
ile de prédire le dép�tdes matériaux transportés par un 
ours d'eau que l'arra
hement du lit. Néanmoins, le pro
essus dedép�t à un impa
t tout aussi important sur la topographie du sol. En e�et, le sol érodé, déposé aubas des pentes, peut empê
her ou retarder l'émergen
e de la semen
e, enterrer les jeunes pousseset né
essiter un deuxième semis dans les endroits a�e
tés. Les sédiments peuvent se déposer surles propriétés en aval et o

asionner des dommages aux routes [AWM+89℄.1.2.3 Fa
teurs de l'érosionOn indique i
i plusieurs fa
teurs qui peuvent in�uen
er l'érosion : la for
e tra
tri
e, l'érositivitéde l'eau, l'érodibilité du sol et la 
ohésivité des matériaux le 
omposant.La for
e tra
tri
e est un paramètre de 
hoix dans l'étude du transport du fond, elle s'exer
esur le fond parallèlement à la ligne de 
harge de la rivière du fait de la poussée hydrostatique. Ellereprésente la for
e émise par l'é
oulement sur le fond. La for
e tra
tri
e 
ritique, �C , est la for
eseuil de mise en mouvement des sédiments.L'érodibilité traduit la 
apa
ité de la résistan
e d'un sol fa
e à l'érosion. Elle dépend de lanature du sol, de la longueur de la pente et de la densité du 
ouvert végétal. E�e
tivement, lerisque d'érosion augmente lorsque le sol n'a qu'un faible 
ouvert végétal ou de résidus. Les résiduset la végétation protègent le sol de l'impa
t des gouttes de pluie et de l'é
laboussement, ils tendentà ralentir la vitesse de l'eau de ruissellement et permettent une meilleure in�ltration.L'érosivité 
orrespond à l'agressivité de l'eau sur la surfa
e du sol. On parle d'érosivité es-sentiellement pour l'e�et splash. L'agressivité des pluies dépend prin
ipalement de leurs énergies
inétiques, qui résultent elles-même de la distribution du diamètre des gouttes et de leurs vitessesd'impa
ts. Ces grandeurs sont étroitement 
orrélées à l'intensité de la pré
ipitation. L'in�uen
e dufa
teur 
limatique sur l'érosion hydrique ne se réduit 
ependant pas uniquement à l'énergie 
iné-tique des pré
ipitations, puisque leurs historiques 
onditionnent l'humidité du sol qui peut modi�er
onsidérablement les pertes en terres o

asionnées par une averse [SMM07℄.La 
ohésivité est la propriété que possède une matière à 
onserver sa stabilité par le jeu desfor
es intérieures. Ainsi, des matériaux 
ohésifs sont aptes à se lier entre eux et à rester stable
omme 
'est le 
as pour les argiles. 7



1.2.4 S
héma ré
apitulatif du problème généralLe s
héma ré
apitulatif de la �gure 12 regroupe les intera
tions entre les di�érents pro
essusintervenant dans l'érosion. Les �è
hes en pointillés 
orrespondent aux phénomènes non pris en
ompte dans 
ette étude. PluieE
oulement ErosionGéométrie
In�ltrationFrottements Erodibilité(1) (2)(3) (4)(5) (6)(7) (8) (9) (10)(11)Figure 12 � Intera
tions des pro
essus à l'origine de l'érosion.La pluie agit sur l'é
oulement (1) par un terme sour
e dans Saint�Venant et sur l'érosion (2)via l'e�et splash. Les paramètres de frottement et d'in�ltration (3) in�uen
ent l'é
oulement qui estplus ou moins in�uen
é par la présen
e de la phase solide (4). Le (5) est l'a
tion de l'é
oulementsur la phase solide. Le (6) représente l'in�uen
e du paramètre d'érodibilité du matériau sur letransport solide, l'arra
hement et le dép�t. L'érosion 
hange la géométrie (8) 
e qui entraîne unemodi�
ation de l'é
oulement (7) et une modi�
ation de la quantité de matériaux transportés (9).Parfois 
ette transformation dans la géométrie 
hange le type de matériau érodé 
e qui provoque unemodi�
ation des paramètres de frottement et d'in�ltration (10) ainsi que l'érodibilité du matériau(11). Ces pro
essus dépendent de la nature des 
ou
hes de sédiments qui 
onstituent le fond del'é
oulement et de la durée du phénomène étudié.1.3 Equations de Saint�VenantLes équations de Saint�Venant, ou équations en eaux peu profondes (shallow water equationsen anglais), publiées en 1871 sont d'une grande importan
e en hydraulique maritime et �uviale.Elles sont obtenues à partir des équations de Navier-Stokes que nous rappelons :

⎧

⎨

⎩

div(u) = 0,
∂u

∂t
+ u ⋅ ∇u = −1

�
∇p+ 1

�
div(�) + g + F,où les in
onnues sont la pression p et la vitesse u. Le passage du système de Navier�Stokes à 
elui deSaint�Venant né
essite des hypothèses, des approximations et des règles de 
al
ul. Tout d'abordlorsque la pente du fond est faible (typiquement moins de 10%), il est pertinent de négliger lavitesse verti
ale devant les 
omposantes horizontales. Ensuite les équations de Saint�Venant sontobtenues en supposant que la pression est hydrostatique et en e�e
tuant une moyenne, en utilisantle théorème de Liebniz, suivant la verti
ale des deux 
omposantes horizontales des équations de
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Navier�Stokes. Ainsi, on obtient le système suivant :
⎧

⎨

⎩

∂tℎ+ div(q) = P − I,

∂tq + div

(

q2

ℎ

)

+ gℎ∇ℎ = −gℎ (∇zf + Sf ) ,où les in
onnues sont la hauteur d'eau ℎ et le débit q. Les termes sour
es sont l'intensité de la pluie
P , l'in�ltration I, les frottements Sf et la topographie zf .Le passage aux équations de Saint�Venant suppose également l'imperméabilité du fond qui n'estpas respe
tée dans notre 
as 
ar on souhaite prendre en 
ompte la pluie et l'in�ltration, 
e quiajoute le terme − (P − I)

q

ℎ2
dans l'équation de 
onservation de la quantité de mouvements. Ceterme n'est quasiment jamais pris en 
ompte, nous l'omettons don
 également dans les modèlesprésentés.1.4 Obje
tifs du stageL'érosion est un pro
essus 
omplexe faisant intervenir de nombreux fa
teurs et mettant en jeuplusieurs paramètres. Avant de 
hoisir un modèle une étude bibliographique sur les di�érentesfaçons de modéliser l'érosion s'avère né
essaire.Le développement de méthodes numériques pré
ises, stables et robustes est primordial pourdisposer de logi
iels 
apables de représenter 
orre
tement la physique. En e�et, le système deséquations de Saint�Venant est un problème hyperbolique appro
hé par de nombreuses méthodesnumériques 
omme les volumes �nis, les s
hémas de relaxation et les méthodes de Galerkin Dis-
ontinus. Des travaux pré
édents au BRGM ont permis la 
onstitution d'un 
ode, implémentépar Delestre [DCJD08℄ [DJ09℄ nommé FULLSWOF, utilisant la méthode des volumes �nis ave
re
onstru
tion hydrostatique proposée par Audusse [Aud04℄ et un �ux numérique à l'ordre 2. Ce
ode prend en 
ompte la pluie, l'in�ltration et les frottements. Le se
ond obje
tif de 
e stage estde poursuivre le développement de 
e 
ode en intégrant les e�ets de l'érosion.Ainsi, la se
tion 2 présente les modèles que nous avons identi�és et des lois de fermetures né
es-saires aux modèles. La partie suivante de 
e rapport présente les di�érentes méthodes numériquesutilisées pour résoudre le système de Saint�Venant, ainsi que 
elle pour l'équation liée à l'érosionet en�n le 
ouplage qui les relie. Ce rapport se poursuit par la présentation de 
as-test qui ontpour obje
tifs de valider et de tester l'implémentation.

9



2 Choix des modèles d'érosionCette deuxième partie synthétise les travaux bibliographiques e�e
tués dans le 
adre de 
estage. Nous présentons d'abord le modèle 
ouplé que nous proposons de résoudre ainsi que sesvariantes possibles qui peuvent prendre en 
ompte la 
on
entration des sédiments (en résolvantune équation supplémentaire), l'in�uen
e des sédiments sur les é
oulements à forte 
on
entrationsédimentaire ainsi que les e�ets de la turbulen
e. Nous détaillons ensuite les lois de fermeturesné
essaires à la résolution de l'équation d'Exner.2.1 Modèles 
ouplés Saint�Venant - ExnerLa modélisation de l'érosion repose sur l'équation d'Exner qui traduit la 
onservation de lamasse des sédiments :
(1− �)∂tzf + div(qe) = 0,où zf est la hauteur du fond, � représente la porosité du sol qui est la fra
tion de vide dans lesol et qe désigne le débit sédimentaire. Cette équation modélise l'évolution du fond et peut êtrenaturellement 
ouplée aux équations de Saint�Venant. En e�et, l'érosion in�uen
e l'é
oulementsuper�
iel par le terme sour
e topographique ∇zf tandis que l'é
oulement super�
iel intervientdans l'érosion par la détermination du débit de sédiments qui dépend de la hauteur d'eau et/oude la vitesse de l'é
oulement. Le système 
ouplé que nous étudions s'é
rit

⎧









⎨









⎩

∂tℎ+ div(q) = P − I sur Ω× [0, T ],

∂tq + div
q2

ℎ
+ gℎ∇ℎ = −gℎ (∇zf + Sf ) sur Ω× [0, T ],

(1− �)∂tzf + div(qe(q, ℎ)) = 0 sur Ω× [0, T ],où Ω représente la surfa
e du fond. Ce sytème doit être 
omplété par des 
onditions initialeset aux limites qui seront pré
isées pour 
haque 
as test. Une loi supplémentaire reliant le débitsédimentaire est né
essaire pour fermer le modèle. Ce type de loi est présenté dans le paragraphe 2.2.Il est possible de di�éren
ier le transport par 
harriage qc du transport en suspension qs. Cettemodélisation bi
ou
he né
essite la résolution d'une équation supplémentaire pour 
onnaître la
on
entration des sédiments dans l'é
oulement. Le système d'équations s'é
rit alors
⎧

















⎨

















⎩

∂tℎ+ div(q) = P − I sur Ω× [0, T ],

∂tq + div
q2

ℎ
+ gℎ∇ℎ = −gℎ (∇zf + Sf ) sur Ω× [0, T ],

(1− �)∂tzf + div(qc + qs(c)) = 0 sur Ω× [0, T ],

∂tc+ div(Uc) =
1

ℎ
(A−D) sur Ω× [0, T ].où c est la 
on
entration sédimentaire moyenne du �uide, A et D représentent respe
tivementl'arra
hement et le dép�t qui se manifestent entre la 
ou
he de sédiments et l'é
oulement. Commepour le débit total qe, les débits qc et qs ainsi que les quantités A etD dépendent des 
ara
téristiquesphysiques du sol (érodibilité et 
ohésion par exemple) et des variables hydrodynamiques (hauteuret vitesse). Quelques-unes de 
es lois sont présentées dans la partie dédiée aux lois de fermetures.Les �gures 13 et 14 illustrent les deux modèles dé
rits pré
édemment. Le se
ond modèle supposeque les é
hanges de sédiments ne s'e�e
tuent pas dire
tement entre le fond et l'é
oulement ; ladouble �è
he de la �gure 14 représente 
es é
hanges qu'il est possible d'envisager.10



Pluie P

In�ltration I

ℎ

zf

qeFrottements Sf

Figure 13 � Modèle Saint�Venant - ExnerPluie P

In�ltration I

ℎ

zf

A D

qc

qs
Frottements Sf

Figure 14 � Modèle Saint�Venant - Exner bi
ou
heNous avons supposé que les sédiments n'in�uençaient pas dire
tement l'é
oulement, 
e qui estvalable si la 
on
entration volumique des sédiments dans le �uide est inférieure à 10% (Graf [Gra99℄).Cette hypothèse justi�e l'absen
e de termes sour
es dans les équations de Saint�Venant 
omme
eux proposés par Simpson et Castelltort [SC06℄ pour la 
onservation de la masse :
A−D

1− �
,et pour la 
onservation de la quantité de mouvements :

�Δ(ℎU)− (�s − �e)

2�
gℎ2∇c− (�0 − �)(A−D)U

�(1 − �)
,où � est le 
oe�
ient de vis
osité turbulente, �s et �e sont respe
tivement la densité des sédimentset de l'eau, � est la densité du �uide 
omposé des sédiments et de l'eau (� = �e(1 − c), c est la
on
entration) et �0 est la densité du fond saturé en sédiments (�0 = �e� + �s(1 − �)). Cettehypothèse selon laquelle l'e�et des sédiments est faible sur l'é
oulement sous-entend aussi l'égalitéentre la vitesse de l'é
oulement et 
elle des sédiments dans l'équation de 
on
entration. Villaret etHervouet [VH06℄ utilisent un 
hamp 
onve
teur di�érent de la vitesse de l'é
oulement :

Uconv
def
=

∫ zs

zf
ucdz

∫ zs

zf
cdz

.11



Ce 
hamp 
onve
teur est évalué en supposant un pro�l logarithmique sur les vitesses et un pro�lde Rouse sur les 
on
entrations. Nous avons également omis les termes représentant les e�ets de laturbulen
e qui peuvent être pris en 
ompte au niveau de l'é
oulement par le terme div(
t∇u) dansl'équation de la 
onservation de la quantité de mouvements et au niveau du transport de sédimentspar le terme div(
t∇c) dans l'équation de 
on
entration. Il est 
lair que l'é
oulement peut êtrereprésenté par un modèle di�érent. En e�et, il est possible d'utiliser un modèle plus simple 
ommel'onde 
inématique (Lane et al [LSS℄) ou plus 
omplet 
omme les équations de Navier�Stokes, 
equi fût fait par Beněs et al [BTHB06℄. Dans le modèle bi
ou
he, on peut distinguer l'arra
hementpar le ruissellement de l'arra
hement par l'e�et splash 
omme le fait Nord [Nor06℄. On peut noterégalement l'existen
e de modèles atypiques 
omme 
elui utilisé par Abd-el-Malek et Helal [eMH09℄qui ajoute une équation de transport de la température (a�n d'étudier le la
 Mariut en Egypte).Le tableau, non exhaustif, suivant ré
apitule le travail bibliographiqe e�e
tué : pour 
haque mo-dèle sont indiqués le nom des auteurs, les termes sour
es éventuellement ajoutés et la référen
e del'arti
le.modèle Auteurs terme(s) sour
e(s) REFsupplémentairesF. Benkhaldoun S. Sahmim M. Seaïd * [BSS℄M.J. Castro diaz et al [CDFNF08℄B. Dewals et al [DEA+08℄SV L. S
hippa S. Pavan [SP09℄+ P.K. Stansby et al div(
t∇u) [SHA+09℄Exner P. Roos S. Huls
her H. De Vriend [RHdV08℄X. Liu B. J. Landry M. H. Gar
ia * [LLG08℄D. M. Kelly N. Dodd * [KD09℄O. Devau
helle et al [DJLZ08℄J. Bennett div(
t∇c) [Ben74℄S. Fagherazzi T. Sun [FS03℄SV D. Prit
hard A.J. Hogg [PH03℄+ P. Gomi, P. Sergent, B.Zhang div(
t∇c) [GPZ04℄Exner G. Simpson S. Castelltort termes sour
es 
ités [SC06℄bi
ou
he C. Villaret J.-M. Hervouet Uconv, div(
t∇c) [VH06℄G. Nord e�et splash [Nor06℄M. Gopal Naik, E.P. Rao et T.I. Eldho e�et splash [NRE09℄* on a oté des modèles l'in�ltration, la pluie et les frottements.2.2 Lois de fermeturesPour résoudre les di�érents modèles présentés dans la se
tion pré
édente, on a besoin de loisde fermetures. On expose tout d'abord les lois de transport sédimentaire 
'est-à-dire les lois pour
qe, qc et qs. Ensuite nous indiquons les lois d'arra
hement et de dép�t. Ces lois étant bien souventempiriques, on s'atta
he à donner les 
ontextes physiques d'appli
ations des lois exposées. Etantdonné le nombre important de lois de fermetures qui existent, 
ette liste est non exhaustive.12



2.2.1 Lois de transportOn peut d'ores et déjà indiquer que les lois ont bien souvent un seuil, à partir duquel lespro
essus d'érosion et de transport débutent. Autrement dit, la mise en mouvement des sédimentsne se fait que sous 
ertaines 
onditions liées à la vitesse du �uide ou à la 
ontrainte du fond.
∙ Lois ave
 seuilCette première formule ave
 seuil pour le transport total des sédiments est assez générale. Ellené
essite la 
onnaissan
e de la 
ontrainte de 
isaillement au fond �b ainsi que de la 
ontrainte
ritique �c qui se 
al
ule à partir de la 
ontrainte de Shields �∗c

�b
def
= �u2, �c = �e(s− 1)gd3�∗c et �∗c

def
=0.05(�s − �e)gdoù �e et �s sont les masses volumiques de l'eau et des sédiments, g est l'a

élération de la gravité,

d est le diamètre des sédiments et s est la pente. La 
ontrainte adimensionnée de Shields �∗c a étéétablie pour des pentes faibles (inférieures à 2%) dans des 
onditions parti
ulières d'é
oulement etde granulométrie (Castro Diaz et al [CDFNF08℄).
qe =

⎧

⎨

⎩

�

(

�b
�c
− 1

)n si �b > �c,

0 sinon.Il existe de nombreuses lois pour 
hoisir les paramètres �, n et �c 
omme 
elle de Du Boys (1879),de Meyer-Peter-Muller(1948), de Van Rijn (1984), de Luque et Van Beek (1879) et de Nielsen
(1992)

∙ Lois sans seuilLes lois sans seuil supposent que l'érosion 
ommen
e dès que le �uide se met en mouvement.On a tout d'abord une loi proposée par Dewals et al [DEA+08℄, qui dépend de la hauteur ℎ du�uide, de sa vitesse U , et d'une 
onstante � qui est un 
oe�
ient de proportionnalité déterminépar les 
onditions limites ou 
onditions du fond
qe = �ℎU.Cette loi est utilisée pour une appli
ation sur un aménagement hydroéle
trique en Inde 
omprenantun barrage et sa retenue d'eau et un bassin versant à 
ara
tère montagneux. Il s'intéresse enparti
ulier au désensableur prévu pour limiter l'abrasion de la turbine par les matériaux solides.La loi de Grass dépend de la vitesse U d'un 
oe�
ient Ag, qui est un paramètre in
luant lataille des grains et la vis
osité 
inématique, et d'un exposant m qui est 
ompris entre 0 et 3

qe = Ag ∣U ∣m U.Les 
oe�
ients Ag et m peuvent être 
hoisis pour retrouver 
ertaines des lois évoquées pré
édem-ment (Meyer-Peter Muller, Nielsen, Van Rijn et Luque et Van Beek) pour lesquelles on aura prissoin d'annuler le seuil. La loi proposée par de Vriend et al [RHdV08℄ pour des sédiments non
ohésifs est
qe = �∣U ∣3

(

U

∣U ∣ + �∇zf
).13



En prenant � = 0 et en utilisant � =
�ℎ

∣U ∣U et � = Ag∣U ∣m−2, nous retrouvons les lois de Dewalset Grass.La loi proposée par Begin et al [BMS81℄, reprise par S
hippa et Pavan[SP09℄ trouve ses appli
ationsdans les ruisseaux et dans les variations rapides du �ux. Elle s'exprime en fon
tion d'un paramètreexpérimental k et du 
oe�
ient de frottement Sf (déterminé par exemple par la relation de Chézyou Manning�Stri
kler)
qe = kSf .

∙ Di�éren
e entre 
harriage et suspensionCertains 
omme Van Rijn [Rij84a℄ [Rij84b℄ ou Einstein [Ein50℄ 
hoisissent de di�éren
ier letransport de sédiments par 
harriage qc de 
elui par suspension qs. Ce type de lois s'utilise don
pour le modèle bi
ou
he.Van Rijn [Rij84a℄ dé
rit une loi de 
harriage par deux paramètres adimensionnels : le diamètreadimensionnel d∗ et un paramètre de transport T dépendant de la vitesse de 
isaillement (u∗) quiest la variation de la déformation au 
ours du temps et de la vitesse 
ritique de 
isaillement (u∗
c).Il a établi 
ette formule en pro
édant à des expérimentations sur le terrain ave
 des parti
ules de

0.2 et 2mm. La relation de Van Rijn s'é
rit
qc = 0.053

T 2.1

d0.3∗

√

(s− 1)gd3 ave
 T =
(u∗)2 − (u∗

c)
2

(u∗
c)

2
,où s− 1 est la densité relative des parti
ules. Le débit des sédiments en suspension est

qs =

∫ zs

zf

cudz.Pour obtenir la 
on
entration c, on résout une équation de transport ou on utilise le pro�l deRouse. La vitesse horizontale u est donnée par un pro�l logarithmique.2.2.2 Lois d'arra
hement et de dép�tCertains modèles requièrent des lois représentant les é
hanges entre le fond et l'eau pour l'ar-ra
hement A et d'autres pour le dép�t D.
∙ Lois d'arra
hementLes lois d'arra
hement représentent le taux de sédiments qui se déta
hent du sol. Les lois d'ar-ra
hement proposées par Simpson et Castelltort [SC06℄ di�èrent suivant la nature des sédiments,pour les matériaux 
ohésifs

A =

{

�
(√

u2+v2

uc
− 1
)
 si √u2 + v2 ≥ uc,

0 sinon,où � est le 
oe�
ient d'entraînement, uc la vitesse seuil d'entraînement et 
 un exposant qui vautapproximativement 1 à 2 et pour les matériaux non 
ohésifs
A =

⎧

⎨

⎩

160(1− p)d(� − �c)U∞

R0.8�Cℎ
si � ≥ �c,

0 sinon,où � représente le paramètre de Shields, �C la valeur 
ritique d'entraînement et U∞ la vitesse à lasurfa
e libre. 14



∙ Lois de dép�tLa loi utilisée par Krone s'é
rit
D =

{

c!
(

1− �max

�c

) si �max ∕= �c,

0 sinon,où c est la 
on
entration de matière en suspension, �max la valeur de 
isaillement maximale et latension 
ritique �c. Cette loi ainsi que la suivante dépendent d'un paramètre ! qui est la vitessede 
hute d'une parti
ule en eau 
alme.La loi proposée par Simpson et Castelltort [SC06℄ sert notamment à modéliser l'érosion engendréepar la rupture d'un barrage
D = !(1− Ca)

mCa,où Ca est un paramètre qui représente la 
on
entration volumétrique sédimentaire près du lit.
∙ Lois pour le taux d'ara
hement/dép�t en simultanéLe se
ond modèle peut aussi être fermé par les lois proposées par Foster et al [FFN+95℄. Pourles taux d'arra
hement/dép�t dus à l'é
oulement les lois s'é
rivent

ADfe =

{

�r(� − �sol)
(

1− qs
Tc

)

(1 − �) si qs ≤ Tc,

0 sinon, ,

ADce =

{

�r(� − �sol)
(

1− qs
Tc

)

� si qs ≤ Tc,

0 sinon, ,où ADfe est le taux d'arra
hement/dép�t du fond et ADce est le taux d'arra
hement/dép�t dela 
ou
he non 
ohésive. Les paramètres de 
es lois sont la 
apa
ité de transport sédimentaire del'é
oulement Tc et l'érodibilité du sol �r. Les variables � et �sol représentent les 
ontraintes de
isaillements et qs est le débit solide unitaire qui 
orrespond au produit du débit liquide unitairedans la dire
tion de l'é
oulement par la 
on
entration sédimentaire en suspension. Ces lois ainsique les deux premières de la se
tion suivante ont pour appli
ation une étude sur une par
elle.
∙ Lois pour le taux d'arra
hement dû à l'e�et splashL'e�et splash est dû à la 
hute de gouttes de pluie sur le sol qui éje
tent les sédiments àl'endroit de l'impa
t. Cela explique que les lois proposées sont des lois d'arra
hement par la pluieet non d'arra
hement/dép�t. On expose i
i les lois utilisées par Li(1979)[Li79℄ ave
 Afp le tauxd'arra
hement du fond et Acp le taux d'arra
hement de la 
ou
he non 
ohésive

Afp = �Rp

(

1− ℎ

zm

)

(1− �),

Acp = �dR
p

(

1− ℎ

zm

)

�.Les paramètres de 
es lois sont le 
oe�
ient d'érodibilité de la matri
e de sol dû au splash �,le 
oe�
ient d'érodibilité de la 
ou
he non 
ohésive dû au splash �d, la profondeur maximale depénétration de la pluie dans l'é
oulement zm, l'intensité de la pluie R, le pour
entage de la maillere
ouverte par la 
ou
he de sédiments non 
ohésifs � et un exposant p.15



Pour l'impa
t de la pluie, une se
onde loi, proposée par Sharda et Singh(1994) [SS94℄ reprisepar Wi
ks et Bathurst(1996)[WB96℄ est :
A = !FWCF krI

2(2.96S0.79
0 + 0.56),où ! est un 
oe�
ient de 
alibration, FW un fa
teur 
orre
tif de la hauteur de l'eau, CF un fa
teurde gestion des ressour
es, kr un fa
teur d'érodibilité du sol, I l'intensité de la pluie et S0 la pentedu lit. Cette loi n'est pas pour un modèle bi
ou
he don
 il n'y a i
i pas de modèle qui 
orrespond,il faudrait pour 
ela dé�nir un modèle 1bis qui tiendrait 
ompte de l'e�et splash. Cette loi a étéreprise par Naik et al [NRE09℄ pour une étude sur un bassin versant de l'Inde.
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3 S
hémas numériquesCette partie est 
onsa
rée à la présentation des s
hémas numériques utilisés. La première se
tionrappelle les méthodes de résolution des équations de Saint�Venant. La deuxième se
tion présentela dis
rétisation de l'équation d'Exner. Une méthode de splitting est 
hoisie pour 
oupler 
eséquations. L'équation de Saint�Venant est d'abord résolue, la hauteur d'eau ℎ et le débit q issusde 
e 
al
ul permettent de déterminer le débit sédimentaire né
essaire à la résolution de l'équationd'Exner.3.1 Dis
rétisation du système de Saint�VenantNous présentons i
i brièvement la dis
rétisation du système de Saint�Venant implémentée dansle 
ode de 
al
ul utilisé pendant 
e stage. Nous indiquons simplement les �ux numériques et less
hémas d'intégration en temps disponibles mais détaillons la re
onstru
tion hydrostatique quipermet de garantir les états d'équilibres au repos dé�nis par
ℎ+ zf = C et q = 0.Ce système est résolu ave
 des termes sour
es liés à la pluie P , à l'in�ltration de l'eau I dans lesol et aux frottements Sf :
∂tW + ∂xF (W ) = T ,où W

def
=

(

ℎ

q

), F (W )
def
=

⎛

⎝

q

q2

ℎ
+

gℎ2

2

⎞

⎠ et T def
=

(

P − I

−gℎ∇zf − gℎSf

).Les �ux numériques d'ordre 1 disponibles sont le �ux de Rusanov et le �ux HLL qui sont utilisésave
 le s
héma d'Euler expli
ite. Les �ux numériques d'ordre 2 sont les �ux MUSCL, ENO et ENOmodi�é qui sont utilisés ave
 le s
héma de Heun (s
héma de Runge�Kutta d'ordre 2).On pose Ω un domaine borné de ℝ
2 qui représente la par
elle que l'on souhaite étudier et Ghune grille 
artésienne de Ω. On dis
rétise 
e domaine Ω en 
elulle �i,j de taille dx× dy en utilisantles notations suivantes :
�i−1,j �i,j �i+1,j

�i,j+1

�i,j−1

dx

dy

Figure 15 � Notations utiliséesIl est intéressant de préserver 
ertains états stationnaires (
omme les �aques d'eau) du systèmede Saint�Venant dans le 
adre de nos appli
ations. La re
onstru
tion hydrostatique permet depréserver les états d'équilibres au repos dé�nis au niveau dis
ret par
ℎn+1
i,j + zf,i,j = C et qni,j = 0.17



Cette te
hnique 
onsiste à introduire une nouvelle hauteur d'eau qui est dé�nie de la façon suivanteentre les 
ellules �i,j et �i+1,j :
ℎ̃i+ 1

2
,j = ℎi,j + zf,i,j −max(zf,i,j , zf,i+1,j).Pour garantir la positivité de la hauteur d'eau, on prend la partie positive de 
ette variable

ℎ∗
i+ 1

2
,j
= max(0, ℎ̃i+ 1

2
,j).Le débit est également modi�é de la façon suivante

q∗i+1,j = qi+ 1
2
,j

ℎi+1,j

ℎi,j

.En utilisant 
es nouvelles variables il est né
essaire d'introduire le terme sour
e dis
ret suivantpour obtenir un s
héma équilibré
D =

⎛

⎝

0
g

2
(ℎ∗2

i+ 1
2
,j
− ℎ∗2

i,j)ni,j .

⎞

⎠Le s
héma dis
ret ave
 re
onstru
tion hydrostatique s'é
rit �nalement dans le 
adre de l'ordre 1 :
Wn+1

i,j = Wn
i,j −

Δt

∣�i,j ∣
(

ℱ(Wn
i,j ,W

n
i+1,j)−ℱ(Wn

i−1,j ,W
n
i,j)−D

)où ℱ est le �ux numérique. Les 
onditions limites sont imposées sur des 
ellules �
tives si on està la frontière du domaine d'étude 
omme le montre la �gure 16
Wg Wd

Wb

Wℎ

ΩΓg Γd

Γb

Γℎ

Figure 16 � Notations pour les 
onditions de bords.Plusieurs 
onditions limites peuvent être imposées, par exemple sur le bord gau
he� une sortie libre est 
onsidérée en imposant
Wg =

(

ℎ1,j

q1,j

)

,� un mur ou �ux nul est 
onsidéré en imposant
Wg =

(

ℎ1,j

−q1,j

)

.
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3.2 Dis
rétisation de l'équation d'ExnerL'équation d'Exner ave
 un sol de porosité nulle s'é
rit :
∂tzf + div(qe) = 0.On intègre l'équation d'Exner sur 
haque 
ellule �i,j :

∀�i,j ∈ Gh,

∫

�i,j

∂zf
∂t

+

∫

�i,j

div(qe) = 0.En supposant que la topographie zf est su�samment régulière et d'après le théorème de la diver-gen
e on obtient :
∀�i,j ∈ Gh,

∂

∂t

∫

�i,j

zf +

∫

∂�i,j

qe ⋅ ni,j = 0.où ni,j est la normale unitaire sortante à la 
elulle �i,j . Il n'est pas possible de rempla
er dire
tement
zf par zf,ℎ dans 
ette équation 
ar zf,ℎ n'est pas univaluée sur les interfa
es. Nous introduisonsdans l'intégrale de bord un �ux numérique q̂e et é
rivons au niveau dis
ret :

∀�i,j ∈ Gh,
∂

∂t

∫

�i,j

zf,ℎ +

∫

∂�i,j

q̂e ⋅ ni,j = 0.En utilisant un s
héma d'Euler expli
ite et en dé
omposant l'intégrale de bord on obtient :
zn+1
f,ℎ,i,j = znf,ℎ,i,j −

Δt

∣�i,j ∣

4
∑

k=1

lk ˆqek ⋅ nk,où
zf,i,j

def
=

∫

�i,j

zf,ℎ.La k− ème arête ave
 1 ≤ k ≤ 4 de la 
elulle �i,j a pour normale extérieure unitaire nk et longueur
lk. Pour la suite, on 
hoisit les 
onventions suivantes :

�i,jn1 n3

n2

n4

n1
def
=

(

−1
0

)

, n2
def
=

(

0

−1

)

, n3
def
=

(

1

0

)

, n4
def
=

(

0

1

),
l1 = l3 = dy et l2 = l4 = dx.Pour le �ux numérique de q̂e on a utilisé le �ux upwind :

q̂ek =

{

q
(in)
e ⋅ nk si u ⋅ nk ≥ 0,

q
(ext)
e ⋅ nk si u ⋅ nk < 0.3.3 CouplageL'organisation générale du 
ode est présentée dans l'algorithme 
i-après. Les éléments ajoutésau programme initial lors de 
e stage sont é
rits en gras. On pré
ise i
i les 
hoix disponibles pour
e programme. Pour les frottements on a le 
hoix entre les lois de Manning et de Dar
y�Weisba
h,pour la loi d'érosion on peut 
hoisir entre la loi à seuil, 
elle de Dawson, 
elle de Dewals et 
elle deGrass. Pour les �ux numériques, on a le 
hoix entre les �ux de Rusanov et HLL pour les équationsde Saint�Venant et les �ux upwind et 
entré pour l'équation d'Exner. On pré
ise que dans 
etalgorithme le pas de temps est re
al
ulé à 
haque itération pour respe
ter la 
ondition de CFL deSaint�Venant. 19



Algorithme 1 Résolution du système 
ouplé Saint�Venant - ExnerEntrées:CI : ℎ0, U0 et z0fCL : Wg, Wd, Wb et WℎLoi de frottementsLoi d'érosionFlux numérique ℱ pour équations Saint�VenantFlux numérique q̂e pour équation d'ExnerTant que tps ≤ T = tpstotal FaireCal
ul de dtRésolution du système de Saint�VenantRésolution de l'équation d'ExnerVisualisation des résultats
tps← tps+ dtFin tant queSorties: ℎT , UT et zTfOn s'est i
i basé sur l'algorithme existant qu'on a 
omplété. On utilise i
i les mêmes pas detemps et d'espa
e pour Saint�Venant et pour Exner, mais on pourrait 
hoisir des pas de tempsdi�érents sans di�
ulté supplémentaire. Il est important de noter que 
e 
hoix de prendre les mêmespas de temps et d'espa
e nous assure généralement de véri�er la CFL pour l'équation d'Exner. Ene�et, 
ette 
ondition dépend du 
hoix de la loi de débit solide qe et en parti
ulier souvent duparamètre d'érodibilité. Par exemple, pour qe = krU la 
ondition de CFL pour l'équation d'Exnerest respe
tée pour :

kr
Δt

Δx
≤ 1.On rapelle que la 
ondition de CFL pour le système de Saint�Venant est :

sup(∣u−
√

gℎ∣, ∣u+
√

gℎ∣) Δt

Δx
≤ 1

2
.Or, on 
hoisit généralement : kr << 2sup(∣u−

√
gℎ∣, ∣u+

√
gℎ∣).
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4 Cas-testOn présente dans 
ette partie les di�érentes simulations réalisées. Pour 
ommen
er, un 
astest analytique nous a permis de valider l'implémentation de l'équation d'Exner et de 
omparerle s
héma de splitting présenté à la se
tion pré
édente ave
 un s
héma de relaxation détaillé dansl'annexe A. Le 
as test suivant 
on
erne l'arasement d'une dune dans le 
as d'un é
oulementunidire
tionnel. Le troisième 
as simule la 
réation d'une ravine pour un é
oulement bidimensionnel.4.1 Validation ave
 solution analytiqueCe premier 
as test proposé par Kubatko et al [KWD06℄ possède une solution analytique etpermet de véri�er l'implémentation de l'équation d'Exner indépendamment de la résolution deséquations de Saint�Venant. Il s'agit de l'évolution d'une dune initialement symétrique, submergéepar l'eau, subissant un é
oulement permanent unidire
tionnel. Le domaine d'étude Ω et la durée�nale de simulation sont
Ω = [−10, 10] et T = 5s.La topographie initiale est donnée par la fon
tion

∀x ∈ Ω, zf (x, t = 0) = 1 + cos
(�x

10

)

.La solution analytique obtenue par la méthode des 
ara
téristiques est
zf(x, t) = 1 + cos

(

�

10

(

x− t

(3− zf )2

))

,
e qui permet d'obtenir une expression analytique du débit sédimentaire
qe =

1

3− zf
.La surfa
e libre est supposée 
onstante

ℎ+ zf = 3.

ℎ+ zf = 3

zf(
x, 0

) = 1+ cos(�x/10)

Figure 17 � s
héma de la situation initialeLa solution analytique étant dé�nie impli
itement, nous avons utilisé la méthode du point �xepour la déterminer (la méthode de Newton Raphson est inutilisable 
ar la dérivée s'annule). Lesgraphiques de la �gure 18 montrent la topographie initiale et la topographie aux temps t = 2, 5set t = 4, 5s. L'é
art entre la solution analytique et la solution numérique augmente au 
ours dutemps. 21
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Figure 18 � Cas test analytique à 0s, 2.5s et 4.5s.L'ordre de 
onvergen
e du s
héma a été véri�é en traçant l'erreur L2(Ω) entre la solution analytiqueet la solution appro
hée au temps �nal en fon
tion du pas d'espa
e dℎ (ave
 dℎ = dx = dy) :
eL2(Ω) = ∥zf (⋅, T )− zf,ℎ(⋅, T )∥L2(Ω) .Le graphique de la �gure 19 représente le logarithme de l'erreur en fon
tion du logarithme du pasd'espa
e dℎ en rouge, et la droite de pente −1 en vert. La 
ourbe d'erreur obtenue 
on�rme que les
héma utilisé est bien d'ordre 1. 22
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Figure 19 � Erreur obtenue par rapport à la solution analytiquePour 
e 
as test, nous avons également 
omparé la méthode de splitting au s
héma de relaxationprésenté en annexe dont les paramètres sont a, b et le pas de temps dt :
a = 0.25, b = 1 et dt = 0.01s.Le 
hoix du paramètre a n'a pas d'importan
e 
ar il n'intervient que dans la résolution des équationsde Saint�Venant qui ne sont pas résolues i
i. Le graphique de la �gure 20 montre le dépla
ementde la dune obtenue ave
 le s
héma de relaxation à t = 4, 5s. La solution obtenue numériquementest pro
he de la solution analytique.
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Figure 20 � Cas test analytique au bout de 4.5sLe graphe de la �gure 21 montre les 
ourbes d'erreurs en fon
tion de b aux temps t = 4.5s. Pourla 
ourbe d'erreur on a pris la valeur absolue de la solution analytique moins la solution trouvéenumériquement.
e = ∣zf − zf,ℎ∣On visualise 
lairement sur 
e graphique que plus b est petit, plus la solution donnée par les
héma de relaxation est bonne. On rappelle que dans les hypothèses de la méthode de relaxationon a supposé que b est bien plus grand que 1 pour for
er l'ordre des valeurs propres, 
e qui apour obje
tif de préserver la 
ondition CFL. On peut également observer sur 
e graphique que laméthode de splitting donne des résultats 
omparables.23
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Figure 21 � Comparaison des méthodes de résolution à 4.5sCompte tenu des résultats il serait intéressant, lorsque la méthode de relaxation prendra en 
ompteles termes sour
es, de 
omparer 
es deux méthodes sur d'autres 
as test. On se limitera don
 pourle moment à utiliser la méthode de splitting.4.2 Dune araséeCe deuxième 
as test 
onsiste à observer l'évolution d'une dune positionnée sur un plan in
liné.L'obje
tif est de tester le s
héma de 
ouplage dans une 
on�guration simple. Bien qu'il présenteun 
ara
tère monodimensionnel nous avons réalisé 
e 
as test en 
onsidérant une topographiebidimensionnelle. Le domaine d'étude Ω et la durée �nale de simulation sont
Ω = [−10, 10]× [−1.5, 1.5] et T = 3000s.La dune est représentée par la fon
tion suivante
∀(x, y) ∈ Ω, f(x, y) = 0.85 +

1

6
cos
(�x

10

)

,qui subit une rotation produisant une pente d'environ 2% :
∀(x, y) ∈ Ω, zf (x, y, t = 0) = x sin

(−�
150

)

+ f(x, y) cos

(−�
150

)

.Cette topographie initiale est représentée sur les �gures 22 et 23.
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La hauteur d'eau, la vitesse hydraulique et le débit sédimentaire sont initialement nulle,
∀(x, y) ∈ Ω, ℎ(x, y, 0) = 0, U(x, y, 0) = 0, et qe(x, y, 0) = 0.Une hauteur d'eau ℎg est imposée progressivement sur le bord gau
he du domaine Ω :
∀(x, y) ∈ Γg, ℎg(x, y, t) =

⎧

⎨

⎩

(

1.3− zf (x, y, t)
) t

20
si t < 20,

1.3− zf (x, y, t) si t ≥ 20.Sur 
e bord la vitesse dans la dire
tion de l'é
oulement véri�e la 
onservation de l'invariant deRiemann u− 2
√
gℎ et la vitesse transversale est nulle :

∀(x, y) ∈ Γg, ug(x, y, t)− 2
√

gℎg(x, y, t) = u(x, y, t)− 2
√

gℎ(x, y, t) et vg(x, y, t) = 0.Des 
onditions d'imperméabilités sont imposées sur les bords haut et bas du domaine et une sortielibre est imposée sur le bord droit du domaine. Le débit sédimentaire véri�e une loi linéaire en lavitesse lorsque le seuil uc est dépassé :
∀(x, y) ∈ Ω, qe(u) = kr(∣u∣ − uc)

+.où kr = 1cm est le 
oe�
ient d'érodibilité et uc = 0.6m.s−1 est la vitesse seuil.La �gure 24 montre que l'érosion se produit dans le même sens que 
elui de l'é
oulement. En e�et,les quarts de plan P1
def
= {(x, y), qe ⋅ n > 0 et u < 0} et P2

def
= {(x, y), qe ⋅ n < 0 et u > 0} ne font paspartie de l'ensemble admissible de la loi 
hoisie.
u

qe ⋅ n

uc

−uc

P1

P2Figure 24 � Lois d'erosion ave
 seuilComme 
ette loi d'érosion dépend ex
lusivement de la vitesse, les 
onditions aux limites 
on
er-nant l'équation d'Exner proviennent de 
elles imposées dans le système de Saint�Venant. Nouspré
isons qu'il n'y a ni pluie ni in�ltration et les frottements sont modélisés par la loi de Dar
y�Weisba
h ave
 un 
oe�
ient unitaire. Le pas d'espa
e est similaire dans les deux dire
tions et vaut
10cm. Pour la résolution des é
oulements super�
iels, la méthode d'ordre 1 ave
 le �ux de Rusanovest 
hoisie.
∙ Résultats ave
 les paramètres initiauxLa �gure 25 représente la topographie à deux instants de la simulation. A t = 160s, nousobservons 
lairement du déta
hement sur l'intervalle [−5, 5] et du dép�t sur l'intervalle [5, 10]. A
t = 2000s, l'état stationnaire est atteint puisque la topographie est devenue un plan in
liné.25



 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

-10 -5  0  5  10

z

x

160 s

hauteur d’eau
topographie du sol

topographie initiale du sol

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

-10 -5  0  5  10

z

x

2000 s

hauteur d’eau
topographie du sol

topographie initiale du sol

Figure 25 � Etat de la dune à t = 160s et t = 2000s.On observe sur le graphique 26 une augmentation progressive du débit hydraulique lors du passagede la dune et ensuite on peut visualiser le débit uniforme après l'arasement totale de la dune.L'augmentation de 
e débit s'explique par une augmentation de la hauteur (
f �gure 25) et uneaugmentation de la vitesse. A partir de 2000s le débit est 
onstant puisque l'état stationnaire estatteint.
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On voit 
lairement sur le graphique de la �gure 27 que le sol 
ontinue de s'éroder de façonuniforme même lorsque la dune a 
omplètement disparu. Sur 
e sédimentogramme on voit quele débit de sédiments à l'exutoire augmente de manière assez régulière jusqu'à environ 800s puisdiminue et se stabilise à un débit 
onstant à partir de 2000s. L'allure de la 
ourbe est due au 
hoixdes paramètres, on a don
 dans la suite de 
e rapport fait varier 
es paramètres a�n d'observerleurs in�uen
es sur le débit de sédiments à l'exutoire. Lorsque le régime stationnaire est atteint, la
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Figure 27 � Sédimentogrammehauteur et la vitesse sont 
onstantes de sorte que le débit hydraulique et le débit sédimentaire soientuniformes suivant la dire
tion de l'é
oulement 
omme le montrent l'hydrogramme de la �gure 26et le sédimentogramme de la �gure 27. La 
on
entration de sédiments est dé�nie 
omme le rapportentre 
es débits
c =

qe
q
.Le graphique de la �gure 28 permet de visualiser 
ette 
on
entration au 
ours du temps et permet devéri�er que le seuil de 10% n'est jamais dépassé à l'exutoire. Comme on l'a pré
isé dans la premièrepartie le dépassement de 
e seuil imposerait d'ajouter un terme sour
e pour la masse sédimentairedans l'équation de 
onservation de la masse du système de Saint�Venant. Nous observons 
lairementsur 
e graphique, par une 
roissan
e suivie d'une dé
roissan
e de la 
ourbe, le passage de la duneà l'exutoire. Nous pouvons également observer que la 
on
entration atteint une valeur maximalede 1.8% qui est largement inférieure au seuil de 10%.
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Figure 28 � Con
entration sédimentaire à l'exutoire27



∙ In�uen
e des paramètres kr et ucNous nous intéressons à présent à la sensibilité des paramètres kr et uc de la loi d'érosion surle sédimentogramme. Le graphique de la �gure 29 permet de visualiser le sédimentogramme ave
di�érents kr. Ainsi, pour kr = 5cm nous pouvons voir 
lairement le passage de la dune pour. Deplus pour 
e kr l'établissement du régime stationnaire se fait beau
oup plus rapidement, 
e quirevient à dire que plus kr est grand plus la dune s'érodera rapidement et plus vite on atteindrale régime stationnaire. En d'autres termes, plus la résistan
e du sol sera faible 
'est-à-dire plusl'érodibilité de 
e sol sera forte plus il y aura d'érosion.
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Figure 29 � In�uen
e de kr sur le sédimentogrammeDe même on fait varier le paramètre de la valeur seuil uc a�n d'observer l'e�et produit. Pour
ela on a �xé kr à 1cm. Pour la valeur seuil d'érosion, inversement à kr, plus 
ette valeur estpetite plus il y aura d'érosion. Tout en sa
hant que si 
ette valeur seuil est plus grande que lavitesse à 
haque instant en 
haque endroit, alors il n'y aura pas d'érosion. Par exemple i
i si onprend uc = 0.8m.s−1 alors il n'y aura au
une érosion. Il faut remarquer qu'une érosion trop fortetrop rapidement produira une 
on
entration sédimentaire supérieure au seuil de 10%. En d'autrestermes, si on 
hoisit kr = 5cm et uc = 0.4m.s−1 alors on dépasse 
ette valeur 
e qui impose de
hanger de modèle.
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e de uc sur le sédimentogramme28



∙ Validation du 
odeEnsuite nous avons refait 
e 
as test dans les trois autres dire
tions, 
'est-à-dire que la pente etl'é
oulement iront du bord droit au bord gau
he puis du bord bas au bord haut et en�n du bordhaut au bord bas. On prendra les mêmes paramètres pour l'érosion et l'é
oulement et on mettrales 
onditions adéquates pour la par
elle. Les graphiques d'évolution de la dune sont visuellementsimilaires à une rotation près don
 pour véri�er que les résultats sont biens identiques on 
ompareles sédimentogrammes.
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Figure 31 � Comparaison des sédimentogrammesLes quatre 
ourbes sont parfaitement superposées 
e qui 
on�rme que pour un même 
as testquelque soit sa dire
tion l'érosion sera bien identique. Après 
ette visualisation on peut 
on
lureque l'implémentation donnant les mêmes résultats suivant que l'érosion se fasse dans le sens de xou dans 
elui de y, alors le 
ode peut gérer une topographie de dimension deux. Le 
as-test suivantaura pour obje
tifs l'observation de l'érosion ave
 une topographie qui subira de l'érosion à la foisdans le sens de x et à la fois dans le sens de y.4.3 Formation d'une ravineCe 
as-test bidimensionnel a pour obje
tif de simuler la formation d'une ravine. On s'est don
atta
hé à trouver une topographie permettant d'obtenir des vitesses signi�
atives suivant les di-re
tions x et y. Le domaine d'étude Ω et la durée de simulation sont
Ω = [−2.5, 2.5]× [−2.5, 2.5] et T = 1000s.On reprend les mêmes notations pour le domaine que pré
édemment. La topographie est obtenueave
 la fon
tion suivante

∀(x, y) ∈ Ω, f(x, y) = 1 +

(

− (y − 10)4(y + 10)4

108
+ 2

)(

atan(−x) + atan(10)

15

)

,qui subit une rotation produisant une pente d'environ 1% :
∀(x, y) ∈ Ω, zf(x, y) = x sin

(−�
300

)

+ f(x, y) cos

(−�
300

)

.La �gure 32 montre la topographie initiale de 
e 
as test.29
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Figure 32 � Topographie initialeLa hauteur d'eau, la vitesse hydraulique et le débit sédimentaire sont initialement nulle,
∀(x, y) ∈ Ω, ℎ(x, y, 0) = 0, U(x, y, 0) = 0, et qe(x, y, 0) = 0.Une hauteur d'eau ℎg est imposée progressivement sur le bord gau
he du domaine Ω ,
∀(x, y) ∈ Γg, ℎg(x, y, t) =

⎧

⎨

⎩

(1.28− zf(x, y, t))
t

20
si t < 20,

1.28− zf (x, y, t) si t ≥ 20.Sur 
e bord la vitesse dans la dire
tion de l'é
oulement véri�e la 
onservation de l'invariant deRiemann u− 2
√
gℎ et la vitesse transversale est nulle ,

∀(x, y) ∈ Γg, ug(x, y, t)− 2
√

gℎg(x, y, t) = u(x, y, t)− 2
√

gℎ(x, y, t) et vg(x, y, t) = 0.Des 
onditions d'imperméabilités sont imposées sur les bords haut et bas du domaine et une sortielibre est imposée sur le bord droit du domaine. De même que sur le 
as test pré
édent, le débitsédimentaire véri�e une loi linéaire en la vitesse lorsque le seuil uc est dépassé :
∀(x, y) ∈ Ω, qe(U) =

(

u2

v2

)

kr

∥U∥22
(∥U∥2 − uc)

+,où kr = 1mm est le 
oe�
ient d'érodibilité et uc = 0.48m.s−1 est la vitesse seuil. Lorsqu'unedes deux 
omposantes du ve
teur vitesse s'annule nous retrouvons la loi 
hoisie dans le 
as testpré
édent. Les 
hoix pour la résolution du système de Saint�Venant sont les mêmes que pour le
as test pré
édent, le pas d'espa
e est similaire dans les deux dire
tions et vaut 2.5cm.On observe 
lairement sur les graphiques de la �gure 33 que l'érosion s'e�e
tue dans les deuxsens 
'est-à-dire que les vitesses suivant x et suivant y sont signi�
atives. On peut égalementremarquer sur 
es graphiques la zone de déta
hement dans le demi-plan [−2.5, 0]× [−2.5, 2.5] et lazone de dép�t dans le demi-plan [0, 2.5]× [−2.5, 2.5]. En e�et, la 
oulée de sédiments représente ledép�t et la transformation de la rigole en ravine représente le déta
hement.
30
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Figure 33 � Etat de la dune à t = 200s, t = 500s et t = 800s31



5 Con
lusionLa partie bibliographique de 
e stage a permis de se familiariser ave
 les pro
essus et lesparamètres de l'érosion en étudiant les lois de débits solides existantes. Il reste 
ependant untravail important pour 
omprendre les di�éren
es entre 
es lois et la sensibilité des dits paramètressur l'érosion.La partie numérique a plusieurs améliorations envisageables. On peut penser tout d'abord à uns
héma d'ordre 2 pour résoudre l'équation d'Exner puisqu'un tel s
héma est déjà implémenté pourles équations de Saint�Venant. Ensuite, une amélioration que l'on a déjà évoquée lors du 
ouplageserait de prendre un pas de temps plus grand pour la résolution de l'équation d'Exner par rapportà 
elui pris pour la résolution des équations de Saint�Venant. La résolution de l'équation d'Exnerdans le dernier 
as test entraîne une augmentation d'environ 50% du temps CPU.Une autre voie d'amélioration éventuelle serait sur la gestion de topographies irrégulières.Nous avons remarqué que lorsque la topographie devient moins régulière la simulation devientinstable numériquement 
e qui pose problème pour la modélisation de ravine ave
 bords abruptspar exemple. Le dernier point porte sur le s
héma de relaxation qui donne des résultats prometteurssur le premier 
as-test. Il serait intéressant de 
omparer les résultats obtenus pour les deux autres
as-test ave
 la méthode de splitting à 
eux obtenus ave
 un tel s
héma qui doit être 
omplétépour prendre en 
ompte les termes sour
es.
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A S
héma de relaxationNous avons i
i développé la méthode de résolution du s
héma de relaxation. On rappelle lesystème que l'on 
her
he à résoudre qui est 
omposé des équations de Saint�Venant et de l'équationd'Exner.
⎧



⎨



⎩

∂tℎ+ ∂xℎu = 0,

∂tℎu+ ∂x
(

ℎu2 + p(ℎ)
)

= −gℎ (∂xz) ,
(1− �)∂tz + ∂x(qe) = 0.On a pris i
i � = 0, qe le débit de sédiments et p(ℎ) = g

ℎ2

2
.On souhaite maintenant passer au modèle de relaxation pour 
ela on introduit � et Q des variablesde relaxation de telle sorte que :

�eq = p(ℎ) et Qeq = qe.Ainsi, on obtient :
⎧



















⎨



















⎩

∂tℎ+ ∂xℎu = 0,

∂tℎu+ ∂x
(

ℎu2 + �
)

+ gℎ (∂xz) = 0,

∂t� + u∂x� +
a2

ℎ
∂xu = 0,

∂tz + ∂xQ = 0,

∂tQ+

(

b2

ℎ2
− u2

)

∂xz + 2u∂xQ = 0.Un des intérêts de relaxer qe est que le s
héma résultant sera totalement indépendant du 
hoix du�ux qe.Algèbre du modèle de relaxationOn se pla
e en variables primitives :
wT =

(

ℎ u � z Q
)

∂tw +A(w)∂xw = 0ave

A(w) =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

u ℎ 0 0 0

0 u
1

ℎ
g 0

0
a2

ℎ
u 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0
b2

ℎ2
− u2 2u

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠Pour résoudre 
e système on s'intéresse aux valeurs propres, ve
teurs propres et invariants de Rie-mann de 
ette matri
e. Les valeurs propres de 
ette matri
e sont : u, u± a

ℎ
et u± b

ℎ
. On rappelleque si r est un ve
teur propre asso
ié à la valeur propre � alors les invariants de Riemann � sontdé�nis tels que : ∇� ⋅ r = 0.� Pour la valeur propre � = u on asso
ie le ve
teur propre

rT =
(

1 0 0 0 0
)les invariants de Riemann sont don
 u, �, z, Q.33



� Pour � = u+ �
a

ℎ
ave
 � = ±1 on a

rT =

(

1 �
a

ℎ2

a2

ℎ2
0 0

)et les invariants de Riemann sont : � − �au, � + a2

ℎ
, z, Q.� Pour � = u+ �

b

ℎ
ave
 � = ±1 on a
rT =

(

1 �
b

ℎ2

a2

ℎ2
−a2 − b2

gℎ3
−a2 − b2

gℎ3
(u + �

b

ℎ
)

)et les invariants de Riemann sont : z − a2 − b2

gℎ2
, u+

�b

ℎ
, � + a2/ℎ, a2 − b2

gℎ2

(

u+
�b

ℎ

)

−Q.Ave
 a ∕= b le système est hyperbolique et tous les 
hamps sont linéairement dégénérés. Pourrésoudre le problème de Riemann, il faut une relation d'ordre entre les valeurs propres. On a :
u− a

ℎ
< u < u+

a

ℎ
et u− b

ℎ
< u < u+

b

ℎ
.Pour simpli�er, on va for
er b >> 1 assez grand pour assurer :

u− b

ℎ
< u− a

ℎ
et u+

a

ℎ
< u+

b

ℎ
.Ce
i n'est pas restri
tif et la seule 
ontrainte est : a ∕= b.On va don
 résoudre le problème de Riemann suivant :

wRwL

z∗

Q∗
z∗

Q∗

z∗

Q∗

ℎ̄L

ūL

�̄L

ℎ̄R

ūR

�̄R

u∗

�∗

ℎ∗
Rℎ∗

L

u− b

ℎ u+
b

ℎ

u− a

ℎ
u+

a

ℎ

u

Figure 34 � Quantités mises en jeu à 
haque interfa
e.Le problème de Riemann est résolu par la 
ontinuité des invariants. Ainsi, pour les deux valeurspropre u− a

ℎ
et u+

a

ℎ
, les deux premiers invariants � − �au et � + a2

ℎ
permettent de trouver unerelation pour 
al
uler �∗, u∗ et les inverses de ℎ∗

L et ℎ∗
R

�∗ =
�̄L + �̄R

2
− a

2
(ūR − ūL) , u∗ =

ūR + ūL

2
− 1

2a
(�̄R − �̄L) ,

1

ℎ∗
L

=
1

ℎ̄L

− 1

a2
(�∗ − �̄L) et 1

ℎ∗
R

=
1

ℎ̄R

− 1

a2
(�∗ − �̄R) .De même, on utilise les propriétés des invariants de Riemann et la 
ontinuité pour 
al
uler lesautres variables

z∗ =

(

uR + b
ℎR

)

zR −
(

uL − b
ℎL

)

zL
(

uR + b
ℎR

)

−
(

uL − b
ℎL

) − 1
(

uR + b
ℎR

)

−
(

uL − b
ℎL

) (QR −QL) ,34



Q∗ =

(

uR + b
ℎR

)

QL −
(

uL − b
ℎL

)

QR

(

uR + b
ℎR

)

−
(

uL − b
ℎL

) −

(

uR + b
ℎR

)(

uL − b
ℎL

)

(

uR + b
ℎR

)

−
(

uL − b
ℎL

) (QR −QL) ,

1

ℎ̄L

=

(

1

ℎ2
L

− 2g

a2 − b2
(zL − z∗)

)
1
2 , 1

ℎ̄R

=

(

1

ℎ2
R

− 2g

a2 − b2
(zR − z∗) ,

)
1
2

ūL = uL + b

(

1

ℎ̄L

− 1

ℎL

) , ūR = uR − b

(

1

ℎ̄R

− 1

ℎR

)

,

�̄L = �L + a2
(

1

ℎL

− 1

ℎ̄L

) et �̄R = �R + a2
(

1

ℎR

− 1

ℎ̄R

)

,où (uR +
b

ℎR

)

−
(

uL −
b

ℎL

)

∕= 0 et b assez grand et b2 − a2 > 0.On voit 
lairement i
i qu'il faut traiter indépendamment les 
as où la hauteur d'eau sera nulle.Maintenant que l'on a dé�ni les relations entre les variables né
essaires, on utilise 
e solveur deRiemann pour 
onstruire notre solution. On pose i
i : wT =
(

ℎ ℎu z
).On 
onsidère un maillage :

xi− 1
2

xi+ 1
2Figure 35 � dé�nition du maillage.Sur 
haque interfa
e de 
e maillage, on pose le solveur de Riemann que l'on vient de trouveren remplaçant :

ℎL = ℎi

uL = ui

zL = zi

ℎR = ℎi+1

uR = ui+1

zR = zi+1

�L = p(ℎi)
QL = qei

�R = p(ℎi+1)
QR = qei+1Sous la 
ondition CFL :

Δt

Δx
maxi∈ℤ(u

n
i ±

b

ℎn
i

) ≤ 1

2
,on obtient alors une juxtaposition de problèmes de Riemann sans intera
tion. On note wn(x, t)
ette suite de problèmes de Riemann. Le s
héma numérique est obtenu en projetant 
ette solution

wn sur la fon
tion 
onstante par mor
eaux :
wn+1

i =
1

Δt

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

wn(x, tn +Δt)dx.Il est essentiel de noter que l'on ne retrouvera pas un bilan de �ux pour l'équation en (ℎu) puisque
ette équation est non 
onservative. Pour les équations 
onservatives ℎ et z, on a :
ℎn+1
i = ℎn

i −
Δt

Δx
((ℎu)i+ 1

2
− (ℎu)i− 1

2
),

zn+1
i = zni −

Δt

Δx
(Qi+ 1

2
−Qi− 1

2
).Pour le 
al
ul de ℎu on s'aidera des �gures 34 et 35.35



B Compléments BibliographiquesL'érosion est une dégradation naturelle du relief du sol. Ce pro
essus est 
omposé d'un ensemblede phénomènes qui interagissent. Cet ensemble est assez 
omplexe et les possibilités de modélisationlimitées font que l'élaboration d'un modèle est toujours une simpli�
ation. Durant l'étude nousavons fait de nombreuses simpli�
ations. Ainsi pour modéliser l'érosion on a 
onsidéré une fon
tionpour le débit sédimentaire qe et tout 
e qui était arra
hé dans une 
ellule se redéposait dans la
ellule suivante. Malgré une étude bibliographique nous n'avons pu aller plus en profondeur dansl'implémentation. Cette annexe a pour but de développer quelques phénomènes ou paramètres del'érosion qu'il aurait été intéressant d'implémenter. Cette partie se veut expli
ative, des
riptivemais surtout pas exhaustive. Elle 
ommen
e par une partie des
ription qui dé�nit les liens entreles di�érentes notions qui seront détaillées ensuite.Des
ription de l'érosion hydriqueLes mouvements de l'eau à travers et à la surfa
e du sol sont par dé�nition la 
ondition sine quanone de l'érosion hydrique de la 
ouverture pédologique. Les mouvements de l'eau entraînent ledéta
hement des sédiments, 
'est la première phase de l'érosion qui en 
omporte trois : le déta
he-ment, le transport et le dép�t des sédiments. Lors de pluies les sédiments arra
hés sont projetés,éje
tés un peu plus loin suivant l'intensité de l'impa
t des gouttes, 
'est l'e�et splash. Lors deruissellement les sédiments déta
hés sont transportés dans l'é
oulement pour être redéposer plusou moins loin. La distan
e par
ourue dépendra de plusieurs paramètres tels que la 
apa
ité detransport du �uide. A 
es trois grandes phases de l'érosion plusieurs phénomènes ou paramètresvont dé
ouler et don
 interagir 
omme le déta
hement net ou le redéta
hement qui est le déta
he-ment de sédiments qui ont déjà été transportés et ont don
 la fa
ulté de se déta
her ave
 moinsde 
ontrainte. La fa
ilité ou non à se déta
her est appelée l'érodibilité du sol mais 
omme on vientde le dé
rire 
e paramètre n'est pas 
onstant, il peut varier au 
ours du temps et surtout dessédiments. Ainsi, une humidité du sol importante abaissera 
e paramètre d'érodibilité.Le déta
hement est la phase la plus importante de l'érosion. En e�et, elle débute le pro
essusd'érosion et surtout sans le déta
hement il n'y a pas d'érosion. De plus, 
ette phase dépend debeau
oup de paramètres. Suivant la hauteur d'eau et la position topographique on distingue les
as où le déta
hement est plut�t gouverné par la for
e tra
tri
e de l'eau (ruissellement) et les 
asoù le ruissellement est 
ausé dire
tement par l'énergie 
inétique des gouttes (splash).Le ruissellement désigne en hydrologie le phénomène d'é
oulement des eaux à la surfa
edes sols. Il s'oppose au phénomène d'in�ltration. Le ruissellement est un des moteurs de l'érosion :l'eau qui s'é
oule entraîne ave
 elle des parti
ules plus ou moins grosses en fon
tion de la quantitéd'eau en mouvement et de la pente, 
e qui peut avoir un e�et abrasif sur le terrain soumis auruissellement. Le ruissellement est également un phénomène pris en 
ompte lors de l'aménagementurbain, 
ar la généralisation des sols imperméabilisés (routes, stationnement automobile, zonesbâties, et
.) augmente le ruissellement aux dépens de l'in�ltration, 
e qui peut 
onduire à des
rues violentes et augmente les risques de saturation des 
olle
teurs d'eau et d'inondation en aval.Con
rètement la formule qui est souvent utilisée est :
D = K (� − �c) ,oùK est le 
oe�
ient d'érodibilité, �c la 
ontrainte 
ritique et � la 
ontrainte pariétale ou 
ontraintedu fond (généralement �def= �u2). On retrouve dans 
ette 
ontrainte les paramètres évoqués pré
é-demment qui sont la grosseur des parti
ules 
'est-à-dire leur masse volumique et les e�ets de la36



pente sont atteints ave
 la vitesse u. Cette formule est 
itée par Klik et al [KSNB95℄, Foster et al[FFN+95℄ et As
ough et al [ABNF95℄.Le splash est le nom utilisé pour désigner le fait que la pluie en tombant sur le sol va l'éroder.On s'intéresse i
i au ruissellement 
onsé
utif au splash, 
e phénomène fait intervenir un 
ertainnombre de paramètres 
omme l'intensité de la pluie ou l'énergie 
inétique ou en
ore la 
ouverturevégétale.La 
ouverture végétale basse ou haute, 
'est-à-dire près du sol ou plus haut, aura pour e�et dans unpremier temps d'atténuer l'e�et de la pluie. En e�et, la pluie sera amortie par 
es végétaux. Dans
ertains 
as et notamment 
eux d'une 
ouverture basse le pro
essus de splash pourra être même
omplètement inhiber. La pluie étant 
omplètement arrêtée par 
ette 
ouverture et 
e juste avant lesol. Dans le 
as d'une 
ouverture haute la pluie sera dans un premier temps arretée et s'a

umulerasur 
ette 
ouverture (qui peut être par exemple une feuille d'arbre). Cette a

umulation d'eauprovoquera parfois une érosion plus forte que la pluie elle même. En d'autres termes, si on imagineque l'eau s'a

umule sur une feuille, elle sera rapidement drainée et l'eau tombera par goutte plusgrosse sur un espa
e réduit.Une formule assez souvent 
itée pour modéliser le ruissellement dû au splash, et notammentpar Lane et al [LSS℄, Tran et al [TRDS01℄, Wis
hmeier [Wis76℄ ou en
ore Foster [Fos90℄ est :
A = RKLSCP,où R est l'érosivité de la pluie 
'est-à-dire l'agressivité de la pluie sur le sol, K est l'érodibilitédu sol, L et S sont les fa
teurs de longueur et de gradient de la pente, C représente l'e�et de la
ouverture végétale et P est un fa
teur de soutien. Lane et al [LSS℄ ont exprimé une fon
tion plusgénérale :

A = f(I, S, C, Sol),où I est l'intensité de la pluie et Sol représente les paramètres du sol tel que l'érodibilité. Ce modèleau niveau des éléments pris en 
ompte a parfois été largement simpli�é et limité à :� la seule intensité de la pluie I [LSS℄ :
A = aI2,� ou en
ore à l'érodibilité du sol K et à l'énergie totale Et :

A = KEt10
−3.L'énergie totale se dé
ompose en deux énergies, l'énergie dû à la pluie qui tombe dire
tement sur lesol et l'énergie dû à la pluie qui avant de tomber est drainée par la 
ouverture végétale [LVNM08℄.Le modèle suivant est de même une simpli�
ation. On y retrouve l'énergie 
inétique E d'une gouttede pluie mais aussi les propriétés du sol ave
 la 
ontrainte de 
isaillement � [MZZC08℄ :

A = a+ b
E

�
,où a et b sont des 
onstantes.Finalement, le ruissellement dû au splash dépend en premier de la pluie et de son intensité, sonérosivité ou en
ore de l'énergie 
inétique des gouttes, puis des propriétés du sol ave
 l'érodibilité,la longueur ou le gradient de la pente et en�n de la 
ouverture végétale.Le déta
hement net est le taux de sédiments qui seront réellement transportés dans uneautre 
ellule. En fait, l'é
oulement admet une 
ertaine 
apa
ité de transport Tc et lorsque la 
hargedes sédiments G de l'é
oulement atteint 
ette 
apa
ité alors les sédiments arra
hés retomberont37



instantannément et ne seront don
 pas transportés [KSNB95℄. On notera alors An le déta
hementnet :
An = A(1− G

Tc

).Il est 
lair que la 
harge de sédiment G 
ontenue dans l'é
oulement est 
omprise entre 0 et Tc.Ainsi on a
0 ≤ 1− G

Tc

≤ 1.Ce qui revient à dire que le déta
hement net est un pour
entage du déta
hement théorique A.Le redéta
hement dé�nit le fait que les sédiments qui viennent d'être déposés sont plusfa
ilement érodable. Con
rètement, une parti
ule du sol venant d'être déposée n'a pas le temps dese lier à d'autres parti
ules du sol et don
 n'étant pas a

ro
hée au sol la 
ontrainte d'érosion serabeau
oup plus faible. Ainsi, Parlange et al [PHR+99℄, qui suit la des
ription donnée par exemplepar Hairsine et Rose [HR91℄, di�éren
ient le déta
hement des sédiments qui viennent d'être déposésdu déta
hement simple des sédiments. Ils posent :
Ar = KrP

Mdi

Md�

,où Kr est le 
oe�
ient d'érodibilité de la 
ou
he de dép�t, Mdi est la masse par unité d'aire dansla 
ou
he de dép�t et Md� est la somme totale de la masse de 
ette 
ou
he.Le transport des sédiments est la deuxième phase de l'érosion. En e�et, après avoir étéarra
hés les sédiments sont transportés dans le �uide avant d'être redéposés. Cette phase dépendessentiellement d'un paramètre qui est la 
apa
ité de transport Tc de l'é
oulement.La 
apa
ité de transport est la masse maximale de sol pouvant être transportée d'une 
ellule àune autre par unité de longueur [RVO+01℄. Desmet et Govers [DG95℄ et Van oost et al [OGD00℄
onsidèrent que la 
apa
ité de transport est dire
tement proportionnelle au potentiel érosif du sol
APE , qui 
orrespond au taux d'érosion théorique du sol :

TC = KTCAPE ,où KTC est le 
oe�
ient de transport. Il dé
rit la proportionnalité entre le potentiel érosif du sol etla 
apa
ité de transport, 
e qui peut être interprété 
omme la distan
e théorique qui est né
essairepour produire assez de sédiments pour atteindre la 
apa
ité de transport TC (pour une pente etune vitesse uniforme)[RVO+01℄. En fait KTC est un fa
teur empirique qui sera évalué par unemoyenne de 
alibration.De Roo et al [RWR95℄ et Di
kinson et al [DWR90℄ 
onsidèrent au 
ontraire que 
ette quantitédépend de la vitesse V de l'é
oulement ou de son débit q :
Tc = a[S × V − 0.4]b ou Tc = aqbSc.où S est le gradient de la pente, a, b et c sont des 
oe�
ients empiriques . Lorsqu'il pleut Di
kinsonet al [DWR90℄ pensent que la 
apa
ité de transport augmente proportionnellement à l'intensité dela pluie :

Tc = dIeSf ,où d, e, f sont des 
oe�
ients empiriques.
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Le dép�t représente la troisième phase de l'érosion 
omme son nom l'indique elle 
onsiste àdéposer les sédiments présents dans le �uide. Ce dép�t est 
onsidéré par Sander et al [SHR+96℄
omme proportionnel à la vitesse des sédiments Vs et à la 
on
entration des sédiments dans le�uide C :
D = VsC.De Roo et al [CCR96℄ asso
ient le dép�t à la 
apa
ité de transport. En d'autres termes, ils 
onsi-dèrent que tant que la 
harge des sédiments présents dans le �uide n'a pas atteint la valeur maximalede la 
apa
ité de transport alors il n'y a pas de dép�t. Cela s'explique par le fait que tant que le�uide peut transporter 
e qui a été arra
hé alors les parti
ules de sol ne seront pas déposées. Ainsi,ils dé�nissent le dép�t par la formule suivante :

D = wVs[Tc − C],où w est la largeur du �ux, Vs la vitesse des sédiments et C la 
on
entration sédimentaire.

39



Référen
es[ABNF95℄ J.C. As
ough, C. Ba�aut, M.A. Nearing, and D.C. Flanagan. Watershed model 
han-nel hydrology and erosion pro
esses, 1995.[Aud04℄ E. Audusse. Modélisation hyperbolique et analyse numérique pour les é
oulements eneaux peu profondes. PhD thesis, Université Paris VI, 2004.[AWM+89℄ J.B. Arnold, G. Wall, N. Moore, C.S. Baldwin, and I.J. Shelton. L'érosion du sol -Causes et E�ets, 1989.[Ben74℄ J.P. Bennett. Con
epts of mathemati
al modelling of sediment yield. Water Resour
esResear
h, 10(3) :485�492, 1974.[BMS81℄ Z.B. Begin, D.F. Meyer, and S.A. S
humm. Development of longitudinal pro�les ofalluvial 
hannel in response to base level lowering. Earth Surfa
e Pro
esses and LandForms, 6(1) :48�49, 1981.[BSS℄ F. Benkhaldoun, S. Sahmim, and M. Seaïd. A two-dimensional �nite volume morpho-dynami
 model on unstru
tured triangular grids.[BTHB06℄ B. Benes, V. Tesinsky, J. Hornys, and S.K. Bhatia. Hydrauli
 erosion. ComputerAnimation and Virtual Worlds, 17(2) :99�108, 2006.[CCR96℄ A.P.J. De Roo C.G., Wesseling C.J., and Ritsema. LISEM : A single-event physi
allybased hydrologi
al and soil erosion model for drainage basins .1. Theory, input andoutput. Hydrologi
al Pro
esses, 10(8) :1107�1117, AUG 1996.[CDFNF08℄ M.J. Castro-Díaz, E.D. Fernández-Nieto, and A.M. Ferreiro. Sediment transport mo-dels in shallow water equations and numeri
al approa
h by high order �nite volumemethods. Computers & Fluids, 37(3) :299 � 316, 2008.[DCJD08℄ O. Delestre, S. Cordier, F. James, and F. Darboux. Simulation of rain-water overland-�ow. 2008.[DEA+08℄ B.J. Dewals, S. Erpi
um, P. Ar
hambeau, S. Detrembleur, and M. Pirotton. Hétérogé-néité des é
helles spatio-temporelles d'é
oulements hydrosédimentaire et modélisationnumérique. La houille blan
he, (5) :109�114, 2008.[DG95℄ P.J.J. Desmet and G. Govers. Gis-based simulation of erosion and deposition patternsin an agri
ultural lands
ape - a 
omparison of model results with soil map informa-tion. Catena, 25(1-4) :389�401, JUN 1995. Memorial Symposium on ExperimentalGeomorphology and Lands
ape E
osystem Changes, Louvain, Belgium, MAR 22-26,1993.[DJ09℄ O. Delestre and F. James. Simulation of rainfall events and overland �ow. 2009.[DJLZ08℄ O. Devau
helle, C. Josserand, P. Lagrée, and S. Zaleski. Mobile bank 
onditions forlaminar mi
rorivers. Comptes Rendus Geos
ien
es, 340(11) :732 � 740, 2008.[DWR90℄ W.T. Di
kinson, G.J. Wall, and R.P. Rudra. Model building for predi
ting and ma-naging soil erosion. In J. Boardman, I.D.L. Foster, and J.A. Dearing, editors, Soilerosion on agri
ultural land, pages 415�428. 1990.[Ein50℄ H.A. Einstein. The bed load fun
tions for sediments transport in open
hannel �ows,1950.[eMH09℄ M.B. Abd el Malek and M.M. Helal. Appli
ation of a fra
tional steps method forthe numeri
al solution of the two-dimensional modeling of the lake mariut. AppliedMathemati
al Modelling, 33(2) :822 � 834, 2009.[FFN+95℄ G.R. Foster, D.C. Flanagan, M.A. Nearing, L.J. Lane, L.M. Risse, and S.C. Finkner.Ch. 11 hillslope erosion 
omponent, in Water Erosion Predi
tion Proje
t : HillslopePro�le and Watershed Model Do
umentation, volume USDA NSERL Rep. 10. 1995.[Fos90℄ G.R. Foster. Pro
ess-based Modelling of Soil Erosion by Water on Agri
ultural Land.John Wiley & Sons Ltd, 1990. 40



[FS03℄ S. Fagherazzi and T. Sun. Numeri
al simulations of transportational 
y
li
 steps.Computers & Geos
ien
es, 29(9) :1143 � 1154, 2003.[GPZ04℄ P. Gomi, P.Sergent, and B. Zhang. Evolution morphodynamique des souilles d'extra
-tion marines, 2004. paper presented at the Journées Nationales Génie Civil - GénieC�tier, Compiègne.[Gra99℄ W. Graf. Traié de génie 
ivil - Hydraulique �uviale, volume 16. Presses Polyte
hniqueset Universitaires Romandes, 1999.[HR91℄ P.B. Hairsine and C.W. Rose. Rainfall deta
hment and deposition - Sediment trans-port in the absen
e of �ow-driven pro
esses. Soil S
ien
e So
iety of Ameri
a Journal,55(2) :320�324, Mar-Apr 1991.[IAC97℄ B. Ildefonse, C. Allain, and P. Coussot. Des grands é
oulements naturels à la dyna-mique du tas de sable. Cemagref éditions, 1997.[KD09℄ D.M. Kelly and N. Dodd. Floating grid 
hara
teristi
s method for unsteady �ow overa mobile bed. Computers & Fluids, 38(4) :899 � 909, 2009.[KSNB95℄ A. Klik, M.R. Savabi, L.D. Norton, and O. Baumer. Appli
ation of wepp hillslopemodel in austria. Water management in urban areas, 1995.[KWD06℄ E.J. Kubatko, J.J. Westerink, and C. Dawson. An unstru
tured grid morphodynami
model with a dis
ontinuous galerkin method for bed evolution. O
ean Modelling,15(1-2) :71 � 89, 2006. The Third International Workshop on Unstru
tured MeshNumeri
al Modelling of Coastal, Shelf and O
ean Flows.[Li79℄ R.M. Li. Water and sediment routing from watersheds, in modeling of rivers. 1979.[LLG08℄ X. Liu, B.J. Landry, and M.H. Gar
ía. Two-dimensional s
our simulations based on
oupled model of shallow water equations and sediment transport on unstru
turedmeshes. Coastal Engineering, 55(10) :800 � 810, 2008.[LSS℄ L.J. Lane, E.D. Shirley, and V.P. Singh. Modelling Geomorphologi
al Systems, 
hap-ter 10.[LVNM08℄ M. López-Vi
ente, A. Navas, and J. Ma
hín. Modelling soil deta
hment rates inrainfed agrosystems in the south-
entral pyrenees. Agri
ultural Water Management,95(9) :1079 � 1089, 2008.[MZZC08℄ T. Ma, C. Zhou, T. Zhu, and Q. Cai. Modelling raindrop impa
t and splash erosionpro
esses within a spatial 
ell : a sto
hasti
 approa
h. Earth Surfa
e Pro
esses andLandforms, 33(5) :712�723, 2008.[Nor06℄ G. Nord. Modélisation à base physique des pro
essus de l'érosion hydrique à l'é
hellede la par
elle. PhD thesis, L'université Joseph Fournier - Grenoble 1, 2006.[NRE09℄ M. Gopal Naik, E.P. Rao, and T.I. Eldho. A kinemati
 wave based watershed modelfor soil erosion and sediment yield. Catena, 77(3) :256 � 265, 2009.[OGD00℄ K. Van Oost, G. Govers, and P. Desmet. Evaluating the e�e
ts of 
hanges in lands
apestru
ture on soil erosion by water and tillage. Lands
ape E
ology, 15(6) :577�589, Aug2000.[PH03℄ D. Prit
hard and A.J. Hogg. Suspended sediment transport under sei
hes in 
ir
ularand ellipti
al basins. Coastal Engineering, 49(1-2) :43 � 70, 2003.[PHR+99℄ J.Y. Parlange, W.L. Hogarth, C.W. Rose, G.C. Sander, P. Hairsine, and I. Lisle.Addendum to unsteady soil erosion model. Journal of hydrology, 217(1-2) :149�156,APR 1 1999.[RHdV08℄ P.C. Roos, S.J.M.H. Huls
her, and H.J. de Vriend. Modelling the morphodynami
impa
t of o�shore sandpit geometries. Coastal Engineering, 55(9) :704 � 715, 2008.[Rij84a℄ L.C. Van Rijn. a. sediment transport , part I : bed load transport. J. Hydrauli
Engineering, pages 1431�1456, 1984.41



[Rij84b℄ L.C. Van Rijn. b. sediment transport , part II : suspended load transport. J. Hydrauli
Engineering, pages 1613�1641, 1984.[RVO+01℄ A.J.J. Van Rompaey, G. Verstraeten, K. Van Oost, G. Govers, and J. Poesen. Model-ling mean annual sediment yield using a distributed approa
h. Earth Surfa
e Pro
essesand Landforms, 26(11) :1221�1236, O
t 2001.[RWR95℄ A.P.J. De Roo, C.G. Wesseling, and C.J. Ritsema. Lisem : a single-event physis
allybased hydrologi
al and soil erosion model for drainage basins. i : theory, input andoutput. Hydrologi
al pro
esses, 1995.[SC06℄ G. Simpson and S. Castelltort. Coupled model of surfa
e water �ow, sediment trans-port and morphologi
al evolution. Computers & Geos
ien
es, 32(10) :1600 � 1614,2006.[SHA+09℄ P.K. Stansby, J. Huang, D.D. Apsley, M.I. Gar
ía-Hermosa, A.G.L. Borthwi
k, P.H.Taylor, and R.L. Soulsby. Fundamental study for morphodynami
 modelling : Sandmounds in os
illatory �ows. Coastal Engineering, 56(4) :408 � 418, 2009.[SHR+96℄ G.C. Sander, P.B. Hairsine, C.W. Rose, D. Cassidy, J.Y. Parlange, W.L. Hogarth,and I.G. Lisle. Unsteady soil erosion model, analyti
al solutions and 
omparison withexperimental results. Journal of Hydrology, 178(1-4) :351 � 367, 1996.[SMM07℄ M. Soutter, A. Mermoud, and A. Musy. Ingénierie des eaux et du sol, Pro
essus etaménagements. Presses polyte
hniques et universitaires romandes, 2007.[SP09℄ L. S
hippa and S. Pavan. Bed evolution numeri
al model for rapidly varying �ow innatural streams. Computers & Geos
ien
es, 35(2) :390 � 402, 2009.[SS94℄ V.N. Sharda and S.R. Singh. A �nite-element model for simulating runo� and soil-erosion from me
hani
ally treated agri
ultural lands .1. governing equatoins and so-lutions . Water resour
es resear
h, 30(7) :2287�2298, Jul 1994.[TRDS01℄ L.T. Tran, M.A. Ridgley, L. Du
kstein, and R. Sutherland. Using fuzzy logi
-basedmodeling to improve the performan
e of the revised universal soil loss equation. pages919�923. D.E. Stott, R.H. Mohtar abd G.C. Steinhardt, 2001.[VH06℄ V. Villaret and J.M. Hervouet. Comparaison 
roisée de di�érentes appro
hes pour letransport sédimentaire par 
harriage et par suspension, 2006. paper presented at theJournées Nationales Génie Civil - Génie C�tier, Compiègne.[WB96℄ J.M. Wi
ks and J.C. Bathurst. SHESED : A physi
ally based, distributed erosionand sediment yield 
omponent for the SHE hydrologi
al modelling system. Journalof hydrology, 175(1-4) :213�238, FEB 1996.[Wis76℄ W.H. Wis
hmeier. Use and misuse of the universal soil loss equation. The journal ofsoil and water 
onservation, 31(1) :5�9, January-February 1976.

42


