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❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✳ ❖✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳

❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧s r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❞❡♣✐❝ts ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞

❢✉t✉r❡ ✇♦r❦s✳

✸



✷ Pr♦❜❧❡♠ ❙t❛t❡♠❡♥t

❚❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❢♦✉r st❡♣s✿ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✱❡st✐♠❛t✐♦♥✱r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♥❞

❛❝t✉❛t✐♦♥✳ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐s t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✉s❛❣❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r ❱▼s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣❤❛s❡ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ✜♥❞ ❡st✐♠❛t❡s

♥❡❡❞s ♦❢ ❱▼s ❛♥❞ ❞❡t❡❝ts ❤♦ts♣♦ts✳ ❆ ❤♦ts♣♦t ✐s ❛♥ ❤♦st ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡s♦✉r❝❡

✭❡✳❣✳ ❈P❯✱ ❘❆▼✱ ❇❛♥❞✇✐❞t❤✮ ❡①❝❡❡❞s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❙▲❆ ❢♦r ❛ s✉st❛✐♥❡❞ ♣❡r✐♦❞✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠♦✈❡ ❛✇❛② ♦✈❡r❧♦❛❞❡❞ ❱▼s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❙▲❆ ❜② ✉s✐♥❣ ❧✐✈❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳

▲✐✈❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❬❑❑▲+✵✼❪ ✐s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦✈❡ ❛ ❱▼ ✇✐t❤♦✉t r❡❜♦♦t✐♥❣ t❤❡

♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❱▼✳ ■♥ ❬❈❋❍+✵✺❪ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s❡r✈✐❝❡ ❞♦✇♥t✐♠❡ ❞✉❡

t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇ ✭✐✳❡✳ ✻✵♠s✮✱ t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ♠♦✈❡ ❱▼s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♠♣❛❝t✳

❚❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ st❡♣ t❤❛t ❣✐✈❡♥ ❛ st❛rt✐♥❣ st❛t❡ ✭✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ❱▼s ♦♥

❤♦sts✮ t♦ ✜♥❞ ❛ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥

r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❢r♦♠ t❤❡ st❛rt✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♦♥❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ✐♥ t✇♦ ♣❤❛s❡s✿

t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣✳ ❖♥❝❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛

♠♦❞✉❧❡ ❝❛❧❧❡❞ ❆❝t✉❛t♦r ✇✐❧❧ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♣❧❛♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r

✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳

❱✐rt✉❛❧ ▼❛❝❤✐♥❡ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❱▼❈P✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❱▼s ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢

♣❤②s✐❝❛❧ ♥♦❞❡s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ♠❛♣♣✐♥❣ ✭✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ ❜♦ ❜❡tt❡r ✉t❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r✮

♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✭❱▼ ✐♥ P◆✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❱▼s ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② P◆s✳

❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ ❱▼s ❛r❡ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ♣r♦♣❡r❧②✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❝♦r❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ■✴❖✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❱▼s ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡

r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ▼✉❧t✐ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇✐♥ P❛❝❦✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠ ✭▼❉❇PP✮ ❬❙❤❛✵✹❪✳ ❚❤❡ ▼❉❇PP

✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✉❜s❡t s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s❡t ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧✉♠❡s ♠✉st ❜✉t

♣❛❝❦❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❜✐♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣❛❝✐t② ✇✐t❤♦✉t ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧

❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐♥✳ ▼❉❇PP ✐s ❛ ◆P✲❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤✉s ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t

s❝❛❧❛❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✭❞✉❡ t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦st ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣

❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♠♣✉❧s♦r② ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ s②st❡♠ s✉❝❤ ❛s ❝❧♦✉❞✳

❱▼❈P ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ▼❉❇PP ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts✿ ✐♥ ❇PP t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❛ss✉♠❡s

t❤❛t ❛❧❧ ❜✐♥s ❛r❡ ❡♠♣t②✱ ✐♥ ❱▼❈P t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧r❡❛❞② ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t❤❛t ♠✉st

❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ■♥ ❱▼❈P ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦❜❥❡❝t ♠♦✈❡♠❡♥t ✭✐✳❡✳ ♠✐❣r❛t✐♦♥✮ ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞ t♦♦ ♠❛♥② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦

♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥❣❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❤✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥✳ ■♥ ❱▼❈P ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❱▼s ❛♥❞

P◆s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦♥ ✐t❡♠s ♦♥ ❜✐♥s ✭❡✳❣✳ ❈P❯ ♣♦✇❡r✱

❘❆▼ s✐③❡✱ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❧❡t B t❤❡ s❡t ✭♦❢ s✐③❡ n✮ ♦❢ ❜✐♥s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❤♦sts✱ I t❤❡ s❡t ✭♦❢ s✐③❡ m✮ ♦❢

✐t❡♠s t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t ❱▼s ❛♥❞ R t❤❡ s❡t ✭♦❢ s✐③❡ d✮ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜✐♥ Bv ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✐ts ❝❛♣❛❝✐t② ✈❡❝t♦r ~Cv✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐t❡♠ i ∈ I ✐ts ❝❛♣❛❝✐t② t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ ❞✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡

❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ~ri✳ yv r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧s t♦ ✶ ✐❢ t❤❡ ❜✐♥ v ✐s

✹



❝❤♦s❡♥✱ ❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ f(y) =
∑n−1

v=0 yv ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s ✉s❡❞ ✇❤✐❧❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡

❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐♥ ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞ ❛♥❞ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❛t ❡❛❝❤ ✐t❡♠ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❡①❛❝t❧②

♦♥❡ ❜✐♥✳

❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❱▼ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦♥❧②

❘❆▼ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✳ ❉✉r✐♥❣ ❙▲❆ ♥❡❣♦t✐❛t✐♦♥ ❱▼s r❡s❡r✈❡ ❛♥

❛♠♦✉♥t ♦❢ ❘❆▼✳ ❚❤❡♥ ❱▼s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡ t♦ ❤♦st t❤❡♠✳

❚❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ❝✉rr❡♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❘❆▼ ✉s❡❞ ❜② ❛❧❧ ❱▼s ❛♥❞ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♦♥

❡❛❝❤ ♥♦❞❡✳ ❚❤❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ st❡♣ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❱▼s✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❱▼✺

❝❛♥ ❜❡ ♠✐❣r❛t❡❞ ♦♥ ♥♦❞❡ t✇♦ ❛♥❞ ❱▼✻ ♦♥ ♥♦❞❡ ♦♥❡✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡

✉t✐❧✐③❡❞✱ ♣✉t ✉♥✉s❡❞ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ ♣♦✇❡r s❛✈✐♥❣ st❛t❡ ❛♥❞ t❤✉s s❛✈❡ ❡♥❡r❣②✳

✺



❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❱▼ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥

✻



✸ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ ❱▼ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❱▼s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✳ ❋✐rst✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❱▼s

♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳

✸✳✶ ❱▼ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

✸✳✶✳✶ ●r❡❡❞②

❙❡✈❡r❛❧ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▼❉❇PP s✉❝❤ ❛s ❋✐rst ❋✐t ❉❡✲

❝r❡❛s✐♥❣ ✭❋❋❉✮ ❬❨✉❡✾✶❪ ✇❤✐❝❤ s♦rt ✐t❡♠s ❜② t❤❡✐r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r t❤❡♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐t❡♠ tr② t♦

♣❛❝❦ ✐t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❜✐♥ t❤❛t ❝❛♥ ❤♦st ✐t✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❱▼ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❙❡r❝♦♥ ❬▼❖✶✶❪ ✐s ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡✈❡rs ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ❙❡r❝♦♥ ✜rst s♦rts ❜✐♥s ❜② t❤❡✐r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞

♦❢ t❤❡ ❜✐♥s t❤❡♥ t❛❦❡ t❤❡ ♠♦st ❧♦❛❞❡❞ ❜✐♥ ❛♥❞ s♦rt t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐t❡♠s ❛❧r❡❛❞② ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤✐s

❜✐♥ ❛♥❞ tr② ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡♠ ✐♥ ♦t❤❡rs ❜✐♥s ❜② tr②✐♥❣ t❤❡ ✐t❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❞❡♠❛♥❞ ✜rst✳

■❢ ♥♦t ❛❧❧ ✐t❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦✈❡ ❛✇❛② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r ♦♥❧② ♠✐❣r❛t✐♦♥s

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❢r❡❡ ❜✐♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✸✳✶✳✷ ▼❡t❛❤❡✉r✐st✐❝

❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❆❈❖✮ ❬❉♦r✾✷❪ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♥❡❛r ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s

✉s✐♥❣ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ◆P ❝❧❛ss✱

❱▼❈P✳ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡r❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛♥t ❝♦❧♦♥✐❡s✳

❆♥ts ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✐♥❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡② ❞❡♣♦s✐t ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛

❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st❛♥❝❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ts ✇❤❡♥ t❤❡② ❡♥❝♦✉♥t❡r ✐t✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞

♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ st✐❣♠❡r❣②✳ ❆♥ts ✉s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❢♦r t❤❡✐r tr❛✈❡❧ ✇❤✐❧❡

s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦♦❞✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❝❤♦♦s❡ ♣❛t❤s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣❤❡r♦♠♦♥❡✳

❲❤❡♥ ❛♥ts ✜♥❞ ❢♦♦❞✱ t❤❡② ❞❡♣♦s✐t ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ♦♥ t❤❡ r❡t✉r♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❞✉❝❡ ♦t❤❡rs ❛♥ts

t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❛t❤ ✉♥t✐❧ t❤❡② r❡❛❝❤ t❤❡ ❢♦♦❞ s♦✉r❝❡✳ P❤❡r♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st❛♥❝❡ ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❜② ❛♥ts✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡

❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② tr❛✐❧s t❤❛t ❛r❡ r❡❣✉❧❛r❧② ✉s❡❞✳ ❚❤✐s s②st❡♠

❛✐♠ t♦ ♣r♦♠♦t❡ tr❛✐❧s ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❬❋❘▼✶✶❛❪ ❆❈❖ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦

s♦❧✈❡ ❱▼❈P ❛♥❞ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❆❈❖ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ❋❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✸✳✶✳✸ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❊♥tr♦♣② ❬❍▲▼+✵✾❪ ✉t✐❧✐③❡s ❝♦♥str❛✐♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭❈P✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ❛ ❜❡tt❡r s♦❧✉t✐♦♥

t❤❛♥ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥ts s♦❧✈❡r ❬❏❘▲✵✽❪ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❋❋❉ ❤❡✉r✐st✐❝

✼



t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♠❡♠♦r② ❛s r❡s♦✉r❝❡✳

❊♥tr♦♣② ✉s❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥ ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ ❈P ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇PP ❧❡❛❞s t♦ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♥♦t s❝❛❧❛❜❧❡✳

✸✳✷ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❱▼ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

✸✳✷✳✶ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t♦♣♦❧♦❣② ✇❤❡r❡ ❛ ♠❛st❡r ♥♦❞❡ ✭M✮ ❝♦♥tr♦❧ s❧❛✈❡ ♥♦❞❡s ✭Si✮

✇❤✐❝❤ ❤♦st ❱▼s✳ ■♥ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❱▼❈P ✐s s♦❧✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛st❡r ♥♦❞❡✳

S1 S2 S3

LC1M

S4 S5 S6

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❙❛♥❞♣✐♣❡r ❬❲❙❱❨✵✼❪ ✐s ❛ s②st❡♠ t❤❛t ❛✉t♦♠❛t❡s t❤❡ t❛s❦ ♦❢ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t✐♥❣

❤♦ts♣♦ts✳ ■t ✉s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✿ ❜❧❛❝❦✲❜♦① ❛♥❞ ❣r❡②✲❜♦①✳ ❚❤❡ ✜rst ❜❧❛❝❦✲

❜♦① ♠♦♥✐t♦rs ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❳❡♥ ❤②♣❡r✈✐s♦r s✉❝❤ ❛s ❈P❯✱ ❞✐s❦ ♦r

♥❡t✇♦r❦ ❛❝t✐✈✐t② ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❱▼✳ ●r❛②✲❜♦① ✉s❡s ❛ ❞❛❡♠♦♥ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡

❣✉❡st s②st❡♠ t❤❛t ❧♦♦❦ ✐♥ ✴♣r♦❝✴ ❛♥❞ ✐♥ ♦t❤❡rs ❞❛❡♠♦♥ ❧♦❣ ❢♦r ❣❛t❤❡r✐♥❣ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱

s❡r✈✐❝❡ t✐♠❡✱ r❡q✉❡st ❞r♦♣ r❛t❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣ r❡q✉❡st r❛t❡✳ ❆ ❤♦ts♣♦t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

tr❛❝❦s ❙▲❆ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❢r♦♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙▲❆ ❡①❝❡❡❞✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ ❛ ✜①❡❞

❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r t❤❡② ✉s❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❱▼s

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐s ♥♦t s❝❛❧❛❜❧❡✳

♣▼❛♣♣❡r ❬❆◆❱✶✶❪ ✐s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣♦✇❡r✲❛✇❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ ❤❡t❡r♦❣❡✲

♥❡♦✉s ❝❧✉st❡rs✳ ♣▼❛♣♣❡r ✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♠❛♥❛❣❡r ✐s ❛✇❛r❡ ♦❢ ◗♦❙ ❛♥❞ ❙▲❆ ❛♥❞ ❞❡❝✐❞❡s ❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❱▼ r❡✲s✐③✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❧✐♥❣✱ t❤❡

♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡r ❝♦♥tr♦❧s ♣♦✇❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❛t ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡r

❝♦♥tr♦❧s ❱▼ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❱▼ ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❱▼ ♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❡② ✉s❡

❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿ ♠✐♥ P♦✇❡r P❛r✐t② ✭♠PP✮✳ ♠PP ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡

✽



❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❡①♣♦s❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②

❛♥❞ ❙✐♥❣❧❡ P♦✐♥t ♦❢ ❋❛✐❧✉r❡ ✭❙P❖❋✮✳

✸✳✷✳✷ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

❚♦ ❛❞❞r❡ss s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥

♣r♦♣♦s❡❞✱ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❙♥♦♦③❡ ❬❋❘▼✶✶❜❪✳ ❙♥♦♦③❡ ✐s ❛

s❝❛❧❛❜❧❡✱ ❡r♥❡❣② ❛✇❛r❡ ❛♥❞ ❛✉t♦♥♦♠✐❝ ❱▼s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡ ❝❧♦✉❞s✳ ❆

●r♦✉♣ ▲❡❛❞❡r ✭●▲✮ ❝♦♥tr♦❧s s❡✈❡r❛❧ ●r♦✉♣ ▼❛♥❛❣❡r ✭●▼s✮✳ ❊❛❝❤ ●r♦✉♣ ▼❛♥❛❣❡r ❤❛s ♦♥❧②

❛ ♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■t ♠❛♥❛❣❡s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ▲♦❝❛❧ ❈♦♥tr♦❧❧❡rs ✭▲❈s✮ t❤❛t ❤♦sts

❱▼s✳

LC1 LC2 LC3

LC1GM1

LC1GL

LC4 LC5 LC6

LC1GM2

❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❙♥♦♦③❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❙♥♦♦③❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❛♥❛❣❡r t❤❛t ❝❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛♥② ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❜✉t ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡s ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙♥♦♦③❡ ✉s❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤

❧❡❛❞❡r ❡❧❡❝t✐♦♥ t♦ r❡♣❛✐r s②st❡♠ ✇❤❡♥ ❛ ♥♦❞❡ ❢❛✐❧s✳ ❙♥♦♦③❡ ✐♥t❡❣r❛t❡ ❛ ❤❡❛rt❜❡❛t ♣r♦t♦❝♦❧ t♦

❞❡t❡❝t ♥♦❞❡ ❢❛✐❧✉r❡s✳ ❙♥♦♦③❡ ❱▼ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ●▼ ♦♥ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❛❧❧♦✇s t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ♦♥❧②

❧♦❝❛❧✳

✸✳✷✳✸ ❙tr✉❝✉r❡❞ P✷P

❉✐str✐❜✉t❡❞ ❱▼ ❙❝❤❡❞✉❧❡r ✭❉❱▼❙✮ ❬◗▲❙+✶✷❪ ✐s ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❱▼s ✐♥ ❛ ❝♦✲

♦♣❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ ❢❛s❤✐♦♥ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡✐r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s

❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛ str✉❝✉r❡❞ P✷P ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡② ✉s❡ ❛ r✐♥❣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✸✮ t♦ ❢♦r✇❛r❞ ❡✈❡♥ts

s✉❝❤ ❛s ♦✈❡r❧♦❛❞ ♦r ✉♥❞❡r❧♦❛❞ s✐t✉❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t ♥❡✐❣❤❜♦r i + 1✳ ■❢ t❤❡ ♥❡①t ♥❡✐❣❤❜♦r ❢❛✐❧s

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♥❡✇ s❝❤❡❞✉❧❡ t❤❡♥ t❤❡ r❡q✉❡st ✐s ❢♦r✇❛r❞❡❞ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r i + 2✳ ❚❤❡ s②st❡♠

✾



12

3

4 5

6

❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❘✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣②

❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✭♥♦ r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥❝②✮✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

✐s ❝✉rr❡♥t❧② ♥♦t ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥

♣r♦✈❡♥ ②❡t✳

✸✳✷✳✹ ❯♥str✉❝t✉r❡❞ P✷P

3

6

2

54

1
◆♦❞❡ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞

✶ ④✸✱✺⑥

✷ ④✶✱✻⑥

✸ ④✷✱✹⑥

✹ ④✸✱✺⑥

✺ ④✷✱✻⑥

✻ ④✶✱✹⑥

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❖✈❡r❧❛② ♦❢ s✐① ♥♦❞❡s ❛♥❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ s✐③❡ ♦❢ ✷

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳✹ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✉♥tr✉❝t✉r❡❞ P✷P ♦✈❡r❧❛②✳ ❆ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✐s ❝♦♥✲

tr✉❝t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ t❤❡ ❧✐st ♦❢ ✐ts

♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❦♥♦✇s ♦♥❧② t✇♦ ♦t❤❡r ♥❡✐❣❤❜♦rs✿ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❧♦❜❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤✉s

❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ t♦ s❝❛❧❡s t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳

✶✵



❬▼▼P✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ tr✐❛❧s✳

❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❝❤❡❝❦ ❛t r❛♥❞♦♠ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦✈❡r✲✉t❧✐③❛t✐♦♥ ♦r ✉♥❞❡r✲✉t✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡ ❛ r❡q✉❡st

✐s ❜r♦❛❞❝❛st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ ♥❡✇ ❤♦sts ❢♦r ❱▼s✳ ❚❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s

t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ✉s✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ s♠♦♦t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦✈❡r

t✐♠❡✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✿ ✇❤✐❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❧♦❝❛❧❧② ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞

❞❛t❛ ❝❡♥t❡r ♠❛♥❣❡❡r ✐s st✐❧❧ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ♣r♦❝❡ss✳

❬▼❇P✶✶❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞ ❣♦ss✐♣ ❜❛s❡❞ ❱▼ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②

❡❛❝❤ ♥♦❞❡s ❦♥♦✇s ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♣❡❡rs✳ ▲♦❝❛❧ ❱▼ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞

✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❱▼s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛st ❧♦❛❞❡❞

♥♦❞❡ t♦ t❤❡ ♠♦st ❧♦❛❞❡❞ ♦♥❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧②

t✇♦ ♥♦❞❡s t❤❡ s②st❡♠ ♠✐❣❤t ♥❡❡❞ ❛ ❧♦♥❣ t✐♠❡ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞❡❧ t❤❡②

❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❱▼s ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦st✳ ❋✐♥❛❧❧②

t❤❡✐r ♣r♦♣♦s❛❧ ❤❛s ♦♥❧② ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ✐s s❝❛❧❛❜❧❡✱ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞✱ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❡❞✱ ❤❡t❡r♦❣❡♥♦✉s ✐♥

❱▼s ❛♥❞ P◆s ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦st ❛✇❛r❡✳ ❈❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡①♣♦s❡ ❙P❖❋✱ ❍✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧

❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♣❡r❢♦r♠ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ P✷P s♦❧✉t✐♦♥

❤❛✈❡ ♦♥❧② ❜❡❡♥ s✐♠✉❧❛t❡❞✳

✶✶



✹ ❖✉r ❆♣♣r♦❛❝❤✿ ❊♥❡r❣②✲❆✇❛r❡ ❊♣✐❞❡♠✐❝ ❱▼ ❈♦♥s♦❧✐✲

❞❛t✐♦♥

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ ❱▼ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ t❤❛t ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛ P✷P ❣♦ss✐♣ ❜❛s❡❞ ♠❡♠✲

❜❡rs❤✐♣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ s❡❧❢✲♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❛t✐♦♥✳

✹✳✶ ❑❡② ■❞❡❛s

❲❡ ✉s❡ ❈②❝❧♦♥ ❬❱●❱❙✵✺❪ ❛s ❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❈②❝❧♦♥ ✐s ❛ ♣❡❡r s❛♠♣❧✐♥❣

s❡r✈✐❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡ ❛ ❛ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ❛♥❞ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ P✷P r❛♥❞♦♠ ♦✈❡r❧❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤

♥♦❞❡ ❦♥♦✇s ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❝❛❧❧❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧

❛♥❞ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭s✉❝❤ ❛s ❋❋❉✱ ❙❡r❝♦♥ ♦r ❆❈❖✮ ❛♥❞

❛♣♣❧② t❤❡♠ ✐♥s✐❞❡ t❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛r❣❡t ❡✈❡♥t✉❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❇②

❛♣♣❧②✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ r✉♥s ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♥❡✐❣❤❜♦rs t❤❡ s②st❡♠ t❡♥❞s t♦

❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❛♥② ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞

❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ s❡r✈✐❝❡s✳

✹✳✷ ❖✈❡r❧❛② ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

❈②❝❧♦♥ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦t♦❝♦❧ ❤❛s ❜❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❢❛st ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐ss❡♠✐♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❝❤✉r♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s t❤❛t ❝♦♠❡ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✮✳ ■t ✐s

❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡❡rs t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ s❤✉✤✐♥❣

♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♣❡❡r ❦❡❡♣s ❛ ❧♦❝❛❧ ❧✐st ❝❛❧❧❡❞ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs❝❛❝❤❡ ❡♥tr✐❡s✳ ❆ ❝❛❝❤❡ ❡♥tr②

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r ✭❡✳❣✳ t❤❡ ■P ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ t❤❡ ♣♦rt ♥✉♠❜❡r✮ ❛♥❞ t❤❡

❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ age ✜❡❧❞ ✐s t♦ ❜♦✉♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥ ❡♥tr② ✐s ❝❤♦s❡♥

❢♦r s❤✉✤✐♥❣ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❡❛r❧✐❡r ❞❡❛❞ ♣❡❡r ✭s❡❡ ❬❱●❱❙✵✺❪ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡

s❤✉✤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r λt✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛② ❝❛♥ ❜❡

✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✇❤❡r❡ ✈❡rt✐❝❡s r❡♣r❡s❡♥t ♥♦❞❡s ❛♥❞ ❡❞❣❡s A −→ B

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❇ ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❆✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝

✭✐✳❡✳ ❆ ✐s ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❇ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t ❇ ✐s ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ❆✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr②

✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦✐♥❣ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs s❤♦rt❧② ❛❢t❡r ❛

♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳

❙❤✉✤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❡❡r P

✶✳ ■♥❝r❡♠❡♥t ❜② ♦♥❡ t❤❡ age ✜❡❧❞ ♦❢ ❛❧❧ ❡♥tr✐❡s ♦❢ P ✬s ❝❛❝❤❡

✷✳ ❙❡❧❡❝t t❤❡ s✉❜s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞❡st ♥❡✐❣❤❜♦r Q ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ age ✜❡❧❞ ❛♥❞

♦t❤❡r r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ l − 1 ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐t❤ ❧ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❝♦♥tr♦❧s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥tr✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❤✉✤❡❞✳

✶✷



✸✳ ❘❡♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s✉❜s❡t t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ Q ❜② t❤❡ ❛❞❞r❡ss ♦❢ P ✇✐t❤ age ✵

✹✳ ❙❡♥❞ s✉❜s❡t t♦ P❡❡r Q

✺✳ ❘❡❝❡✐✈❡ ❢r♦♠ Q ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ❡♥tr✐❡s ♦❢ s✐③❡ i ✇✐t❤ 0 ≤ i ≤ l

✻✳ ❉❡❧❡t❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡t r❡❝❡✐✈❡❞ ❢r♦♠ Q ❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛t P ❛♥❞ ❛❧r❡❛❞②

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ P ✬s ❝❛❝❤❡

✼✳ ❯♣❞❛t❡ P ❝❛❝❤❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥tr✐❡s✳ ❋✐rst ✜❧❧ ❡♠♣t② s❧♦ts ❛♥❞ t❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡

❡♥tr✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡♥t t♦ ◗✳ ❆♥② ♦t❤❡rs r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡t r❡❝❡✐✈❡

❢r♦♠ Q ❛r❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳

❖✈❡r❧❛② ❥♦✐♥✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐s♦❧❛t✐♦♥ r❡❝♦✈❡r② ❆s ❛ ❢✉❧❧② ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ s②st❡♠ ❈②❝❧♦♥

♥❡❡❞s ❛ ❜♦♦tstr❛♣♣✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❥♦✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r❧❛②✳ ■t ✐s s✉✣❝✐❡♥t ❢♦r ❛ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛♥ts

t♦ ❡♥t❡r t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❦♥♦✇ ❛♥♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥✳ ■♥❞❡❡❞ ❛ s❤✉✤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥

✇✐t❤ ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛② ✭❝❛❧❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡r✮ ✐s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦❞❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

❲❡ ✉s❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥t❛❝t❡❞ ❜② ❛♥② ♦t❤❡r ♥♦❞❡ t❤❛t ✇❛♥ts t♦ ❥♦✐♥ t❤❡ s②st❡♠

❜✉t ♦✉r s♦❢t✇❛r❡ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ♠♦❞✉❧❛r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❝❛♥ ❛❝❝❡♣t ❛♥② ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s✉❝❤

❛s ❧♦❝❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❜r♦❛❞❝❛st✐♥❣ ♦r ♠✉❧t✐❝❛st✳

❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❤✉✤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥♦❞❡s✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s

❛ ❝❛❝❤❡ ❡♥tr✐❡s s✐③❡ ♦❢ ✶✵ ♥♦❞❡s✳ ❋✐rst ♥♦❞❡ ♦♥❡ st❛rt ❛ s❤✉✤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❣✐♥s ❜②

✐♥❝r❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❡♥tr✐❡s ❜② ♦♥❡✳ ■t t❤❡♥ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♦❧❞❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✇❤✐❝❤

✐s t❤❡ ♥♦❞❡ ✶✺ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❣❡ ♦❢ ✶✺ ❛♥❞ t✇♦ ♦t❤❡r r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✭✐✳❡✳ ✜✈❡ ❛♥❞ ✶✹✮✳

❚❤❡ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ ♦❧❞❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛❣❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡

s✉❜s❡t ✐s s❡♥❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞❡❧❡t❡❞ ❡♥tr② ✭✐✳❡✳ ✶✺✮✳ ❖♥❝❡ ♥♦❞❡ ✶✺ r❡❝❡✐✈❡s t❤✐s s❤✉✤✐♥❣

r❡q✉❡st ✐t ❛♥s✇❡r ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② t❤r❡❡ ♥♦❞❡s ❢r♦♠ ✐ts ❝❛❝❤❡ ❡♥tr✐❡s ❛♥❞ s❡♥❞s t❤❡♠ ❛s

❛ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♥♦❞❡ ♦♥❡✳ ❇♦t❤ ♥♦❞❡s ✇✐❧❧ st❛rt ♠❡r❣✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✉❜s❡t✳ ◆♦❞❡ ✶✺ ❞❡❧❡t❡

t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ♥♦❞❡ ✜✈❡ ❛♥❞ ♥♦❞❡ ♦♥❡ ❞❡❧❡t❡ t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ♥♦❞❡ ✶✷ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ❛❧r❡❛❞②

❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝❛❝❤❡✳ ❚❤❡♥ ♥♦❞❡ ✶✺ ♠♦✈❡s t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ♥♦❞❡ ♦♥❡ ✐♥ ✐ts ❡♠♣t② ❡♥tr②✳

❋✐♥❛❧❧② ❛❧❧ ❡♥tr✐❡s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✭✐✳❡✳ ✶✹✮ ❢♦r ♥♦❞❡ ✶✺ ❛♥❞ ✭✷✼✱ ✹✶✮ ❢♦r ♥♦❞❡ ♦♥❡ ❛r❡ ♠♦✈❡❞ ❜②

r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡♥tr✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡♥❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✳ ■♥ ♥♦❞❡ ♦♥❡ ❡♥tr② ✹✶ r❡♣❧❛❝❡ ✜✈❡

❛♥❞ ✷✼ r❡♣❧❛❝❡ ✶✺ ❛♥❞ ✐♥ ♥♦❞❡ ✶✺✱ ✶✹ r❡♣❧❛❝❡s ✷✼✳

✶✸



Node Age

12 5

48 0

16 7

14 8

5 3

3 8

63 12

20 9

72 7

15 14

Node 1

✭❛✮ ◆♦❞❡ ♦♥❡ st❛rts ❛ s❤✉✤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

5 4

3 9

63 13

20 10

72 8

15 15

Node 1

✭❜✮ ❆❣❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♦♥❡

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

5 4

3 9

63 13

20 10

72 8

15 15

Node Age

15 15

5 4

14 9

Node 1

✭❝✮ ❙❡❧❡❝t t❤❡ s✉❜s❡t ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ♦❧❞❡st ♥❡✐❣❤❜♦r ✶✺

❛♥❞ t✇♦ ♥♦❞❡s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ✭✐✳❡✳ ✺✱ ✶✹✮

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

5 4

3 9

63 13

20 10

72 8

15 15

Node Age

1   15 0   15 

5 4

14 9

Node 1

✭❞✮ ❘❡♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡t t❤❡ ❡♥tr② ♦❢ ✶✺ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ ❛❣❡

③❡r♦

Node Age

12 6

41 7

5 8

56 11

21 3

27 6

35 2

11 8

89 1

Node 15

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

5 4

3 9

63 13

20 10

72 8

15 15

Node 1

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

1 0

5 4

14 9

Send Subset

✭❡✮ ◆♦❞❡ ♦♥❡ ❙❡♥❞ s✉❜s❡t t♦ ♥♦❞❡ ✶✺

Node Age

12 6

41 7

5 8

56 11

21 3

27 6

35 2

11 8

89 1

Node 15

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

5 4

3 9

63 13

20 10

72 8

15 15

Node 1

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

27 6

12 6

41 7

✭❢✮ ◆♦❞❡ ✶✺ s❡❧❡❝t ✐♥ ❤✐s s✉❜s❡t t❤r❡❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs r❛♥❞♦♠❧②

❝❤♦s❡♥ ✭✐✳❡✳ ✷✼✱ ✶✷✱ ✹✶✮

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❖✈❡r❧❛② ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

✶✹



Node 15

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

5 4

3 9

63 13

20 10

72 8

15 15

Node 1

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

27 6

12 6

41 7

Node Age

27 6

12 6

41 7

Send Subset

Node Age

12 6

41 7

5 8

56 11

21 3

27 6

35 2

11 8

89 1

✭❣✮ ◆♦❞❡ ✶✺ s❡♥❞s s✉❜s❡t t♦ ♥♦❞❡ ♦♥❡

Node 15

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

5 4

3 9

63 13

20 10

72 8

15 15

Node 1

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

27 6

12 6

41 7

Node Age

27 6

12 6

41 7

Node Age

12 6

41 7

5 8

56 11

21 3

27 6

35 2

11 8

89 1

✭❤✮ ◆♦❞❡s ♦♥❡ ❛♥❞ ✶✺ ❞❡❧❡t❡ ✐♥ t❤❡✐r r❡❝❡✐✈❡❞ s✉❜s❡t

❡①✐st✐♥❣ ❡♥tr✐❡s ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ t❤❡♠ ♦r ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥s ✐♥

t❤❡✐r ♦✇♥ ❝❛❝❤❡

Node 15

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

5 4

3 9

63 13

20 10

72 8

15 15

Node 1

Node Age

1 0

14 9

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

27 6

12 6

41 7

Node Age

27 6

41 7

Node Age

12 6

41 7

5 8

56 11

21 3

1 0

27 6

35 2

11 8

89 1

✭✐✮ ❯♣❞❛t❡ ❝❛❝❤❡ ♦❢ ♥♦❞❡ ♦♥❡ ❛♥❞ ✶✺ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛❧❧ r❡✲

♠❛✐♥✐♥❣ ❡♥tr✐❡s✳ ❋✐rst ✜❧❧ ❡♠♣t② s❧♦t✳

Node 15

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

41 5 7 4

3 9

63 13

20 10

72 8

27 15 6 15

Node 1

Node Age

14 9

Node Age

1 0

5 4

14 9

Node Age

27 6

12 6

41 7

Node Age

27 6

41 7

Node Age

12 6

41 7

5 8

56 11

21 3

1 0

14 27 9 6

35 2

11 8

89 1

✭❥✮ ❚❤❡♥ r❡♣❧❛❝❡ ❡♥tr✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡♥t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r

♥♦❞❡

Node 15

Node Age

12 6

48 1

16 8

14 9

41 7

3 9

63 13

20 10

72 8

27 6

Node 1

Node Age

12 6

41 7

5 8

56 11

21 3

1 0

14 9

35 2

11 8

89 1

✭❦✮ ❊♥❞ ♦❢ s❤✉✤✐♥❣

❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❖✈❡r❧❛② ❈♦♥str✉❝t✐♦♥

✶✺



✹✳✸ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ Pr♦t♦❝♦❧

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥P❡r✐♦❞ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇✐❧❧ tr✐❣❣❡r ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♥s♦❧✐✲

❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤✐♥ ❤✐s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝❛❝❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝②❝❧♦♥ ♦✈❡r❧❛②✮ ❢♦r

♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❱▼s ♣❧❛❝❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s✐① st❡♣s ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

✶✳ ❋✐rst t❤❡ ♥♦❞❡ N ✇❤✐❝❤ st❛rt ❛ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss tr✐❡s t♦ ❛❝q✉✐r❡ ❛ ❧♦❝❦ ❢♦r ❡❛❝❤

♠❡♠❜❡r ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐ts❡❧❢✮ ♦❢ ✐ts ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ❋♦r ❡❛❝❤ P◆ ❛ ❧♦❝❦ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✳ ❚❤❡

❣♦❛❧ ♦❢ ❧♦❝❦s ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛❝❝❡ss ♦♥ P◆ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡

✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆❝q✉✐r✐♥❣ ❧♦❝❦ ✐s ❛ ♥♦♥ ❜❧♦❝❦✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐❢

✐t ✐s ♥♦t s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❱▼s ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❦ t❤❡ ♥♦❞❡ N ❛s❦ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦❞❡

✐ts t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✱ ❱▼s ❝✉rr❡♥t❧② ♣❛❝❦❡❞ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡

❱▼s✳

✸✳ ❆♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s st❛rt❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ❱▼s ❞❡♠❛♥❞s ✈❡❝✲

t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛s ✐♥♣✉t✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ❛ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t

♦❢ ❱▼s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❆♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❱▼❈P

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡ ❢♦r t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥✳

✹✳ ❆♥ ❛❝t✉❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ♦♥ t❤❡ P◆ ✇❤✐❝❤ ✐♥✐t✐❛t❡s t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡s t❤❡ r❡❝♦♥✲

✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦r❞❡rs t♦ P◆s✳

✺✳ ❆❧❧ ❧♦❝❦s ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞✳

✻✳ ❊❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤♦st ❱▼s ❛♥②♠♦r❡ s❤✉t❞♦✇♥ ✐ts❡❧❢ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥s❡r✈❡

❡♥❡r❣② ✇✐t❤♦✉t ✇❛r♥✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r P◆s✳

❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❡❞ st❛t❡ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼❛ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s✐① ♥♦❞❡s PN1, . . . , PN6✱

❡❧❡✈❡♥ ❱▼s V M1, . . . , V M11 t❤❛t r✉♥ ♦♥ P◆s✳ ◆❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡ ♦❢ t✇♦

♥♦❞❡s✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦♥❧② ♦♥❡ r❡s♦✉r❝❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✿ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❝♦r❡s✳ P◆s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝❛♣❛❝✐t②✿ ✜✈❡ ❝♦r❡s✳ ❱▼s ❝❛♥ r❡q✉❡st ♦♥❡✱ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ❝♦r❡s✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ✐s ✸✵ s❧♦ts ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✶✾

s❧♦ts ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ P◆s ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✸✪✳ ❋✐❣✉r❡

✼❜ s❤♦✇s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦❞❡ PN4 ✇✐t❤ ❤✐s

♥❡✐❣❤❜♦rs PN3 ❛♥❞ PN5✳ ❋✐❣✉r❡ ✼❝ s❤♦✇s t❤❡ st❛t❡ ❛❢t❡r t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

V M11 ❤❛s ❜❡❡♥ ♠✐❣r❛t❡ ❢r♦♠ PN4 t♦ PN5 ❛♥❞✱ V M6, V M7 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✐❣r❛t❡❞ ❢r♦♠ PN4

t♦ PN3✳ PN5 t♦ PN3 ❛r❡ ♥♦✇ ❢✉❧❧ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ ❜❡tt❡r ✉t✐❧✐③❡❞ t❤❛♥ ✐♥

✶✻



PN1

VM1

VM2

PN2

VM4

PN6

PN3

VM3 PN5

VM9

VM8

VM10

PN4

VM6
VM5

VM7

VM11

✭❛✮ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

PN1

VM1

VM2

PN2

VM4

PN6

PN3

VM3 PN5

VM9

VM8

VM10

PN4

VM6
VM5

VM7

VM11

✭❜✮ PN4 tr✐❣❣❡rs ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ PN3 ❛♥❞ PN5

PN1

VM1

VM2

PN2

VM4

PN6

PN3

VM3 PN5

VM9

VM8

VM10

VM6

PN4

VM5

VM7

VM11

✭❝✮ PN3, PN4, PN5 ❛❢t❡r r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

PN1

VM1

VM2

PN2

VM4

PN3

VM3 PN5

VM9

VM8

PN6

VM10

PN4

VM6

VM5

VM7

VM11

✭❞✮ PN2 tr✐❣❣❡rs ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ PN1 ❛♥❞ PN6

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ●❧♦❜❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✼



PN1

VM1

VM2

PN2

VM4

PN3

VM3 PN5

VM9

VM8

PN6

VM10

PN4

VM6

VM5

VM7

VM11

✭❡✮ PN1, PN2, PN6 ❛❢t❡r r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

PN1

VM1

VM2

VM4

PN6

VM10

PN4

VM5

✭❢✮ PN6 tr✐❣❣❡rs ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ PN1 ❛♥❞ PN4

PN1

VM1

VM2

VM4

PN6

VM10

PN4

VM5

✭❣✮ PN1, PN4, PN6 ❛❢t❡r r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

PN1

VM1

VM2

PN2

VM4

PN3

VM3 PN5

VM9

VM8
VM6

PN4

PN6

VM10

VM5

VM7

VM11

✭❤✮ ●❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✿ ●❧♦❜❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
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t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✼❞ PN2 tr✐❣❣❡r ❛ ❧♦❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐s ♥❡✐❣❤❜♦r✲

❤♦♦❞ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② PN1 ❛♥❞ PN2✳ ❆❢t❡r r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✼❡ s❤♦✇ t❤❛t V M4 ❤❛s ❜❡❡♥

♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ PN2 t♦ PN1✳ PN1 ✐s ♥♦✇ ❢✉❧❧ ❛♥❞ PN2 ✐s ❡♠♣t②✳ PN6 st❛rt ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼❢ ❛♥♦t❤❡r

❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✇✐t❤ PN1 ❛♥❞ PN4✳ ❆❢t❡r t❤✐s ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✼❣ s❤♦✇s t❤❛t V M5 ❤❛s

❜❡❡♥ ♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ PN4 t♦ PN6✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡ PN4 ✐s ♥♦✇ ❡♠♣t② ❛♥❞ PN6 ✐s ❜❡tt❡r ✉s❡❞ t❤❛♥

✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼❤ ✇❤❡r❡ t❤❡② ❛r❡ t✇♦ ✐❞❧❡ ♥♦❞❡s

t❤❛♥ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ✾✺✪ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❜❡tt❡r r❡s♦✉r❝❡s ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛♥② ♦❢ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts

♦❢ ❱▼s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❱▼❈P ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✐❣r❛t✐♦♥✲

❝♦st ❛✇❛r❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♦✉r ❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐♥ ♦r❞❡r

t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡ss♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r✳

✹✳✹ ▼✐❣r❛t✐♦♥✲❝♦st ❛✇❛r❡ ❛♥t ❝♦❧♦♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ♥❡✇ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ ❱▼❈P✳ ■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❬❋❘▼✶✶❛❪

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜✉t ❞✐✛❡rs ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣♦✐♥ts✿ ✜rst ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s

✇❤✐❧❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ ❱▼s✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ❢♦r ♣❧❛❝✐♥❣ ❱▼s

✭✐✳❡✳ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ♦❢ ✐t❡♠s t♦ ❜✐♥s✮✳

■♥ ❆❈❖ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛♥ ❛♥t t♦ ♣❛❝❦ ❛♥ ✐t❡♠ ✐ ✐♥t♦ ❛ ❜✐♥ ✈ ✐s✿

pi,v =
[τi,v]

α × [ηi,v]
β

∑

u∈Nv
[τu,v]α × [νu,v]β

✭✶✮

❲❤❡r❡ τi,v r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❢♦r ♣❛❝❦✐♥❣ ✐ ✐♥t♦ ✈✱ ηi,v t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥✲

❢♦r♠❛t✐♦♥✳ α ❛♥❞ β ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs > 0 t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❡✐t❤❡r ♠♦r❡ t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ♦r t❤❡

❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦st ξi,v ♦❢ ♠♦✈✐♥❣ ❛ ❱▼ i ❢r♦♠ ❤♦st t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛s t❤❡ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❤♦st v✳

ξi,v := |Mplan| ✭✷✮

❲❤❡r❡ ▼♣❧❛♥ ✐s t❤❡ ❧✐st ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s ✉s❡❞✱ ✐t❡♠s

✇❤✐❝❤ ✉t✐❧✐③❡ t❤❡ ❜✐♥s ❜❡tt❡rs ❛r❡ ❢❛✈♦r❡❞

κi,v :=
1

|~Cc − (~bv + ~ri)|1
✭✸✮

❲❤❡r❡ ~bv ✐s t❤❡ ❧♦❛❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❜✐♥ ✈✳ ■t ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

~bv :=
∑

i∈Bv

~ri ✭✹✮
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Pr❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s ❛♥❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❝♦st ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs e ❛♥❞ p ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ ♠♦r❡

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜✐♥s ♦r t❤❡ ❝♦st ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦ ✐❢ ❜② ♣❛❝❦✐♥❣ ✐t❡♠ i ✐♥t♦ v

t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ v ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞✳

ηi,v :=

{

κ
p

i,v

ξe
i,v

✐❢ ~bv + ~ri ≤ ~Cv

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✺✮

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ 0 ≤ p ≤ 1 r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♣❛✲

r❛♠❡t❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ♣ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳

τi,v := (1 − p) × τi,v + ∆BestSolution
τi,v

,∀(i, Bv) ∈ I × B ✭✻✮

❲❤❡r❡ ∆BestSolution
τi,v

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❡st ✭✐t❡♠✱❜✐♥✮ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

κi,v :=

{

1
f(BestSolution)

✐❢ xi,v = 1

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✼✮

❲❤❡r❡❜② BestSolution ✐s t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥

❛♥❞ xi,v ✐s t❤❡ ❜✐♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧❧ t♦ ✶ ✐❢ ✐t❡♠ i ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❜✐♥ v

❛♥❞ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❡❛r❧② st❛❣♥❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❢♦❧❧♦✇ t♦ ❜❛❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛

❧♦✇❡r✭τmin✮ ❛♥❞ ✉♣♣❡r✭τmax✮ ❜♦✉♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ✈❛❧✉❡✳

❋✐♥❛❧❧② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡❛s❡❞ ❜✐♥s ✭✐✳❡ ❜✐♥s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❤♦st ❛♥② ✐t❡♠s✮ ❛♥❞ t❤❡

t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦r♠❡❞

❧♦❛❞ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❡❛❝❤ ❜✐♥s✳ ❚❤✐s ❧❛st ♠❡tr✐❝s ❤❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❣♦ss✐♣ ❜❛s❡❞

❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ ♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t♦ ❝r❡❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❧♦❛❞

❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♥s ❢♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜❡tt❡r ❢♦r ❧❛t❡r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t

✐t❡♠s ❛♥❞ ❜✐♥s✳

f(Mplan) =

(

n −
n−1
∑

v=0

yv

)e

×

(

1

|Mplan|

)p

×
(

Var(|~b0|1, |~b1|1, ... , |~bn−1|1)
)g

✭✽✮

❲❤❡r❡ g ✐s ♥❡✇ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♠♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ❧♦❛❞s✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣s❡✉❞♦❝♦❞❡ ♦✉r ❆❈❖✲❜❛s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐rst t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❛❦❡s ❛s ✐♥♣✉t t❤❡ ✐t❡♠s ❛♥❞ t❤❡r❡ r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs✱ ❜✐♥s ❛♥❞ t❤❡r❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✈❡❝t♦rs

❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✐t❡♠s ❛♥❞ ❜✐♥s✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❡✭✮ ❝❛❧❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛♥ts

✐♥ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥t❴❜✉✐❧❞❴s♦❧✉t✐♦♥✭✮ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥str✉❝t s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥

♣❧❛♥ ♦❢ ❱▼s✮✳ ❆❢t❡r ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛✐❧❴✉♣❞❛t❡❴✭✮ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ tr❛✐❧

♠❛tr✐① ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛♥ts✳ t✉♣❧❡ ♦❢ ✭❱▼✱P◆✮ ✭✐✳❡✳ ✭✐t❡♠✱❜✐♥✮✮ t❤❛t

❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ CycleBestSolution ✇✐❧❧ ❜❡ r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ✐♥ ♣❤❡r♦♠♦♥❡ ♠❛tr✐① ✇❤✐❧❡ ♦t❤❡rs ✇✐❧❧

✷✵



❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❆♥t ❈♦❧♦♥② ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✶✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ optimize✭I✱B✱~ri✱~Cv✮

✷✿ BestSolution := nil

✸✿ ❢♦r ❛❧❧ q ∈ 0...nCycles − 1 ❞♦

✹✿ CycleBestSolution := nil

✺✿ ❢♦r ❛❧❧ a ∈ 0...nAnts − 1 ❞♦

✻✿ s := ant❴build❴solution(I, B,~ri, ~Cv)

✼✿ ❯♣❞❛t❡ CycleBestSolution ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(s)

✽✿ ❡♥❞ ❢♦r

✾✿ ❯♣❞❛t❡ BestSolution ✇✐t❤ f(CycleBestSolution)

✶✵✿ trail❴update()

✶✶✿ ❡♥❞ ❢♦r

✶✷✿ r❡t✉r♥ BestSolution

✶✸✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✶✹✿

✶✺✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ trail❴update✭τ✮

✶✻✿ ❢♦r ❛❧❧ (i, Bv) ∈ I × B ❞♦

✶✼✿ τi,v := (1 − p) × τi,v + ∆best
τi,v

✶✽✿ ✐❢ τi,v > τmax t❤❡♥

✶✾✿ τi,v := τmax

✷✵✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✶✿ ✐❢ τi,v < τmin t❤❡♥

✷✷✿ τi,v := τmin

✷✸✿ ❡♥❞ ✐❢

✷✹✿ ❡♥❞ ❢♦r

✷✺✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✷✻✿

✷✼✿ ❢✉♥❝t✐♦♥ ant❴build❴solution✭I✱B✱~ri✱~Cv✮

✷✽✿ Mplan := nil❀ BestP lan := nil

✷✾✿ ✇❤✐❧❡ |Mplan| < ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❱▼s ❞♦

✸✵✿ ❈♦♠♣✉t❡ pi,v ∀i ∈ I,∀v ∈ B

✸✶✿ ❈❤♦♦s❡ (i, v) st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✿ pi,v

✸✷✿ ~bw := ~bw − ~ri ✇✐t❤ w t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❜✐♥ ✇❤❡r❡ i ✇❛s ♣❛❝❦❡❞

✸✸✿ xi,w = 0

✸✹✿ ❆❞❞ (i, w, v) t♦ Mplan

✸✺✿ ~bv := ~bv + ~ri

✸✻✿ xi,v = 1

✸✼✿ ✐❢ Mplan ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ BestP lan ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ f(Mplan) t❤❡♥

✸✽✿ BestP lan := Mplan

✸✾✿ ❡♥❞ ✐❢

✹✵✿ ❡♥❞ ✇❤✐❧❡

✹✶✿ r❡t✉r♥ BestP lan

✹✷✿ ❡♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥

✷✶



❜❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ✭✐✳❡✳ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✮ ❛♥❞ t❤✉s r❡✐♥❢♦r❝❡❞ t✉♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦

❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❛♥ts ✐♥ ❢✉t✉r❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❛♥t❴❜✉✐❧❞❴s♦❧✉t✐♦♥✭✮ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ P◆s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞s

♦❢ ❱▼s✮✳ ■♥ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❬❋❘▼✶✶❛❪✱ ✇❡ t❛❦❡ ✐♥t♦

❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛♣♣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❱▼s ❛♥❞ P◆s t❤✐s ♠❡❛♥ t❤❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡ ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ st❛t❡ ❛♥❞ r❡t✉r♥✐♥❣ ❛♥ ❡♠♣t② ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞

s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❱▼s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦r ♥❡❛r❧② ♦♣t✐♠❛❧

st❛t❡ ❞♦✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣ ✐s t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞♦❡s ❛ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❜② tr②✐♥❣ t♦ ♣❧❛❝❡

❱▼ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ✐t❡♠s i✱ ❛♥❞ ❜✐♥s v t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❛❝❦ i ✐♥t♦

v ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✳ ♦♥❡ ✐t❡♠ ❛♥❞ ♦♥❡ ❜✐♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ st♦❝❤❛st✐❝❛❧❧② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡♥ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❧♦❛❞ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❜✐♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❜✐♥ ❜② t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐t❡♠✳ ❚❤❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❧s♦ ✉♣❞❛t❡❞ t♦

t❛❦❡ ✐♥t♦ t❤✐s ♠✐❣r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❛♥❞ ✐❢ t❤✐s ✉♣❞❛t❡❞

♠✐❣r❛t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f() ❞❡✜♥❡❞ ✐♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✽✮ t❤❡ ♥❡✇ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✐s ❝♦♣✐❡❞ ✐♥ BestP lan✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✸✵ ❲❡ ❧✐♠✐t t❤❡ t✐♠❡ ❛♥

❛♥ts ♣❛ss ✐♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ s❡❛r❝❤ ❜② ❜♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❱▼s ✱

t❤✐s ❧❡t ❛ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ♠♦✈❡ ❛❧❧ ❱▼s ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣

t❤❡ ❛♥t❴❜✉✐❧❞❴s♦❧✉t✐♦♥✭✮ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❱▼ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦♦s❡❞ ❢♦r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♠♦r❡ t❤❛♥

♦♥❝❡ ✐❢ t❤✐s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❜❡tt❡r ♣❧❛❝❡♠❡♥t✳

✷✷



✺ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❘❡s✉❧ts

✺✳✶ Pr♦t♦t②♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡♠✉❧❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❡♠✉❧❛t♦r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ P②t❤♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❊❛❝❤ P◆ ✐s r✉♥ ✐♥s✐❞❡ ❛ s②st❡♠ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐s ❜✐♥❞ t♦ ❛♥ ■P ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ ❛

♣♦rt ♥✉♠❜❡r✳ ◆❡t✇♦r❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ✇❛②✳

❚❤❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❧♦❝❦s t♦ ♣r❡✈❡♥t ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❛❝❝❡ss t♦ r❡s♦✉r❝❡s✳ P◆

s❤✉t❞♦✇♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❤♦st ❱▼s ❛♥②♠♦r❡ ✇✐t❤♦✉t ✇❛r♥✐♥❣ ♦t❤❡r P◆s✱ ❤❡♥❝❡

♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t✿ t❤❡ ♣❡❡r s❛♠♣❧✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❞❡❛❞ ♥♦❞❡s ✭♥♦❞❡s

s❤✉t❞♦✇♥❡❞✮ ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❛♥❞ P◆s t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡s♣♦♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥t❛❝t❡❞ ❢♦r

❣❡tt✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■❢ ❛ ♥♦❞❡ ❝r❛s❤❡s ❞✉r✐♥❣

t❤❡ ❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥✱ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s ❛❜♦rt❡❞ ✭✐✳❡✳ ✇❡ st♦♣ ❛♥② ❢✉rt❤❡r

♠✐❣r❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❱▼s ♦♥ t❤❡ ❢❛✉❧t② ♥♦❞❡s ❛r❡ ❧♦st✳ ❱▼s ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

t❤❡✐r r❡s♦✉r❝❡ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦r ❛s P②t❤♦♥ ♦❜❥❡❝ts✳ ❊❛❝❤ P◆ ✇r✐t❡s ❡✈❡♥ts ✭❡✳❣✳ ♠✐❣r❛t✐♦♥✱

❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✱ s❤✉t❞♦✇♥✮ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ❙◗▲✐t❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❖♥❝❡ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

✐s t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♠❡r❣❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡ ❢♦r ❧❛t❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡

s♦❢t✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ♠♦❞✉❧❛r✿ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s✉❝❤ ❛s ✭✐♥tr♦❞✉❝❡rs ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✱ s❝❤❡❞✉❧❡r ❢♦r s❤✉✤✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✜❧❡

❛♥❞ t❤❡✐r r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞♦ ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤r❡❡

❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ♦✉r ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❙❡r❝♦♥ ❛♥❞ ❋❋❉ ❛s ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤✐❧❡ ❆❈❖ ❛♥❞

❙❡r❝♦♥ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t❤❡② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✉s❡❞ ❛♥❞

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✱ ❋❋❉ ✐s ♦♥❧② ❛ s✐♠♣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✱

s♦ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ ❋❋❉ ❛♥❞

❝♦♠♣✉t❡s ❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ❱▼s ❜✉t ♠❛② ✈✐♦❧❛t❡

❙▲❆ ✭✐✳❡✳ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ t♦t❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ♥♦❞❡✮✳

✺✳✷ ❙②st❡♠ ❙❡t✉♣

❖✉r s②st❡♠ ✇❛s ❞❡♣❧♦②❡❞ ♦♥ ✹✷ ❍P Pr♦❧✐❛♥t ❉▲✶✻✺ ●✼ s❡r✈❡rs ♦♥ t❤❡ ●r✐❞✺✵✵✵ t❡st❜❡❞

❬❈❉❉+✵✺❪✳ ❆❧❧ s❡r✈❡rs ❤❛✈❡ t✇♦ ❆▼❉ ❖♣t❡r♦♥ ✻✶✻✹ ❍❊ ✶✳✼●❍③ ❈P❯ ✇✐t❤ ✶✷ ❝♦r❡s ❡❛❝❤

✭❢♦r ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✶✵✵✽ ❝♦r❡s✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧❧❡❧ ✇❡

❝❛♥ s✐♠✉❧❛t❡ ♦♥❡ P◆ ♣❡r ❝♦r❡✳

■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✿ ♠❡♠♦r② ✐♥ ●✐❣❛❜②t❡✱ ❈P❯ ✐♥

❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t✱ ■✴❖ ✐♥ ●✐❣❛❜✐t✴s✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❊❈✷ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✉♥✐t

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ❤❛s t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ♦♥❡ ❝♦r❡ ✶✳✷●❍③ ❳❡♦♥ ♣r♦❝❡ss♦r ✐♥ ✷✵✵✼ ❬❆♠❛❪✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✻ ❦✐♥❞ ♦❢ ❱▼s ✇♦r❦❧♦❛❞ ✭♥❛♥♦✱ ♠✐❝r♦✱ s♠❛❧❧✱ ♠❡❞✐✉♠✱ ❧❛r❣❡✱ ①❧❛r❣❡✮ ✇❤♦s❡

❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞s ✐s ✭✵✳✷✱ ✵✳✺✱ ✵✳✶✮✱ ✭✶✱ ✶✱ ✶✮✱ ✭✷✱ ✶✱ ✶✮✱ ✭✹✱ ✷✱ ✷✮✱ ✭✽✱ ✹✱ ✹✮✱ ✭✶✻✱ ✽✱ ✹✮

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❞✐✛❡r❡♥ts ✇♦r❦❧♦❛❞ ♦❢ ❱▼s ✐♥s♣✐r❡❞ ❢r♦♠ ❊❈✷ ❱▼s✳ ■♥
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❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s

t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❱▼s ✐s st❛t✐❝ ✭✐✳❡✳ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✐♥ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡

❞❡❢❛✉❧t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r✉♥ ✶✵✵✽ P◆s ✇✐t❤ ✻✵✹✽ ❱▼s✳ ❊❛❝❤ P◆ ❤❛s ❛ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ✭✹✽✱ ✷✻✱ ✷✵✮

❛♥❞ ❤♦sts ✻ ❱▼s✱ ♦♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐s ✵✳✻✹✳ ❊❛❝❤

❡①♣❡r✐♠❡♥t r✉♥s ❢♦r s✐① ♠✐♥✉t❡s✳ ❈♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② P◆s ❡❛❝❤ ✸✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡

♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ♠❛① s✐③❡ ✐s ✜①❡❞ t♦ ✶✻ ♥♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡ s❤✉✤✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ❡❛❝❤ ✶✵

s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❡❛❝❤ P◆s✳

✺✳✸ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❋❋❉✱ ❙❡r❝♦♥✱ ❆❈❖✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✉r♥❡❞✲♦♥ ♥♦❞❡s ✐♥ t❡r♠s

♦❢ t✐♠❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐rst ❛❧❧ P◆s ♣r♦❝❡ss ❛r❡ st❛rt❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦♦❦ t✇♦

s❡❝♦♥❞s ❜❡❢♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✶✵✵✽ ♥♦❞❡s ❛r❡ st❛rt❡❞✳ ❚❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡r ♦❢ ❡❛❝❤ P◆s st❛rt ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥

❛❢t❡r ✸✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✵✵✿✸✶ ❛♥❞ ✵✶✿✸✶ t❤❡ ♥✉♠❜❡r t✉r♥❡❞✲♦♥ ♥♦❞❡s ❢❛st❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❢♦r
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❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❆❈❖ s✉❝❝❡❡❞ t♦ r❡❧❡❛s❡ ✸✷✷ ♥♦❞❡s✱ ❙❡r❝♦♥ ✸✶✶

❛♥❞ ❋❋❉ ✷✹✻✳ ❲❡ s❡❡ t❤❛t ♦✉r ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s t❤❡ ❜♦t❤ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t s❤♦✇s t❤❛t ❢♦r ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✭✶✵✵✽✮ ♦✉r P✷P s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡

t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ r❡s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ s❤✉t❞♦✇♥ ✉♥✉s❡❞ ♥♦❞❡s ✇❡ ❡st✐♠❛t❡

❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬❋❘▼✶✶❛❪✿

P (u) = (Pmax − Pidle) × u + Pidle ✭✾✮

Pidle ❛♥❞ Pmax ✜①❡❞ t♦ ✶✼✶ ❛♥❞ ✷✶✽ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t✇♦ ❈P❯ ❞✉❛❧

❝♦r❡ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ✺✶✹✽ ✷✳✸✸●❍③ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ✐❞❧❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧② ✉t✐❧✐③❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♠❡❛s✉r❡❞

❜② ✉s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❡♥s✐♥❣ ✉♥✐ts ♦♥ t❤❡ t❡st❜❡❞✳

E(B) :=

{

t ×
∑n−1

v=0 P ( |
~bv |1
d

) ✐❢ |~bv|1 6= 0

0 ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✶✵✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✵ ❣✐✈❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♥♦❞❡s✳ ◆♦❞❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤✉t✲

❞♦✇♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦♥✬t ❤♦st ❱▼s ❞♦ ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡ ❛♥② ❡♥❡r❣② ❛♥②♠♦r❡✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤

❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤❡♥ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ❛r❡ st❛rt❡❞ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❝♦♥s✉♠❡s ✷✵✷❦❲❤✳ ❯s✐♥❣ ♦✉r ❞✐str✐❜✉t❡❞

❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ ✶✸✼❦❲❤ ✉s✐♥❣ ❆❈❖ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠✱ ✶✹✵ ❢♦r ❙❡r❝♦♥ ❛♥❞ ✶✺✸ ✇✐t❤ ❋❋❉✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❱▼s ❛r❡ ❝r❡❛t❡❞ ♦r ❞❡❧❡t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

❡①♣❡r✐♠❡♥t t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡ r❡❧❡❛s❡❞

t❤✉s ✐t ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜❣✉r❡ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ s❤❛♣❡ ❛s t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❋❋❉

♣r♦❞✉❝❡s ✾✻✹✾✹ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✱ ❙❡r❝♦♥ ✶✽✼✷ ❛♥❞ ❆❈❖ ✹✵✶✺✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉❝❡❞

❜② ❋❋❉ ✐s ❤✉❣❡ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ t❤✐s ✐s ❝❛✉s❡s ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

❋❋❉ ✐s ♥♦t ❛ ❝♦st ❛✇❛r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙❡r❝♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s✳ ❙❡r❝♦♥

tr✐❡s t♦ ♠✐❣r❛t❡ ❛❧❧ ❱▼s ❢r♦♠ ♦♥❡ ♥♦❞❡ t♦ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐❢ ✐t ❝❛♥✬t ❞♦ s♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥

✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ♠✐❣r❛t❡s ♦♥❧② ✐❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❧❡❛❞ t♦ r❡❧❡❛s❡ t❤❡ ♥♦❞❡✳

❲❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✇✐t❤ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❢♦r ❙❡r❝♦♥ ❛♥❞ ❆❈❖ ✇❤❡♥ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ♥♦❞❡s r❡❧❡❛s❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ✐s ♥✉❧❧ ✇❤✐❧❡ ❋❋❉ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧✇❛②s ♣❡r❢♦r♠s

♠✐❣r❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ r❡❧❡❛s❡❞ ♥♦❞❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ P✷P ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞

t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❆❈❖✱ ❙❡r❝♦♥✱ ❋❋❉✮ ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧

❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✶✵✵✽ ♥♦❞❡s ✇✐t❤

✻✵✹✽❱▼s✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ s❤♦✇s t❤❡ r❛t✐♦ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡❛s❡❞ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳ ❆❈❖ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s t♦♦ s❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r

t❤✐s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❱▼s ❛♥❞ P◆s✳ ❲❡ st♦♣❡❞ ✇❛✐t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛❢t❡r ✶ ❤♦✉r✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r

❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐♥ t❤❡r❡ P✷P ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ♥❡❛r❧② t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✷✿ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐t②

✭✐✳❡✳ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s r❡❧❡❛s❡❞✮ t❤❛t ✐ts ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❚❤✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡

✐♠♣❛❝t ♦❢ ✉s✐♥❣ ♦✉r P✷P s②st❡♠ ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❧♦✇ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

r✉♥♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ♦♥ s✉❜s❡t ♦❢ P◆s ✇❡ r❡❛❝❤ t❤❡ s❛♠❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❛♥

✇✐t❤ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✉♥✉s❡❞ ♥♦❞❡s s❤✉t❞♦✇♥ t❤❡♠s❡❧✈❡s

✇✐t❤♦✉t ✇❛r♥✐♥❣ ❛♥② ♦t❤❡r ♥♦❞❡ ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❛❝t t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❛❞ ♥♦❞❡s ✭✐✳❡✳ ♥♦❞❡s

s❤✉t❞♦✇♥❡❞✮ ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❣r❛❞✉❛❧❧② t❤❡ ♣❡❡r s❛♠♣❧✐♥❣ s❡r✈✐❝❡✱ t❤✐s ♠❛❦❡ ♦✉r s②st❡♠ ❢❛✉❧t

t♦❧❡r❛♥t ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳

❖✉r P✷P s♦❧✉t✐♦♥ ❛✐♠s t♦ ❜❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s s♦ ✇❡ r✉♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t

✇✐t❤ ❝❧✉st❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥ts s✐③❡ ✭✶✷✵✱ ✷✹✵✱ ✺✵✹✱ ✶✵✵✽✮ ♥♦❞❡s✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡s st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❡❢❛✉❧t

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✻ ❱▼s✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❈❖ ❞♦❡s ♥♦t

❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✇❛s t♦♦ s❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡

❣❛✐♥ s❤♦✇s t❤❡ r❛t✐♦ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❧❡❛s❡❞ ♥♦❞❡s ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♥♦❞❡s✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝❧✉st❡r ✐s ❣r♦✇✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s

r❡❧❡❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❢♦r ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❡st❡❞✳ ❖✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ s❝❛❧❛❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s✳

❲❡ t❡st t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❱▼s✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

❞❡❢❛✉❧t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✵✵✽ P◆s ✇✐t❤ s✐① ❱▼s ♣❡r ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ✷ ♦t❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s✿ ✇✐t❤ ✶✷ ❱▼s ❛♥❞ ✷✹ ❱▼s ♣❡r ♥♦❞❡s✳ ■♥ t❤❡ ✶✷ ❱▼s ♣❡r ♥♦❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡❛❝❤

♥♦❞❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♥❛♥♦✱ t❤r❡❡ ♠✐❝r♦✱ t❤r❡❡ s♠❛❧❧ ❱▼s ❛♥❞ t❤r❡❡ ♠❡❞✐✉♠ ❱▼s ❛♥❞ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r ♥♦❞❡s ✐s ✵✳✹✽✳ ■♥ t❤❡ ✷✹ ❱▼s ♣❡r ♥♦❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ st❛rt

✇✐t❤ ❡✐❣❤t ♥❛♥♦✱ ❡✐❣❤t ♠✐❝r♦ ❛♥❞ ❡✐❣❤t s♠❛❧❧ ❱▼s ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♣❡r ♥♦❞❡s ✐s

✵✳✻✷✳ ❘❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡ ✶✷ ❱▼s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐t ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ t❤❛t ❋❋❉ ❛♥❞ ❙❡r❝♦♥ ♣❡r✲
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❢♦r♠ ❜❡tt❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ s✐① ❱▼s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❆❈❖ ✇❛s t♦♦ s❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥

❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡❡rs ❝❤♦♦s❡♥ ❢♦r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳

❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❡❡rs ❝❤♦♦s❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✿ ✶✻ ✇✐t❤ t❤r❡❡

♦t❤❡rs ✈❛❧✉❡s t✇♦✱ ❢♦✉r ❛♥❞ ❡✐❣❤t✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ s❤♦✇s r❡s✉❧ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❇✐❣❣❡r

s✐③❡ ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❣✐✈❡s ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡✐❣❤t ❛♥❞ ✶✻ ✐s ♥♦t

✈❡r② s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❢♦r ❆❈❖ ❛♥❞ s❡r❝♦♥✳ ❲✐t❤ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♣❡r ♥♦❞❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡

❢♦r ❆❈❖ ✐s s❧♦✇❡r ❜✉t r❡❛❝❤❡s ❛t ❧❡❛st t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❧❡❛s❡❞ ♥♦❞❡ ♦❢ ❋❋❉✳ ❙❡r❝♦♥

✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ ❢❛❝t t❤❛t ❙❡r❝♦♥ ♠✐❣r❛t❡s ❱▼s ❢r♦♠

♦♥❡ ♥♦❞❡ ♦♥❧② ✐❢ ❛❧❧ ❱▼s ❝❛♥ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s✳
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✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❲❡ ❤❛✈❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛ ❢✉❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❣♦ss✐♣ ❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ❛ ♠✐✲

❣r❛t✐♦♥ ❝♦st ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥ ❆❈❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❱▼❈P ✐♥ ■❛❛❙ ❝❧♦✉❞s✳ ❲❡ ♠❛①✐♠✐③❡

✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❝❡♥t❡r t❤✉s ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡♥❡r❣② s❛✈✐♥❣ ✇❤✐❧❡ ♠❡❡t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡ r❡q✉✐r❡✲

♠❡♥ts✳ ■t ❧❡✈❡r❛❣❡ ❛ ♣❡❡r s❛♠♣❧✐♥❣ ✇✐t❤ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

♦✉r ♣r♦♣♦s❛❧ ✇✐t❤ r❡❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❤❛t ♦❝❝✉r

❝♦♥❝✉rr❡♥t❧②✱ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❋❋❉✱ ❙❡r❝♦♥ ❛♥❞ ❆❈❖✮✳ ❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❡✈❛❧✉✲

❛t❡❞ ♦✉r ♣r♦t♦t②♣❡ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ tr❛❝❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❲❡ st✉❞✐❡❞ s❝❛❧❛❜✐❧✐t② ♦❢

♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s r❡❧❡❛s❡❞ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

❲❡ ❛❧s♦ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ❝❤♦♦s❡♥ ♣❡r ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥

t❤❛t ✉s✐♥❣ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❡✳❣✳ ❆❈❖✱ ❙❡r❝♦♥✮ ♦♥ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ♠❛❦❡s ❝♦♥✲

s♦❧✐❞❛t✐♦♥ s❝❛❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t✐♦♥✳

❖✉r s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❆♥t ❝♦❧♦♥② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❣✐✈❡s ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♥♦❞❡ r❡✲

❧❡❛s❡❞ t❤❛♥ ❙❡r❝♦♥ ❛♥❞ ❋❋❉✳ ❙❡r❝♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛s ❜❡❡♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ✇❤✐❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❜❡tt❡r r❡s✉❧t

t❤❛♥ ❋❋❉✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❋❋❉ ✐♥ ♦✉r ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣r♦t♦❝♦❧ ♠❛❦❡ ✐t

✉♥✉s❛❜❧❡ ✐♥ ♦✉r P✷P ♣r♦t♦❝♦❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ❛❧✇❛②s ❝r❡❛t❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡②

❞♦ ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ♥♦❞❡ r❡❧❡❛s✐♥❣✳
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