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❆❜str❛❝t
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♠❛♥❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❧❛s✲

s✐✜❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♣✉❜❧✐❝ ❛♥❞ s❡❝r❡t ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ s♦♠❡ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡
♥♦t ❦♥♦✇♥ ❜② t❤❡ ✜♥❛❧ ✉s❡r✱ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞
❧❡❛❦✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ❞❛t❛✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ s❡r✈❡s t♦ tr❛❝❦
❤♦✇ ❛r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❝❝❡ss❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠
♠❛② ❧❡❛❦ ❛ s❡❝r❡t✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ♣♦❧✐❝✐❡s ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✢♦✇✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦
✢♦✇ ❢r♦♠ s❡❝r❡t t♦ ♣✉❜❧✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣✲
❡rt② ♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛
♣♦❧✐❝②✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ✐♥t❡♥❞s t♦ ❣✐✈❡ ❛ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ ❛❝❝❡♣t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝②✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ✐ts ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧s
❛r❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧❧♦✇ ❛ ❢✉t✉r❡ s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡✲
❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s✳

❑❡②✇♦r❞s✿ ❈♦♠♣✉t❡r s❡❝✉r✐t②✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✱ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❞❡✲
❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✱ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s✳
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❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❋✐rst ♦❢ ❛❧❧ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❢❛♠✐❧②✱ s♣❡❝✐❛❧❧② ♠② ♣❛r❡♥ts ❛♥❞

s✐st❡r✱ ❢♦r t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❡❞✉❝❛t❡❞ ♠❡✳ ■t ✐s t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ✇❛② ♦❢ ❧✐❢❡ ❛♥❞
t❤❡ ♣❡rs❡✈❡r❛♥❝❡ t❤❡② t❛✉❣❤t ♠❡ t❤❛t ❤❡❧♣❡❞ ♠❡ ❜r✐♥❣✐♥❣ t♦ ❢r✉✐t✐♦♥ t❤✐s
st❛❣❡ ♦❢ ♠② ❧✐❢❡✳

■ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s t❤❛♥❦ ❏✉❧✐❡♥ ▼❛❧❧❡t ❢♦r ❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ✈♦t❡ ♦❢ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t♦
❞♦ t❤✐s ✐♥t❡r♥s❤✐♣✳ ■✬♠ ❛❧s♦ t❤❛♥❦❢✉❧ ❢♦r t❤❡ ♣❛t✐❡♥❝❡ ❤❡ ❤❛❞ t♦✇❛r❞s ♠❡✱
❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ ✇♦r❦
✇✐t❤✳ ❚❤❛♥❦s ❢♦r ②♦✉r ❤❡❧♣✱ ■ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ❦❡❡♣ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❡✈❡r② ❞❛② ❢r♦♠
②♦✉✳

■ ✇❛♥t t♦ ❡①♣r❡ss t❤❛♥❦s t♦ ♠② s❝❤♦♦❧✱ ❊❚❙❊❚❇✱ ❢♦r s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤✐s
❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❆♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❚❡❧❡❝♦♠ ❇r❡t❛❣♥❡✱ s♣❡❝✐❛❧❧② t♦ ❆♥t♦✐♥❡ ❇❡✉❣♥❛r❞
❛♥❞ ❋❛❜✐❡♥ ❉❛❣♥❛t ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ▼❛st❡r ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

■♥ ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛②✱ ■ ❛♠ t❤❛♥❦❢✉❧ t♦ ❛❧❧ ♠② ❢r✐❡♥❞s ✭❜♦t❤ ❢r♦♠ ❤❡r❡
❛♥❞ t❤❡r❡✮ ❢♦r ♠❛❦✐♥❣ ✐t ❡❛s✐❡r ❢♦r ♠❡ t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s ❛❞✈❡♥t✉r❡✳
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✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❑❡❡♣✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡❝✉r❡ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❤✉♠❛♥✐t② ❤❛s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ s✐♥❝❡ ❛ ❧♦♥❣
t✐♠❡ ❛❣♦✳ ❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❝❡ss❡❞ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❜❡✐♥❣ tr❛♥s♠✐t✲
t❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ s♣r❡❛❞ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ♥❡✇ ✇❛②s ❛♣♣❡❛r❡❞ ❢♦r ❛❝❝❡ss✐♥❣
❝❡rt❛✐♥ s❡❝r❡ts✱ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣
s✉❝❤ ❛❝❝❡ss ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧✳

■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♠❛♥❛❣❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
✐s ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝r❡t ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛✳ ❲❤✐❧❡ ❛ ✉s❡r ♥❛♠❡ ✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✭♣✉❜❧✐❝✮✱ s♣r❡❛❞✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ ♣❛ss✇♦r❞ ✭s❡❝r❡t✮ ✐s ❞❛♥❣❡r♦✉s
❢♦r t❤❡ ✉s❡r✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ t❛❦❡s t❤✐s ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤✐❧❡
tr❛❝❦✐♥❣ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳

■♥ s❡✈❡r❛❧ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❝♦♥t❡①ts ♥♦✇❛❞❛②s ✭✇❡❜ ✷✳✵✱ ❏❛✈❛❙❝r✐♣t ✇❡❜ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮ ❬❏❏▲❙✶✵❪ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛r❡ ♥♦t ❦♥♦✇♥ ❜②
t❤❡ ✜♥❛❧ ✉s❡r✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❣r❛♠s ♠❛② ❛❝❝❡ss ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡♥❞ ✐t t♦ ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt❛❝❦❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ s❡r✈❡s t♦ ❦♥♦✇ ✐❢ ❛
♣r♦❣r❛♠ ♠❛② ❧❡❛❦ ❛♥② s❡❝r❡t ♦r ♥♦t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥
✢♦✇✱ s♦♠❡ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✳

❙♦♠❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥s✉r❡ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❢r♦♠ s❡❝r❡t t♦ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛✱ ❛
♣r♦♣❡rt② ❦♥♦✇♥ ❛s ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❬❱❙■✾✻❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞♦❡s ♥♦t
❛❝❝❡♣t ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss s♦♠❡ s❡❝r❡t ❞❛t❛ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✇♦r❦
♣r♦♣❡r❧②✳ ■♥ tr②✐♥❣ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s♦♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧
t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ❬❩❞❛✵✹❪✳

❖t❤❡r ♣r♦♣♦s❛❧s ❝♦♥s✐❞❡r ❞❡❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ s♦♠❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ❡①✲
♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ✉s❡❞ ❬❙❙✵✺❪✳ ❚❤✐s ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t ❛❧❧♦✇s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✢♦✇ ❢r♦♠ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ♣r♦♣❡rt②✱ ❤❡♥❝❡
❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ✐♥ ❛❝t✉❛❧ s②st❡♠s✳

❚❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡✜♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡✲
❝✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t
❦♥♦✇♥ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❦s ✐t ❝♦✉❧❞ ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐t ✐s ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦r ❧✐♠✐t
t❤❡ ❧❡❛❦s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❙❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥✬t ❞❡✜♥❡ ✇❤❛t
t♦ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛❝②✲✈✐♦❧❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❡♥t❛✐❧ t❤❡
❧❡❛❦ ♦❢ s❡❝r❡t ❞❛t❛✳ ❙✉❝❤ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❢♦r r❡❛❝t✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ♣r✐✈❛❝②✲
✈✐♦❧❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛✲
s✉r❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛t t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❧❡✈❡❧ ❛❧❧♦✇s
♦♥❡ t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡♠ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

❊①✐st✐♥❣ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s ❛r❡ ♥♦t ✢❡①✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ♠❛♥❛❣✐♥❣ ❡①✐st✐♥❣ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✈❛st❧② ✉s❡❞✳ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ ♥♦ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛✉s❡s ❝❡rt❛✐♥ ❧❡❛❦s✳ ❈♦♥✲
s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s ❛s ❛ ❢♦r♠❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡ss❡❞✱ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤❛♥ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❤❛✈❡ t♦
❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥s t♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✹



✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❧❡❛❦❛❣❡✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r♦✈✐♥❣ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳

❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ❜❡❧♦✇✱ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡♥✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ♣r♦♣♦s❡s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s t♦ tr❛❝❦
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✱ st✉❞②✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t✳ ❚❤❡♥✱ ❙❡❝t✐♦♥
✺ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❜♦t❤ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts
s♦♠❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❢♦r t❤❡ ❢✉t✉r❡✳

✺



✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❏✳ ❆✳ ●♦❣✉❡♥ ❛♥❞ ❏✳ ▼❡s❡❣✉❡r ❬●▼✽✷❪✳ ■t ✉s✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ s❡❝r❡t ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❝❝❡♣ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ❧❡✈❡❧s ❬❉❡♥✼✻❪✳ ❲❤✐❧❡
❧♦♦❦✐♥❣ t♦ ✉s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ ✇❛② ❬❩❞❛✵✹✱ ❘♦s✾✾❪✱ s♦♠❡ ✇♦r❦s
❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝r❡ts✱ t❤❡r❡❜②✱ ❞❡❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ ✐❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s s❡❝✉r❡ ♦r ♥♦t✱ ❜✉t ✐♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❛s❡
✐t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❜❡❝♦♠❡
s❡❝✉r❡✳

❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❜❡❧♦✇✱ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ s♦♠❡ r❡✲
♠❛r❦s ❛❜♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤❛t ❝❛♥ ❝❛✉s❡ ❧❡❛❦s ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡♥✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ t❤❡♥ ❜❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞✱ ♦r r❛t❤❡r✱ t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♥❞ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ s✉♠♠❛✲
r✐③❡s t❤❡ ✐❞❡❛s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦❧✐❝②
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

✷✳✶ ◆♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ Pr♦♣❡rt②

❚❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ❤❛s ❜❡❡♥ ❧♦♥❣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❬●▼✽✷❪✳ ■♥ s❤♦rt✱ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡s t❤❛t s❡❝r❡t ❞❛t❛ ❞♦❡s ♥♦t
❛✛❡❝t t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛✳

❚❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛ ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ s❡❝r❡t ❞❛t❛ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❛ ♣✉❜❧✐❝
♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥♥♦t s❡❡ ❛♥② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛ ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ s❡❝r❡t ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt②
❝❛♥ ❜❡ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

∀s1, s2 ∈ S.(s1 =L s2) ∧ (❬C❪s1 ⇓, ❬C❪s2 ⇓) =⇒ ❬C❪s1 =L ❬C❪s2 ✭✶✮

❲❤❡r❡ ❬C❪ ✐s t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤❛t t❛❦❡s ❛ ♠❡♠♦r② st❛t❡ s t♦
❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❡♠♦r② st❛t❡ sf = ❬C❪s ♦r ⊥ ✐❢ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❡r♠✐♥❛t❡✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ✇❛②✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ 〈c, s〉 ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ c
❛♥❞ ❛ ♠❡♠♦r② s✳ ■t ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ 〈c, s〉 −→ 〈c′, s′〉✱ ❛♥❞ ✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤
〈c, s〉 −→∗ sf ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s 〈c, s〉 ⇓ sf ♦r 〈c, s〉 ⇓ ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
st❛t❡ ✐s ♥♦t ✐♠♣♦rt❛♥t ✭❜✉t ✐t ❞♦❡s t❡r♠✐♥❛t❡✮✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣r♦♣❡rt② ♠❡❛♥s t❤❛t ❣✐✈❡♥ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s s1 ❛♥❞ s2 ❡q✉✐✈✲
❛❧❡♥t ❛t t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✭❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ =L✮✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥ ❬C❪si ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❧s♦ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ ✭✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳
❚❤❡ st❛t❡ s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ❛♥❞ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
s = (sH , sL) ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡❝r❡t ❞❛t❛ ❛♥❞ ❧♦✇ t♦ ♣✉❜❧✐❝ ❞❛t❛✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st❛t✐❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦ t❤❛t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥s✉r❡s ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ❱♦❧♣❛♥♦
❡t ❛❧✳ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬❱❙■✾✻❪ ❛ s❡t ♦❢ t②♣✐♥❣ r✉❧❡s✳ ■❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ t②♣❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s✉❝❤ r✉❧❡s✱ ✐t t❤❡♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳

❋♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠♦♥✐t♦r ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❙✉❝❤ ✢♦✇s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞

✻



✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

✐♥t♦ t✇♦ ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿ ❞✐r❡❝t ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥❞✐r❡❝t ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❲❤✐❧❡ ❬◆◆✾✷❪
✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳

❉✐r❡❝t ✢♦✇ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❛ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✛❡❝t❡❞
❜② ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❛✮✳ ■♥❞✐r❡❝t ✢♦✇ ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ♦r ❧♦♦♣s ❝♦♥t❛✐♥ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❛♥❞ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ❜r❛♥❝❤❡s
❤❛✈❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦♥t♦ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✮✳ ❚❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❡①♣❧✐❝✐t ♦r ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥❞✐r❡❝t ✢♦✇ ✐s ❞♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ♦♥t♦ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦r ♥♦t r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶❜✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ ❜②
♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ l t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❞✐r❡❝t ✢♦✇s✳ ❚✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥
❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞✱ ✐❢ h = true t❤❡♥ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ l := 1 ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞
❤❡♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ h ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ ❡①♣❧✐❝✐t ✐♥❞✐r❡❝t ✢♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱
✐❢ h = false✱ ♥♦ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛r♥❡❞ t❤❛t h 6= true
t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥❞✐r❡❝t ✢♦✇✳

l := h;

✭❛✮ ❉✐r❡❝t ❋❧♦✇

l := 0;

if(h){ l := 1;}

else{skip;}

✭❜✮ ■♥❞✐r❡❝t ❋❧♦✇

❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s ❧❡❛❦✐♥❣ ❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s

■❢ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r t❛❦❡s ✐♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ t❤❡ t✐♠❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❛❦❡s t♦ ❜❡ ❡①❡✲
❝✉t❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t✐♠✐♥❣ ❧❡❛❦s✳ ❚❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❏✳ ❆❣❛t ♣r❡s❡♥ts t❤❡♠ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts ❛❧s♦ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t♦ ❛✈♦✐❞ s✉❝❤ t✐♠✐♥❣ ❧❡❛❦s ❬❆❣❛✵✵❪✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t✐♠✐♥❣ ❧❡❛❦s ❛r❡ ♦✉t
♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳

❨❡t✱ ❢♦r❜✐❞❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ✢♦✇ ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦✇ ♦♥❡s ✐s✱ ✐♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✱ t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ♣r♦❣r❛♠ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞ ✭❛ s❡✲
❝r❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❜❡❤❛✈✐♦r
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞✱ ❜✉t ✐t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♦♥❧✐♥❡ ❜✉②✲
✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ♥❡❡❞ t♦ ♣r✐♥t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✬s
❜❛♥❦ ❛❝❝♦✉♥t ✭❛ s❡❝r❡t ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧❧♦✇ s♦♠❡
♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✢♦✇ ✐♥t♦ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤✐s r❡❧❡❛s❡ ✐s ♥♦t
❞❛♥❣❡r♦✉s ❢♦r t❤❡ ✉s❡r✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❉❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❧♦ts ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ✐♥ s♦♠❡
s♣❡❝✐✜❝ ✇❛②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✳ ■♥
❬❙❙✵✺❪✱ ❆✳ ❙❛❜❡❧❢❡❧❞ ❛♥❞ ❉✳ ❙❛♥❞s ♣r♦♣♦s❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❞❡❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣♦❛❧s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡✿ ✏✇❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡❛s❡❞✱
✇❤♦ r❡❧❡❛s❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛♥❞ ✇❤❡♥
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✳✑✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞✳

❲❤❛t✳ ❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st❛t❡s ✇❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❙❛❜❡❧❢❡❧❞ ❛♥❞ ▼②❡rs ❛s ❞❡❧✐♠✐t❡❞ r❡❧❡❛s❡ ❬❙▼✵✹❪✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦ t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ❡s❝❛♣❡ ❤❛t❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭❛ ❞❡✲
❝❧❛ss✐❢② ♦♣❡r❛t♦r✱ ♥❛♠❡❧② declassify(h)✮✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡✜♥❡s ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❛r❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ t♦ ❝❛✉s❡ s♦♠❡ ❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ✢♦✇ ✐♥t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❧❡✈❡❧✳

✼



✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❧❛st ❢♦✉r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❛
❜❛♥❦ ❛❝❝♦✉♥t ♦r t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ❞❛t❛ ✭❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❘❙❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✱ ♣r❡✈❡♥t✐♥❣
❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❢r♦♠ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡❝r❡t✳ ❖t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ t♦ ❛❝❝❡♣t
♣✉❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛❧❛r② ♦❢ ❛♥ ❡♥t❡r♣r✐s❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥② ♦❜s❡r✈❡r ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛❧❛r② ✇✐t❤♦✉t ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❛❧❛r✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❛❧❛r✐❡s sali ✐s t❤r♦✉❣❤
average(sal1, sal2, ..., saln) = (sal1 + sal2 + ...+ saln)/n✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ s❛❧❛r✐❡s
♦❢ ❡❛❝❤ ❡♠♣❧♦②❡❡ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✳

■♥ t❤❡ P❛rt✐❛❧ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❘❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬❙❙✾✽❪ ✐t ✐s s❤♦✇♥
t❤❛t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t✱ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ✐♥ ❢❛❝t ✉♥❛❜❧❡
t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡s❀ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✱ ❞♦✇♥❣r❛❞✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡s s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❡①❡❝✉t✐♦♥s✱ ✐❢ t❤❡ ♣❛r✐t② ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ✈❛❧✉❡s ❛❣r❡❡s✳

❲❤♦✳ ■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤♦ ❝❛♥ r❡❧❡❛s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬▲▼✵✾❪✳ ■❢ ✐t ✐s
♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡♥ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❝❛♥ ❤✐❥❛❝❦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ s❡❝r❡t ❞❛t❛✳
❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡❝❧❛r❡ t❤❡ ♦✇♥❡r ♦❢ ❛ s❡❝r❡t ❛♥❞ ✇❤♦ ❡❧s❡ ❝❛♥ ♠♦❞✐❢② ✐t
✇✐t❤ ❛ ❧❛❜❡❧ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡❀ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❏✐❢ ❈♦♠♣✐❧❡r
❬▼❩❩+✵✹❪✳ ❆♥ ♦✇♥❡rs❤✐♣✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❛t ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r
❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r②❀ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡
r♦❜✉st ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬❩▼✵✶✱ ▼❙❩✵✹❪✳ ❚❤❡ r♦❜✉st ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥
❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ♥♦ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ ❝❛♥ ❜❡
r❡❧❡❛s❡❞ ❜② ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ✭✐❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❡❝r❡t ✐s ❞❡❝❧❛ss✐✜❡❞✱ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
t❤❛t ❛♥♦t❤❡r s❡❝r❡t ✐s ❧❡❛❦❡❞✮✳

❲❤❡r❡✳ ❲❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ✇❤❡r❡ ✐♥
t❤❡ ❝♦❞❡ t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❧❛❝❡❞✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡ s❡❝✉r✐t②
✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ♦♥❧② ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ declassify ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡
♣r♦❣r❛♠✳ ■♥ ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡♥s❡✱ t❤❡ ✇❤❡r❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✇❤♦❧❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦r ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ t❤❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ❧♦❝❛❧✐t② ♣♦❧✐❝② ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r s❛❢❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ✐♥tr❛♥s✐t✐✈❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❬❘♦s✾✾✱ ▼❙✵✹❪✳
❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡✜♥❡s ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✢♦✇ ❢r♦♠ ♦♥❡ s❡❝✉r✐t② ❧❡✈❡❧ t♦ ❛ ❧♦✇❡r
♦♥❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✢♦✇ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ t♦ ❞❡❝❧❛ss✐✜❡r ❛♥❞ ❢r♦♠ ❞❡❝❧❛ss✐✜❡r
t♦ ❧♦✇✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❧❛tt✐❝❡ ❤❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦r❞❡r✿ L ⊑ declassifier ⊑
H✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ✐s ❣r❛♥t❡❞ ✐❢ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❝❛♥♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ s❡❝r❡t✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛♥s✐t✐✈❡
♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ t♦ ❧♦✇ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡
t❤r♦✉❣❤ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ✭✐✳❡✳✱ declassify(h)✮✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝❧❛ss✐✜❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛❢t❡r ❞♦✐♥❣ ❛ ❜✐❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♥♦t ❜❡❢♦r❡✳

❲❤❡♥✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ♦♥ t❤❡ ✇❤❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢
❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t✐♠❡✲❝♦♠♣❧❡①✐t② ❜❛s❡❞✱ ✐t ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡
s❡❝r❡t ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛❦❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❤❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r✳ ❯♥❞❡r t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t❤❡ s②st❡♠ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♥♦♥✐♥✲
t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
s❡❝✉r❡ ✐❢ ❛♥ ❛tt❛❝❦❡r ❤❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ❛ s❡❝r❡t✳ ■♥ t❤❡
t❤✐r❞ ❝❛s❡✱ r❡❧❛t✐✈❡✱ t❤❡ ❞♦✇♥❣r❛❞❡ ♦❢ s❡❝✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛❢t❡r s♦♠❡
st❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❬❙▼✵✹❪❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛ s❡❝r❡t ❛❢t❡r
r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ♣❛②♠❡♥t ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦r ❛❢t❡r s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇r✐tt❡♥✳

✽



✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛❧✇❛②s s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ♣❧❛❝❡❞
✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❙✳ ❈❤♦♥❣ ❛♥❞ ❆✳❈✳ ▼②❡rs ❬❈▼✵✹❪
♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ✇❤❛t ❛♥❞ ✇❤❡♥✱ ✇❤✐❧❡ ❆✳ ❆s❦❛r♦✈ ❛♥❞ ❆✳ ❙❛❜❡❧❢❡❧❞
❬❆❙✵✼❪ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❤❛t ❛♥❞ ✇❤❡r❡✳ ❚❤✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡s❡ ❢♦✉r
❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡✳

❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦s ❛❜♦✉t ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t
❛ s❡❝✉r❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥s✉r❡s ❬▼❘✵✼✱ ▲▼✵✾✱ ❆❙✵✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❞❡✜♥❡
❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤✐s s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❙✉❝❤ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧❧♦✇ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦❢
❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞❡❝❧❛ss✐✜❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛❧❧♦✇s t❤❡ s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t♦ ♣r♦✈❡ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳

✷✳✸ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t t♦♦ ♠❛♥② ✇♦r❦s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦✲
t♦❝♦❧s✱ ❙✳ ❩❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬❩❆❇✵✼❪ ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡❧✐♠✐♥❛t❡ ♦r ❧✐♠✐t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡❛❦s t❤❛t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧s✳ Pr❡✲
s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ t❤❡ ❢♦✉r ♠❛✐♥ ✐❞❡❛s ❬❩❆❇✵✼❪ ♣r❡s❡♥t ❛s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❢♦r
t❤❡ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧s ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❤✐❞✐♥❣ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳

❊❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙♦♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣❤❛s❡✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧s
❧❡❛❞s t♦ ✐♥❡✣❝✐❡♥t s②st❡♠s✳

▲✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②
❧❡❛❞s t♦ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❧❡❛❦❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
✐❞❡❛ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❜❡❝♦♠❡s s♦ s♠❛❧❧ t❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉t❞❛t❡❞ ✐♥
t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ❛tt❛❝❦❡r ✜♥❛❧❧② ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❞❛t❛✳

❆✉❞✐t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠♦♥✐t♦r ✐t✳ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s
❞✐s❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt❛❝❦❡rs✳

❉♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡✱ r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t② ♦r ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ♦♥❧② ♦♣t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s t♦ ❞♦❝✉♠❡♥t
t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤✐s ✇❛② ❛❧❧ t❤❡ ✉s❡rs ❦♥♦✇ ❛❜♦✉t
✐ts ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❧❡❛❦✐♥❣ ♠❡♥❛❝❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✉s❡rs ❛r❡ ❛✇❛r❡
♦❢ t❤❡ r✐s❦s✳

■♥ ❬❩❆❇✵✼❪ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ s♣❡❝✐✜❝ ✇❛②s ❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♣r❡s❡♥t❡❞
❛❜♦✈❡✱ ❜✉t ❣✐✈❡♥ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝✐t②✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡s
♦❢ ❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❡❞ t❤❛t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥♥♦t ❜❡ t♦t❛❧❧②
❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤♦s❡ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧s ✉s✉❛❧❧② ❤❛s ❛♥ ✐♠♣❛❝t
♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ❞❡❣r❛❞✐♥❣ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳

❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇♦r❦s ❞❡✜♥✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥t❡①t✱ ♦♥❡ ❜② ❙✳ ❈❛✈❛❞✐♥✐ ❛♥❞ ❉✳ ❈❤❡❞❛ ❬❈❈✵✽❪ ❛♥❞
t❤❡ ♦t❤❡r ❜② ●✳ ▲❡ ●✉❡r♥✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬▲●❇❏❙✵✻❪✳ ❬❈❈✵✽❪ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❧❡❛❦ ♦❢ ❛
♣r♦❣r❛♠ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇❤❡♥
♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤❡② ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉②♥❛♠✐❝ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ●r❛♣❤s tr❛❝❦✲
✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ❧❡✈❡❧s✳ ❬▲●❇❏❙✵✻❪ ❛❧s♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❧❡❛❦✱ ❜✉t
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛ ♠♦♥✐t♦r tr❛❝❦s ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s ❛♥❞ ✐t ❡①❡❝✉t❡s s♦♠❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞② ♦❢

✾



✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦

t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t ✢♦✇s ✇❤✐❧❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦
♦❢ ●✳ ▲❡ ●✉❡r♥✐❝ ❛♥❞ ❚✳ ❏❡♥s❡♥ ❬●❏✵✺❪✳

✷✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt② ✇❡❧❧ st✉❞✐❡❞ ❜✉t t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r ♠❛♥② ✇✐❞❡❧②
✉s❡❞ ♣r♦❣r❛♠s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛❝❝❡♣t ❝❡rt❛✐♥ ✢♦✇s ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦
❧♦✇ ♦♥❡s✳ ❚❤✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r s❡♠❛♥t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡✐r tr❛❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡✜♥❡
♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ✇♦r❦s ❞❡✜♥❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ❛❜str❛❝t t❤❡ ✇❛② ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
❞♦♥❡✳

❚❤❡ t✇♦ ✇♦r❦s ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s st✉❞✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱
❬▲●❇❏❙✵✻✱ ❈❈✵✽❪✱ ✉s❡ t❤❡♠ ❛t ❛ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✱ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❬❈❈✵✽❪✱
❬▲●❇❏❙✵✻❪ ❞❡✜♥❡s ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ ♣r♦✈❡s t❤❡♠ t♦ ❡♥s✉r❡
♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ✇♦r❦s ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡
t♦ ❛♣♣❧②✳

❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦❧✐❝②✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡✜♥❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❧❡ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s t♦ ❛♣✲
♣❧②✳ ■t s❡❡♠s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠✐① ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✇✐t❤ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥
t❤❡ ✇♦r❦s st✉❞✐❡❞ ♦♥❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥t♦ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s②st❡♠s✳
❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ♠❡❛♥t t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ♥♦t t♦
s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜✉t ❤♦✇ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✢♦✇✳

❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✱ ❛s ✐♥ ❬❩❆❇✵✼❪✱ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥t❡r✲
♠❡❛s✉r❡ ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦ t♦ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛♣♣❧✐❡s✳ ■❢ ❛ ❧❡❛❦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✲
✐♥❣ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❡♥s✉r❡ ❛ ✇❡❛❦❡r s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② t❤❛♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♦♥❡✱ s✐♥❝❡
♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✜♥❛❧❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✢♦✇ ✭❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❧❡❛❦ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✮✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ♠❛❦❡ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛
s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❢♦r ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦r ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✐❞❡❛✱ ❛ ♣♦❧✐❝② ♠✐❣❤t ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s❡♠❛♥t✐❝
♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s t♦ ❛♣♣❧②✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛✲
s✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ✢♦✇ ✈✐♦❧❛t❡s t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳ ❇♦t❤ ❣r♦✉♣s
♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ s②st❡♠❛t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❡❝✉r✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♣r♦✈✐♥❣ ✐ts ❝♦rr❡❝t♥❡ss✳

✶✵



✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s

✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❋❧♦✇ ❈♦♥tr♦❧

Pr♦♣❡rt✐❡s

❚r❛❝❦✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ✐♠✲
♣❡r❛t✐✈❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ r❡s♣❡❝ts ❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❲❤✐❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬◆◆✾✷❪
tr❛❝❦✐♥❣ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❙✉❝❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❜✉t ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❙t✉❞②✐♥❣ ❤♦✇ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡ ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡
❛❝❝✉r❛t❡❧② t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❜❡❧♦✇✱ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s tr❛❝❦✐♥❣ ♥♦♥✐♥t❡r✲
❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❞❡✜♥❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ✇❤❛t ❛♥❞ ✇❤❡r❡✮✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❝♦♥❝❧✉❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ♥♦t ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳

✸✳✶ ❚❤❡ ❊①t❡♥❞❡❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s

❚❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠ C ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢
s♦♠❡ ❧♦✇ ✭♣✉❜❧✐❝✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✭s❡❝r❡t✮ ✈❛r✐❛❜❧❡s (setL, setH) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✲
✜♥❡❞ ❛s✿

NI❬C❪(setL, setH) , ∀s1, s2 ∈ S. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪s1 ⇓, ❬C❪s2 ⇓)

=⇒ ❬C❪s1 =L ❬C❪s2
✭✷✮

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❡♥s✉r❡s t❤❛t ♥♦ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝ts t❤❡ ✜♥❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡
❲❤✐❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬◆◆✾✷❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛❝❦ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❛♥❞
✹✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡♠✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ C ❛♥❞ ♠❡♠♦r② st❛t❡ s ✭✐♥ 〈C, s〉✮ ✇✐t❤ ❛ t✉♣❧❡ 〈C, s, σF , ω〉✳ σF

❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ✈❛❧✉❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ω tr❛❝❦s t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ st❛❝❦ ✭❜❡✐♥❣ ✉s✉❛❧❧② ❤✐❣❤
♦r ❧♦✇✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ⊥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳

❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF ✭σF : var → {var}✮ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❤❛✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❞♦✐♥❣ s♦✱
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ σF ✐s (v → {v}) ❢♦r ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ∈ setH ✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿ dom(σF )✱ varset(v)✱ add(v, {var})
❛♥❞ remove(σF , v)✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ dom(σF ) r❡t✉r♥s ❛ s❡t ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ σF ✭dom(σF ) : σF → {var}✮✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝❡r✲
t❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ varset(v) r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ v ✐s ❛✛❡❝t❡❞
✭varset(v) = σF v : var → {var}✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞ ♦r r❡♠♦✈❡ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s add ❛♥❞ remove ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❚♦ ❛❞❞ ❛♥
❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✐ts s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ add(v, {var}) ✐s ✉s❡❞ ✭add(v, {var}) ≡ σF [v →
{var}] : var, {var} → σF ✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥ t❤❡ s❡t {var}✮
t❤❛t ❛✛❡❝t❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ v✳ remove(σF , v) r❡♠♦✈❡s t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ❢r♦♠ t❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭remove(σF , v) ≡ σF \ [v → −] : var → σF ✮✳

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸ ❛♥❞ ✹✱ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ❧❡❛❦✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✭t❤❡ r✉❧❡ ❬❆❙❙■●◆✲▲❪✮ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❧♦✇ ✭⊥✮ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✶✶



✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s

♦♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ dom(σF )✮✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ σF ✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ❧♦♦♣s ✭❬■❋✲❚✲▲❪✱ ❬■❋✲❋✲▲❪✱ ❬❲❍■▲❊✲❚✲▲❪ ❛♥❞ ❬❲❍■▲❊✲❋✲▲❪✮✳ ■t
✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❞❞ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t stop ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦
t❤❡ r✉❧❡ ❬❙❚❖P❪✮ t♦ t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

■❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ♥♦t ❧♦✇ ♦r s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭t❤❡ r✉❧❡
❬❆❙❙■●◆✲❍❪✮✱ t❤❡♥ σF ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❜♦t❤ s♦✉r❝❡s ✭t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ω ❛♥❞ dom(σF )✮✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s
❛♥❞ ❧♦♦♣s ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✭♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❬❍✲❈♦♥t❡①t❪✮✳ ■❢ t❤❡ ❣✉❛r❞ ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✭♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❬❍✲❊①♣❪✮ t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❤✐❣❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❡①❡❝✉t❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❡♥❞ ✐s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ❧♦♦♣s✳ ■t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❜r❛♥❝❤✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡
❡①✐t ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s st❛t❡♠❡♥t ✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s
✭s❡❡ t❤❡ r✉❧❡s ❬■❋❪ ❛♥❞ ❬❲❍■▲❊❪✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❞❡❝❧❛r✐♥❣ s✉❝❤
st❛t❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ♥♦t ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r t❤❡ ✉s❡r ❝❛♥ ✉s❡✳

❲❤✐❧❡ ✐t ✐s r❡❝♦♠♠❡♥❞❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❧♦♦♣s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❣✉❛r❞s ✭t♦ ❛✈♦✐❞ ❧❡❛❦✲
✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❬❙▼✵✸❪✮✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛r❡ ♥♦t
♠❡❛♥t t♦ r❡str✐❝t t❤✐s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ modified(S) r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡
st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ S✳ ❚❤✐s ❡①✐sts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡t❡❝t ✐♠♣❧✐❝✐t ✢♦✇s✳ modified(S)
✇♦r❦s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳

♠♦❞✐✜❡❞✭x := e✮ ❂ x
♠♦❞✐✜❡❞✭skip✮ ❂ ∅
♠♦❞✐✜❡❞✭S1;S2✮ ❂ ♠♦❞✐✜❡❞✭S1✮ ∪ ♠♦❞✐✜❡❞✭S2✮
♠♦❞✐✜❡❞✭✐❢ e t❤❡♥ S1 ❡❧s❡ S2✮ ❂ ♠♦❞✐✜❡❞✭S1✮ ∪ ♠♦❞✐✜❡❞✭S2✮
♠♦❞✐✜❡❞✭✇❤✐❧❡ e ❞♦ S✮ ❂ ♠♦❞✐✜❡❞✭S✮

❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ var(exp) r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
exp ✭var : exp → {var}✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ modified(C) r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts ♦❢ C ✭modified : statement → {var}✮✳ ❲❡ ❛❧s♦
❞❡✜♥❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ vars(ω) ✭vars : ω → {var}✮ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ ω ✭❤❡♥❝❡✱ ❞✐s❝❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦♥t❡①ts✱ ⊥✮✳

❲✐t❤ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❲❤✐❧❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❢ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜❡❧♦♥❣s
t♦ setL ✭setL ∩ dom(σF ) = ∅✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ s❛t✐s✜❡s ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

✶✷
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✭❆❙❙■●◆✲▲✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(ω) = ∅ vars(exp) ∩ dom(σF ) = ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], remove(σF , x), ω〉

✭❆❙❙■●◆✲❍✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = setF setF ∪ vars(ω) 6= ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], add(x → varset(setF ) ∪ vars(ω)), ω〉

✭❙❑■P✮
〈skip, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s, σF , ω〉

✭❊◆❉✮
〈end, s, σF , ωa〉 −→ 〈ε, s, σF , ω〉

✭■❋✲❚✲▲✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, σF , ω⊥〉

✭■❋✲❋✲▲✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, σF , ω⊥〉

✭■❋✲❚✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) 6= ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → vars(ω)), ω⊥〉

✭■❋✲❋✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) 6= ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → vars(ω)), ω⊥〉

✭■❋✲❚✲❍✲❊①♣✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → vars(ω) ∪ varset(setF ), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❋✲❍✲❊①♣✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → vars(ω) ∪ varset(setF ), ωvarset(setF )〉

❋
✐❣✉
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✢
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❞
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❡rt✐❡s

✭❲❍■▲❊✲❚✲▲✮
〈B, s〉 ↓ true var(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈while B do S, s, σF , ω〉 −→ 〈S;while B do S; end, s, σF , ω⊥〉

✭❲❍■▲❊✲❋✲▲✮
〈B, s〉 ↓ false var(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈while B do S, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s, σF , ω〉

✭❲❍■▲❊✲❚✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈B, s〉 ↓ true var(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) 6= ∅

〈while B do S, s, σF , ω〉 −→ 〈S;while B do S; end, s, σF , ω⊥〉

✭❲❍■▲❊✲❋✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈B, s〉 ↓ false var(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) 6= ∅

〈while B do S, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s, add(modified(S) → vars(ω)), ω〉

✭❲❍■▲❊✲❚✲❍✲❊①♣✮
〈B, s〉 ↓ true var(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅

〈while B do S, s, σF , ω〉 −→ 〈S;while B do S; end, s, σF , ωvarset(setF )〉

✭❲❍■▲❊✲❋✲❍✲❊①♣✮
〈B, s〉 ↓ false var(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅

〈while B do S, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s, add(modified(S) → vars(ω) ∪ varset(setF ), ω〉

✭❈❖▼P✲❈✮
〈C1, s, setF , ω〉 −→ 〈ε, s′, set′F , ω

′〉

〈C1;C2, s, σF , ω〉 −→ 〈C2, s
′, σ′

F , ω
′〉

✭❈❖▼P✲P✮
〈C1, s, setF , ω〉 −→ 〈C ′

1, s
′, set′F , ω

′〉

〈C1;C2, s, σF , ω〉 −→ 〈C ′

1;C2, s
′, σ′

F , ω
′〉

✭❙❚❖P✮
〈stop, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s, σF , ω〉
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✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s

■♥ ♦r❞❡r t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s tr❛❝❦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❛ ❝♦❞❡ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛✛❡❝t t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇s ❛
♣r♦❣r❛♠ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF tr❛❝❦s ✐t✳ ❚❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❡♥❞
✐s ❛❞❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ✭✐t ✐s ❛❞❞❡❞ ❜② t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇ t❤❡
✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❖♥ ❧✐♥❡ ✷✱ h2 ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ h1 ❛♥❞ h2✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✸✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ t❤❡ ❣✉❛r❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✭h1✮ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡①❡❝✉t❡❞ ❜r❛♥❝❤ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ σF ✭♦♥ ❧✐♥❡ ✺✱
l1✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ h1✮✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✼✱ l1 ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ σF ✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✶✵ h1 ✐s ❛❧s♦
r❡s❡t ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ σF ✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♥ ❧✐♥❡ ✶✶ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t
♠❛❦❡s l1 ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ h2 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✭✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ h1 ❛♥❞ h2✮✳

Pr♦❣r❛♠ ❊❧❡♠❡♥ts ✐♥ σF ❊❧❡♠❡♥ts ✐♥ ω
h1 → {h1} h2 → {h2} {ǫ}

✶ ✐❢ l1 > 5 h1 → {h1} h2 → {h2} {⊥}
✷ h2 := h1 + h2 h1 → {h1} h2 → {h1, h2} {⊥}
✸ ✐❢ h1 = 10 h1 → {h1} h2 → {h1, h2} l1 → {h1} {⊥{h1}}

✹ l2 := 7
h1 → {h1} h2 → {h1, h2} {⊥{h1}}l1 → {h1} l2 → {h1}

✺ ❡❧s❡ l1 := 3

✻ ❡♥❞
h1 → {h1} h2 → {h1, h2} {⊥}

l1 → {h1} l2 → {h1}
✼ l1 := 0 h1 → {h1} h2 → {h1, h2} l2 → {h1} {⊥}
✽ ❡❧s❡ l1 := 3
✾ ❡♥❞ h1 → {h1} h2 → {h1, h2} l2 → {h1} {ǫ}
✶✵ h1 := 0 h2 → {h1, h2} l2 → {h1} {ǫ}
✶✶ l1 := h2 h2 → {h1, h2} l2 → {h1} l1 → {h1, h2} {ǫ}
✶✷ st♦♣ h2 → {h1, h2} l2 → {h1} l1 → {h1, h2} {ǫ}

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳

✸✳✷ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❉❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥

❚❤✐s ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
✇❤❛t ❛♥❞ ✇❤❡r❡✳ ❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡✜♥❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤❛♥
♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦❧✐❝② ❢♦r r❡❧❡❛s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❛t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡✳ ❖♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡r❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ tr❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❝❡✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✳
❉❡✜♥✐♥❣ ❜♦t❤ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❧❧♦✇s t♦ s❡♠❛♥t✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤❛♥ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

✸✳✷✳✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❛t

❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st❛t❡s ✇❤❛t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ✭❧✐❦❡ t❤❡ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ r❡❧❡❛s❡
✐♥ ❬❙▼✵✹❪✮✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡rs ❞❡❝❧❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
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❛❝❝❡♣t❡❞ ✉s❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❞♦ ♥♦t ✉♣❞❛t❡ σF ✇❤❡♥
❛ ✢♦✇ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ t♦ ❧♦✇ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s❡t EDecl ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ EDecl
✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ quantn(v∗)exp✱ st❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❝❡♣t❡❞
❜✉t ❛❧s♦ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡✱ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t♦
♣✉❜❧✐s❤ t❤❡ hash ♦❢ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ hash(var)✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞✱ ❛s ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛❧❛r② ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱
average(s1, s2, ..., sn)✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛❝❝❡♣t s✉❝❤ r❡❧❡❛s❡ ❜② ♥♦t ✉♣❞❛t✐♥❣
σF ✐❢ t❤❡ ✉s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ EDecl✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

❲✐t❤ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
❡①♣r❡ss t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❞❡✜♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ r❡❧❡❛s❡ ❬❙▼✵✹❪✿ ❣✐✈❡♥ t✇♦ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s s1 ❛♥❞ s2 ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛t
t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✱ ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ❛r❡ t❤❡
s❛♠❡✱ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ s′1 ❛♥❞ s′2 ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❛t ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ t❤❡
♣r❡s❡♥t ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✭quantn(v

∗) exp✮✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ quantn(v
∗) expi ∈ EDecl✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s

❢♦r ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥t t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ♠❡♠♦r② st❛t❡ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡
♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭Pr♦♣❡rt② ❲❤❛t✮✳

WHAT ❬C❪(setL, setH , EDecl)

, ∀s1, s2. {s1 =L s2 ∧ (❬C❪s1 ⇓, ❬C❪s2 ⇓)

∧ ∀exp ∈ Edecl (〈quantn(v
∗) exp, s1〉 = 〈quantn(v

∗) exp, s2〉)}

=⇒ ❬C❪s1 =L ❬C❪s2

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s s❛t✐s✜❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ♣r♦❣r❛♠ C ♦❜t❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s
♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥t♦ ❛♥② ♠❡♠♦r② st❛t❡ ✇❤✐❝❤
❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ✐♥ EDecl ❛❧s♦ ❡♥t❛✐❧ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱
t❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡ ✐s ❛❧s♦
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳

❘❡❝❛❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛❧❛r② ❢r♦♠ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r
❝❛♥♥♦t s❡❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢
✈❛❧✉❡s✿ ✶✮ sal1 = 25, sal2 = 75, sal3 = 50 ❛♥❞ ✷✮ sal1 = 50, sal2 = 50, sal3 = 50✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ❞❛t❛ ✐s ❛❜♦✉t t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ (sal1 + sal2 + sal3)/3✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡
❝♦♥str❛✐♥ts t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥❝❡❧s t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❡❛❦✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡①❡❝✉t✐♥❣ sal2 = sal1; sal3 = sal1 ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝❧❛ss✐❢②✐♥❣
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s❛❧❛r②✱ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❞❡❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ sal1✳
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✸✳✷✳✷ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡r❡

❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ st❛t❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❡❛s❡❞✱ ✉s✉❛❧❧② tr❡❛t❡❞ ❛s ✇❤❡r❡
✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣❧❛❝❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝✉r✐t② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐❢
t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❧❡❛❦❡❞ ✐♥t♦ ❧♦✇ ♦♥❡s ✐♥ ❛ ♥♦♥ s♣❡❝✐✜❡❞ st❛t❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳

❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ✐s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡tWDecl✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝♦❞❡ ❧✐♥❡ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❤❛✈❡ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❛ s✉❜s❝r✐♣t I ✐♥ t❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s
✭t❤❛t ✐s✱ −→I✮✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ✭❡✐t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ♥♦t
r❡❧❡❛s✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❞❡❝❧❛r❡❞ st❛t❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✮✳

❇② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ❧✐❦❡ t❤✐s✱ ❛ ♣r♦❣r❛♠ tr❛❝❡
♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭−→✮ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭−→I✮✳
❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❡①♣❡❝t❡❞
❢♦r ❛ s❛❢❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡r❡ ❤❛s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
r❡❧❡❛s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭−→✮ ❛r❡ ♥♦t t♦ ❜❡ ❛♥❛✲
❧②③❡❞❀ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❚♦ ❞♦ t❤✐s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❝❡ ❜② ❥♦✐♥✐♥❣ ❛ ✇❤♦❧❡ s✉❜s❡t ♦❢ r❡❣✉❧❛r
tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛ s♦❧❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② T (〈C, s1〉)✳

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛
s✉❜s❡t ♦❢ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✉♥❛❧t❡r❡❞✳
❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❖✈❡r t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❝❡✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡
♣r♦♣❡rt② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❋♦r ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉✲
r✐t② ♣r♦♣❡rt② ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❧❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣
❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❛s ✐♥ ❬▼❙✵✹❪✱ ❢♦r ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠✮✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭❙tr♦♥❣ ▲♦✇✲❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❧♦✇✲❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s②♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s R ⊆ S × S s✉❝❤ t❤❛t✿

∀s1, s2, s
′

1 : ∀c′1 : {(〈c1, s1〉R〈c2, s2〉) ∧ (s1 =L s2) ∧ (〈c1, s1〉 −→ 〈c′1, s
′

1〉)}

=⇒ ∃c′2, s
′

2 : {(〈c2, s2〉 −→ 〈c′2, s
′

2〉) ∧ (〈c′1, s
′

1〉R〈c′2, s
′

2〉) ∧ (s′1 =L s′2)}

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ ❤❛✈✐♥❣ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r②
t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦r t❤❡ ♦♥❡ r❡❧❡❛s✐♥❣ ❤✐❣❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
❤❡♥❝❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❙tr♦♥❣ ❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ str♦♥❣ ❜✐s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭♠❛r❦❡❞ ≅✮ ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s
R s✉❝❤ t❤❛t✿

∀s1, s2, s
′

1 : ∀c′1 :

✭❛✮ {(〈c1, s1〉R〈c2, s2〉) ∧ (〈c1, s1〉 −→ 〈c′1, s
′

1〉)}

=⇒ ∃c′2, s
′

2 : {(〈c2, s2〉 −→ 〈c′2, s
′

2〉) ∧ (〈c′1, s
′

1〉R〈c′2, s
′

2〉)}

∧

✭❜✮ {(〈c1, s1〉R〈c2, s2〉) ∧ (〈c1, s1〉 −→I 〈c′1, s
′

1〉)

∧ (∀v ∈ (vars(c1) ∪ vars(c2)) ∩ setH . s1(v) = s2(v))}

=⇒ ∃c′2, s
′

2 : {(〈c2, s2〉 −→I 〈c′2, s
′

2〉) ∧ (〈c′1, s
′

1〉R〈c′2, s
′

2〉)}

✶✼



✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s

❲❤❡r❡ (a) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡ ❞❡✲
❝❧❛r❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ (b) st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✳ ■t
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ t❤❡
r❡❧❡❛s❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ setH ✭✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛♥②✮ ❤❛✈❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳
▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ 〈c1, s1〉 ≅ 〈c2, s2〉 ✇❤❡♥ t✇♦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s 〈c1, s1〉 ❛♥❞ 〈c2, s2〉
❡♥s✉r❡ t❤❡ str♦♥❣ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❆s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❙tr♦♥❣ ▲♦✇✲❇✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✮✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸ ❞♦❡s
♥♦t r❡str✐❝t t❤❡ ❧♦✇ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
tr❛❝❡s T (〈C, s1〉)✮✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭Pr♦♣❡rt② ❲❤❡r❡✮✳

WHERE❬C❪(setL, setH ,WDecl)

, ∀s1, s2. {s1 =L s2 ∧ (❬C❪s1 ⇓, ❬C❪s2 ⇓)

∧ T (〈C, s1〉) ≅ T (〈C, s2〉)}

=⇒ ❬C❪s1 =L ❬C❪s2

❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ❞❡✜♥❡s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ♠❡♠♦r② st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥
t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ t❤❡ r❡❧❡❛s❡❞ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡
♠♦♠❡♥t t❤❡② ❛r❡ r❡❧❡❛s❡❞✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ■♥
t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ 〈C, s1〉 ≅ 〈C, s2〉 st❛♥❞s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤✐s ♣r♦♣❡rt②
❡♥t❛✐❧s t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❛♥② r❡❧❡❛s❡
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦t ❞❡❝❧❛r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
✐♥❢r✐♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐s tr❛❝❦❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♠❛❧❧✲st❡♣ s❡♠❛♥t✐❝s✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s ❞♦♥❡ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ tr❛❝❦✐♥❣ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱
t❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ tr❛❝❦ ❡❛❝❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✐♥❝❡
t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✢♦✇s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳

❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ r❡s♣❡❝ts
♦r ♥♦t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦❧✐❝②✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ st❛t✐♥❣ ✐❢ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡❝✉r❡
✉♥❞❡r s✉❝❤ ♣r♦♣❡rt②✳ ❋♦r ♦♥❡ s♦❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ✐❢ ✐t ❡♥s✉r❡s
t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❜② ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF ✳ ■❢ σF ∩ setL = ∅ t❤❡♥ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ s♦❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡
❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●✳ ▲❡ ●✉❡r♥✐❝ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬▲●❇❏❙✵✻❪✱ r❛t❤❡r
t❤❛♥ ❛ss❡rt✐♥❣ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥s✉r❡s t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①❡❝✉t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❲❤❛t ♣r♦♣❡rt② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠❡♠♦r② st❛t❡s✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❧❡❛❦s ✐♥t♦ σF ✭❜✉t ♥♦t t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt②✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❲❤❡r❡ ♣r♦♣❡rt② ❡♥t❛✐❧s ❛ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞
✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❝❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥
❬▼❙✵✹❪ t❤❡ ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❢♦r❝❡s t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r
❡❛❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r✲

✶✽



✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ Pr♦♣❡rt✐❡s

❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ t✇♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡①♣r❡ss ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❤❛♥ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡
❲❤❡♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤♦s❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡r❡✳ ❍❡♥❝❡✱
✐t ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥✱
s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳

❚❤❡s❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞ ✐❢ t❤❡ s②st❡♠ r❡s♣❡❝ts t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱ ❜✉t ♠❛❦❡s ♥♦
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ✈✐♦❧❛t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❛❝❝❡♣t❡❞ ✢♦✇s ❛r❡ tr❛❝❦❡❞
✐♥ σF ✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥
❡♥s✉r❡ s♦♠❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s s✉❜❥❡❝t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳

✶✾



✹ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

✹ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❧❡❛❦❛❣❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♥
❡①♣r❡ss✐✈❡ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝② s❤♦✉❧❞ s♣❡❝✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ❢♦r r❡❛❝t✐♥❣ t♦
❧❡❛❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♦r ❛t ❧❡❛st ♠✐♥✐♠✐③❡ s✉❝❤ ❧❡❛❦s✳ ❆❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
♣r❡s❡♥ts s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡✐r ♣♦ss✐❜❧❡ ✉s❡ ✐♥ t❤❡
❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧✳

❙✉❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥s♣✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙✳ ❩❛♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ ◆❡t✇♦r❦ Pr♦t♦❝♦❧s ❬❩❆❇✵✼❪✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧❡❛❦s t❤r♦✉❣❤ ❝♦✈❡rt
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧✱ ❧❡❛❦s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇❤❡♥ ❛♥
❛tt❛❝❦❡r ♦❜t❛✐♥s ♣r✐✈❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❡ ✐s ♥♦t s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss t❤r♦✉❣❤ t❤❡
❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ❜❡❧♦✇✱ ♣r❡s❡♥ts s♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥
✹✳✷ ❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ s✉♠s ✉♣ t❤❡ ✉s❡
♦❢ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡s t✇♦
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳

✹✳✶ P♦ss✐❜❧❡ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❆ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝② s❤♦✉❧❞ ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ♦r ❛t ❧❡❛st
♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❧❡❛❦s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡s ❡✐❣❤t ❞✐✛❡r✲
❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s t♦ r❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ ❧❡❛❦✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t❡❣♦r✐❡s✿

❼ ❊❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❧❡❛❦

❼ ▲✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦

❼ ▲✐♠✐t t❤❡ ❧❡❛❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡

❼ ▼♦♥✐t♦r t❤❡ ❧❡❛❦

❼ ❉♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ❧❡❛❦

✹✳✶✳✶ ❊❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ▲❡❛❦

❚❤❡ ✜rst ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ ❧❡❛❦✳ ❚❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②s t♦ ❞♦ s♦
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ✢♦✇ t❤❛t ❧❡❛❦s t❤❡ s❡❝r❡t ❛♥❞ t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡② ❛r❡
❛♣♣❧✐❡❞✳ ❇❡❧♦✇ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❦✳

❙t♦♣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❙t♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛✈♦✐❞s t❤❡
❧❡❛❦ ❛♥❞ ✐♠♣❡❞❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡s
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t✇♦ ❧♦✇✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t
tr❛❝❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♠❛② ❧❡❛❦ ❛ s❡❝r❡t✳

❘❡♣❧❛❝❡ ❜② s❦✐♣✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭♦r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ❜② ❛ s❦✐♣ ✐s
❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s st♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✱
❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ st❛t❡♠❡♥t
t♦ s❦✐♣ ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✷✵



✹ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❆ss✐❣♥ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡✳ ❆ss✐❣♥✐♥❣ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ❛✈♦✐❞s t❤❡ ❧❡❛❦ ✇✐t❤♦✉t
❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞r❛st✐❝❛❧❧② t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜♦t❤
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❛t t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡✳

❆ss✐❣♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡✳ ❆ss✐❣♥✐♥❣ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ❛ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛s✲
s✐❣♥✐♥❣ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ✐t ❛ss✐❣♥s s♦♠❡ r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥
✈❛❧✉❡s t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✹✳✶✳✷ ▲✐♠✐t t❤❡ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ▲❡❛❦

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ ♦♥❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❧❡❛❦✐♥❣ ♦♥❧②
❝❡rt❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡❝r❡t✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② t♦
t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❛t✱ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❧❡❛❦❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢♦r❜✐❞s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡❝r❡t✳ ■♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❤❡♥ ❛
❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ h ✐s ❛❜♦✉t t♦ ❜❡ ❧❡❛❦❡❞ ✭♦r ✢♦✇s ✐♥t♦ ❛ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡
t❤❛t ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ parity(h)✳ ❚❤✐s ✇❛②
s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜✉t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt❛❝❦❡r ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❧❡❛r♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
s❡❝r❡t✳ ■t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ✇❤✐❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞
❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳

✹✳✶✳✸ ▲✐♠✐t t❤❡ ▲❡❛❦ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❚✐♠❡

❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❧❡❛❦✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦
❧❡❛❦✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❛ ❜r✉t❡✲❢♦r❝❡ ❛tt❛❝❦ ✐s ♠♦r❡ t✐♠❡✲❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s
✐ts ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝r❡t ✐s ✜♥❛❧❧②
❧❡❛r♥❡❞ ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦✉t❞❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❤❛s ❛ ♠♦r❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❡✛❡❝t
✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❛② ❢♦r ❡❛❝❤
❢♦r❜✐❞❞❡♥ ❛❝❝❡ss t♦ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❞❡❧❛② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❝❡✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✹✳✶✳✹ ▼♦♥✐t♦r t❤❡ ▲❡❛❦

▼♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❦ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✐♥ σF ✮✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❡✈❡♥
✇❤❡♥ t❤❡ s❡❝r❡t ✐s ❧❡❛❦❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧❡❛❦❡❞✳

❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❞✉r✐♥❣ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥
❛♥❞ ✐♥❢♦r♠✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❡❛❦❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ②❡t ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛❦s ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❢♦r s✉r❡✳

✹✳✶✳✺ ❉♦❝✉♠❡♥t t❤❡ ▲❡❛❦

❚❤❡ ❧❛st ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ✐♥❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦s ❛
❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❧❡❛❦s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ♥♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
✐s ❞♦♥❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❧❡❛❦
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐♥❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦s t❤❛t ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳

❚❤✐s ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡

✷✶



✹ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧
t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ♦♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳

❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♣r♦✲
♣♦s❡❞✳ ◆♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❢♦r❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✭✉s✉❛❧❧② ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✮✳ ❙♦♠❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛✐♠ t♦ ❤✐♥❞❡r ❛
♣♦ss✐❜❧❡ ❛tt❛❝❦❡r t♦ ❧❡❛r♥ s♦♠❡ s❡❝r❡ts✳ ❆s ❛ ❧❛st ♦♣t✐♦♥✱ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❦❡❡♣
tr❛❝❦ ♦❢ t❤❡ s❡❝r❡ts ❧❡❛❦❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✭❧❡❛❦❡❞ ♦r ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❧❡❛❦❡❞✮✳

✹✳✷ ❲❤❡♥ ❛r❡ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❆♣♣❧✐❡❞

❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦♠❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡♥ ❛ ❧❡❛❦ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✐t ✐s ❞❡s✐r❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦r ❧✐♠✐t s✉❝❤ ❧❡❛❦✳ ■♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●✳
▲❡ ●✉❡r♥✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬▲●❇❏❙✵✻❪ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ❧❛t❡st ♠♦♠❡♥t
♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤❡♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ❛❜♦✉t t♦ ❜❡ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙✳ ❈❛✈❛❞✐♥✐ ❛♥❞ ❉✳ ❈❤❡❞❛ ❬❈❈✵✽❪
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ✢♦✇ ✐s t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡✱
✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s r❡❛❧❧② ❛ t❤r❡❛t ♦r ♥♦t ✭✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❧❛t❡❧②
❛✈♦✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✮✳

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ s♦♠❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s
❞♦ ♥♦t r❡❛❝t t♦ t❤❡ ❧❡❛❦ ❛s t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦✳ ❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞s t♦ ♣♦✐♥t
♦✉t s✉❝❤ ❞❡t❛✐❧s✳ ❲❡ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s
❛t t❤❡ ✈❡r② ✜rst ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❢♦r❜✐❞❞❡♥ ✢♦✇ ✭r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✐t ❛s
✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛❜♦✉t t♦
❡♥❞ ✭r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ✐t ❛s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛❦ ✐s ❛❜♦✉t t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✮✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡
❛❧❧ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢
❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❛❝✲
❝❡ss s❧♦✇s ❞♦✇♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♠✐❣❤t ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥♥❡❝❡ss❛r✐❧②✳ ■❢ ✐t ♦❝❝✉rs ❛ ✢♦✇ ❢r♦♠ high t♦ low ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ low
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s r❡s❡t✱ t❤❡ ❧❡❛❦ ✐s ♥♦t t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❛t ❛❧❧✱ ②❡t t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❆♣♣❧②✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❡❛❦ ✐s ❛❜♦✉t t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❞♦♥✬t ❤❛✈❡ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❡✛❡❝t✳ ◆❡✐t❤❡r r❡♣❧❛❝❡ ❜② s❦✐♣ ♥♦r st♦♣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛✈♦✐❞ t❤❡
❧❡❛❦ ❛s t❤❡② ❛r❡ s✉♣♣♦s❡❞ t♦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞✱ t❤❡ ♦♣t✐♦♥
♦❢ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ✭s❧♦✇✐♥❣
❞♦✇♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡❧❛② ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ♦♥❝❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♣r♦❝❡❡❞✐♥❣ t❤✐s ✇❛② ❛ss✉r❡s t❤❛t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ❧❡❛❦s ❛r❡ r❡❛❧❧② ♦❝❝✉rr✐♥❣✱ ❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♣t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❧❛tt❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲
♠❡❛s✉r❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✮ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s❡✲
♠❛♥t✐❝s ✐❢ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❡♥s✉r❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛❧❧ t❤❡
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ❝❤♦✐❝❡✳ ❙✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✱ s❤♦✇✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✉♥✲
t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐❢ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s ♦r ✇❤❡♥ ❧❡❛❦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳

✷✷



✹ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s

❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s
❲❤❡♥ ❲❤❡♥ ❧❡❛❦

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s t❛❦❡s ♣❧❛❝❡

❊❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❧❡❛❦

❙t♦♣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ X ✲
❘❡♣❧❛❝❡ ❜② s❦✐♣ X ✲

❆ss✐❣♥ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ X X

❆ss✐❣♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ X X

▲✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ X X

▲✐♠✐t ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ X X

▼♦♥✐t♦r t❤❡ ❧❡❛❦ ✲ X

❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

✹✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝✉ss❡s s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉❡✲
♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ s♦♠❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣✲
♣❧✐❡❞ ❛t ❛❧❧✱ ♦r t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❛s t♦ ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r ♥♦t t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s
♦❢ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t r❡❛❧❧② ❧❡❛❦✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ tr❛❝❦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡
✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳

❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♥❡s✳
■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ❞❡✜♥❡ ♥❡✇ ♦♥❡s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡
t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❧❡❛❦ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✐t ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♣♣❧②✐♥❣
❜♦t❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s♣❡❝✐❢② ❤♦✇ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥t❡r✲
♠❡❛s✉r❡ ✐s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ✢♦✇ ❢r♦♠ high
t♦ low ✇✐t❤ if(h) then l := 2 else skip✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❣✉❛r❞ ✭h ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✮ ♦r t♦
t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t t♦ l✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s s✉❝❤
❞❡t❛✐❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ ♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❝♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡✱ ✐t ✐s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ❝❤❡❝❦♣♦✐♥ts t♦ ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛✲
s✉r❡s ❝❤♦✐❝❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r♦♣♦s❡s t❤❡ ♥♦♥✲❛❧t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳

❆❝t✐✈❡✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠s ♥♦t ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✱
❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ s❡❝✉r✐t②
♣r♦♣❡rt②✳

◆♦♥✲❛❧t❡r✐♥❣✳ ❋♦r ❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠s ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❛
♥♦♥✲❛❧t❡r✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦ ❦❡❡♣ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳

❚❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ♠❛❦❡s t❤❡ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥ t♦ s❛t✐s❢② t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦r ❛♥♦t❤❡r ✭✇❡❛❦❡r✮ ♦♥❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ t❤❡ ♥♦♥✲❛❧t❡r✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐♥t❡♥❞s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❞♦❡s
♥♦t t✉r♥ ❛ s❡❝✉r❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♥s❡❝✉r❡ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❡♥s✉r❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡✲
❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚♦ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ✐t✱ ✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ ❝♦✉♥t❡r✲
♠❡❛s✉r❡s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝②✳
❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
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❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❝♦♥tr♦❧ ♣♦❧✐❝✐❡s
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡
s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢
t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❡①❡✲
❝✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳

❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ❜❡❧♦✇✱ s♣❡❝✐✜❡s ❤♦✇ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡✲
♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷ st✉❞✐❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛✲
s✉r❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸ ❝♦♥❝❧✉❞❡s s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✺✳✶ ❙♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ P♦❧✐❝②

❚❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝②✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇
♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ s♦♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝❛♥ ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ setH ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ h1

❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛ss✐❣♥ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✭r❡❢❡rr❡❞ ❛s Φ✮ ✇❤✐❧❡
h2 ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦✱ ✇✐t❤
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭r❡❢❡rr❡❞ ❛s BW (function)✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ BW (parity)✮✳

❚❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s
❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ✭✐❢ setL∩dom(σF ) 6= ∅✮ t❤❡
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t❡ ❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❜♦t❤ ❡❧❡♠❡♥ts ✭✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✮✱
✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝② ❛s ❛ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥✿

Pol = NI(setL, setH) ⊲ CM(setΦ, setrnd, setBW (f), sett0 , settrack)

✇❤❡r❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛♥ NI ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞✱ ❛s t❤❡② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳ ❊❛❝❤ s❡t ❢♦r ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝♦♥t❛✐♥s ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤
❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡
setH ❤❛s ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✭t❤❛t ✐s✱

⋃
seti = setH✮✳

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ♣♦❧✐❝②✳ ❋♦r
❞♦✐♥❣ s♦ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❲❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✜♥✐s❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t stop✳ ❲❤✐❧❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✱ stop ✐s ❝❛❧❧❡❞ r❡❝✉rs✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✜♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ t❤❡r❡
❛r❡ ♥♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✭✇❤❡♥ dom(σF ) ∩ setL = ∅✮✱ ❛s
✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ❬♥♦t❤✐♥❣❪✳

❊❛❝❤ r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF

❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❡② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ seti✳ ❚❤❡ r✉❧❡ ❡①❡❝✉t❡s
s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐♥ ❬❞❡❢❛✉❧t❪✱ ❬r❛♥❞♦♠❪ ❛♥❞ ❬❇❲✭❢✮❪✮
❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ ✐ts ❞♦♠❛✐♥✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❬t✐♠❡❪ ❛♥❞ ❬tr❛❝❦❪✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
■♥st❡❛❞✱ ❬t✐♠❡❪ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❧❛② ✭♥♦t❡❞ ✇✐t❤ wait(t0)✮ ❛♥❞ ❬tr❛❝❦❪ ✐♥❢♦r♠s
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❞❡❢❛✉❧t
dom(σF ) ∩ setL = {x} 6= ∅ varset(x) ∩ setΦ 6= ∅

〈stop, s, σF , ω〉 −→ 〈stop, s[x 7→ Φ], remove(σF , x), ω〉

r❛♥❞♦♠
dom(σF ) ∩ setL = {x} 6= ∅ varset(x) ∩ setrnd 6= ∅

〈stop, s, σF , ω〉 −→ 〈stop, s[x 7→ rnd], remove(σF , x), ω〉

❇❲✭❢✮
dom(σF ) ∩ setL = {x} 6= ∅ varset(x) ∩ setBW 6= ∅ f(x) = v

〈stop, s, σF , ω〉 −→ 〈stop, s[x 7→ v], remove(σF , x), ω〉

t✐♠❡
dom(σF ) ∩ setL = {x} 6= ∅ varset(x) ∩ sett0 6= ∅

〈stop, s, σF , ω〉 −→ 〈wait(t0); stop, s, remove(σF , x), ω〉

tr❛❝❦
dom(σF ) ∩ setL = {x} 6= ∅ vars = varset(x) ∩ settrack 6= ∅

〈stop, s, σF , ω〉 −→ 〈alert(vars); stop, s, remove(σF , x), ω〉

♥♦t❤✐♥❣
dom(σF ) ∩ setL = ∅

〈stop, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s, σF , ω〉

❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❈♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s

♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♥♦t❡❞ ✇✐t❤ alert(vars)✮✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
♣r❡s❡♥t ✐♥ σF ✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ t❡r♠✐♥❛t❡s✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛ss✐❣♥❡❞✱
✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ st❛t❡ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤② ✭❢r♦♠ ♠♦r❡ r❡str✐❝t✐✈❡ t♦ ❧❡ss r❡str✐❝t✐✈❡✮ ❢♦r
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ▲❡t ✉s ✐♠❛❣✐♥❡ ❛ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ l1✳ ❆❢t❡r t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t l1 ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
✈❛❧✉❡s ♦❢ ❜♦t❤ h1 ❛♥❞ h2✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ h1 ✐s ❞❡❢❛✉❧t ❜❡❝❛✉s❡
✐t ✐s ❛ t♦♣ s❡❝r❡t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤✐❧❡ h2 ❤❛s ❛ss✐❣♥❡❞ t❤❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❧❡❛❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡
❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ✐s ✉♣❞❛t❡❞ r❡❣✉❧❛r❧②✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ✐♠♣❡r❛t✐✈❡
t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❧❡❛❦ ❢r♦♠ h1✱ ❡✈❡♥ ✐❢
h2 ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ✐t✳ ❚❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ s❤♦✇s t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ s✉❝❤ ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❲❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ❛r❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛♣♣❧✐❡❞✱
r❡t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▲❡t h1 ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡
BW (parity) ✭❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮ ❛♥❞ h2 t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ Φ ✭❛ss✐❣♥ ❞❡❢❛✉❧t
✈❛❧✉❡✮✳ ❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡ st❛t❡♠❡♥t stop ✐♥ t❤❡
❝♦❧✉♠♥ ❆❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✶✷ t❤❡ ✜rst ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s t♦ l1✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣
❛ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ h2 ❛s ♥♦t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✶✸ l2 ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ parity✳ ❖♥ ❧✐♥❡ ✶✹ dom(σF ) ∩ setL = ∅ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
t❡r♠✐♥❛t❡s✳

❙t❛t❡♠❡♥t ❊❧❡♠❡♥ts ✐♥ σF ❆❝t✐♦♥s
✶✷ st♦♣ h2 → {h1, h2} l2 → {h1} s[l1 7→ Φ]
✶✸ st♦♣ h2 → {h1, h2} s[l2 7→ v] ✇❤❡r❡ v = parity(l2)
✶✹ ǫ h2 → {h1, h2} {ǫ}

❚❛❜❧❡ ✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳

✷✺



✺ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛ ❋♦r♠❛❧ ❊①♣r❡ss✐✈❡ P♦❧✐❝②

✺✳✷ ❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❘❡s✉❧t✐♥❣ Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ P♦❧✐❝②

❉❡✜♥✐♥❣ ❛ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡✜♥❡
❛ r✐❝❤❡r ♣♦❧✐❝②✳ ❇② s♣❡❝✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤

Pol = PROP ⊲ CM(setΦ, setrnd, setBW , sett0 , settrack)

✇❤❡r❡ PROP st❛♥❞s ❢♦r ❛ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✉s❡r ❝❛♥ st❛t❡ ❤♦✇ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ✢♦✇ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❣❡♥❡r❛t❡s s♦♠❡ ✉♥❛❝❝❡♣t❡❞ ✢♦✇s ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❡①❡❝✉t❡
❝❡rt❛✐♥ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳

❉❡✜♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦❧✐❝② ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① t❛s❦ ❜❡❝❛✉s❡
❞✐✛❡r❡♥t ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥✲
s✉r❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧✐❝② ✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ setH ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✐❣♥❡❞
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳ ■♥ ❤❡r❡ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❬C❪
❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❬C❪ext✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥

❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✇✐t❤ ❬C❪
CM

ext ✳

❇❡❧♦✇ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♣♦❧✐❝② ✇✐t❤ ❛
s♦❧❡ s❡t ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✿ Pol = NI(setL, setH) ⊲CM(setH)✳ ❆♥❛❧②③✐♥❣ ♦♥❡
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛t ❛ t✐♠❡ ❞❡✜♥❡s ❤♦✇ ❡❛❝❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳
❲❤❡♥ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐s ♥♦t st✉❞✐❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✳

✺✳✷✳✶ ❆ss✐❣♥ ❉❡❢❛✉❧t ❱❛❧✉❡ ✭CMΦ✮

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✶ ✭❆ss✐❣♥ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡✮✳

∀C, s1, s2. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪s1 ⇓, ❬C❪s2 ⇓) =⇒ ❬C❪
CMΦ

ext s1 =L ❬C❪
CMΦ

ext s2

❚❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠ C ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (setL, setH)✱ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥
✉♥❞❡r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❡♥s✉r❡s
t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✲
✐t② st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ t✇♦ s✉❜s❡ts setL \dom(σF ) ✭❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✮ ❛♥❞ setL ∩ dom(σF ) ✭❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✷✮✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡
setL = (setL \ dom(σF )) ∪ (setL ∩ dom(σF ))✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✶ ✭▲♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

∀C, s1, s2. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪exts1 ⇓ s′1, ❬C❪exts2 ⇓ s′2)

=⇒ s′1(setL \ dom(σF )) = s′2(setL \ dom(σF ))

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ s1, s2 | s1 =L s2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ setL \ dom(σF )
✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡
❡①❡❝✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s✳

✷✻
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Pr♦♦❢ ✭s❦❡t❝❤✮✳ Pr♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ n st❛t❡ ❡♥s✉r❡s t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❡ n + 1 st❛t❡ ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡s ✐t ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛✐r ♦❢ st❛t❡s s1, s2 s✉❝❤ t❤❛t s1(setL \
dom(σF )) = s2(setL \ dom(σF ))✱ ❛❢t❡r ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
st❛t❡s ❛❧s♦ ❡♥s✉r❡ s′1(setL \ dom(σ′

F )) = s′2(setL \ dom(σ′

F ))✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ♣r♦♦❢s
❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✿

❬❙❑■P❪ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿
❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s′i = si ❛♥❞ σ′

F = σF ✳
❙✐♥❝❡ s1(setL \ dom(σF )) = s2(setL \ dom(σF )) st❛♥❞s
t❤❡♥ s′1(setL \ dom(σ′

F )) = s′2(setL \ dom(σ′

F )) ❛❧s♦ st❛♥❞s tr✉❡✳

❬❆❙❙■●◆✲▲❪ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿
〈exp, s1〉 ↓ v1 ❛♥❞ 〈exp, s2〉 ↓ v2
vars(exp) ∩ dom(σF ) = ∅ =⇒ vars(exp) ⊆ (setL \ dom(σF )) =⇒ v1 = v2
❚❤❡♥ s′1 = s1[x 7→ v1] ❛♥❞ s′2 = s2[x 7→ v2] ✇✐t❤ v1 = v2
❛♥❞ σ′

T ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐t❤ dom(σ′

F ) = dom(σF ) \ {x}
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡t ❝❛♥ ❜❡✿
✲ ❝❛s❡ x ∈ setL✿ setL ∩ dom(σ′

F ) ⊂ setL ∩ dom(σF )
✲ ❝❛s❡ x ∈ setH ✿ setL ∩ dom(σ′

F ) = setL ∩ dom(σF )
❚❤❡♥ setL ∩ dom(σ′

F ) ⊆ setL ∩ dom(σF )
❛♥❞ s′1(setL \ dom(σ′

F )) = s′2(setL \ dom(σ′

F )) st❛♥❞s tr✉❡✳

❬❆❙❙■●◆✲❍❪ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿
〈exp, s1〉 ↓ v1 ❛♥❞ 〈exp, s2〉 ↓ v2
❛♥❞ s✐♥❝❡ setF ∪ vars(ω) 6= ∅✱ σ′

F ⊂ σF

❛♥❞ dom(σ′

F ) = dom(σF ) ∪ {x}
❚❤❡♥ setL ∩ dom(σ′

F ) = setL ∩ (dom(σF ) ∪ {x})
s✐♥❝❡ ♦♥❧② x ✐s ♠♦❞✐✜❡❞✱ s′1(setL \ dom(σ′

F )) = s′2(setL \ dom(σ′

F )) st❛♥❞s tr✉❡✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✷ ✭▲♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡✮✳

∀C, s1, s2. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪
CMΦ

ext s1 ⇓ s′1, ❬C❪
CMΦ

ext s2 ⇓ s′2)

=⇒ s′1(setL ∩ dom(σF )) = s′2(setL ∩ dom(σF ))

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ s1, s2 | s1 =L s2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ setL ∩ dom(σF )
✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳

Pr♦♦❢✳ ❆❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ setL ∩ dom(σF ) ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ❝♦✉♥t❡r✲
♠❡❛s✉r❡ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡♠ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ Φ✳ ■t ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t s′1(setL ∩
dom(σF )) = s′2(setL ∩ dom(σF ))✳

✺✳✷✳✷ ❆ss✐❣♥ ❘❛♥❞♦♠ ❱❛❧✉❡ ✭CMrnd✮

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✷ ✭❆ss✐❣♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡✮✳

∀C, s1, s2. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪s1 ⇓, ❬C❪s2 ⇓) ∧ ({rnd1} = {rnd2})

=⇒ ❬C❪
CMrnd

ext s1 =L ❬C❪
CMrnd

ext s2

✷✼



✺ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛ ❋♦r♠❛❧ ❊①♣r❡ss✐✈❡ P♦❧✐❝②

❋♦r ❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠ C ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (setL, setH)✱ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥✲
❞❡r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❡♥s✉r❡s
♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ♠❛t❝❤ ✭❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❡t {rndi}✮✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✸✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✲
✐t② st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡t setL \ dom(σF ) ✭✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✮ ❛♥❞ setL ∩ dom(σF )
✭✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✮✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ setL✳ ❚❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ {rnd1} = {rnd2} ❛✛❡❝ts ♦♥❧② ▲❡♠♠❛ ✺✳✸✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✸ ✭▲♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡✮✳

∀C, s1, s2. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪
CMrnd

ext s1 ⇓ s′1, ❬C❪
CMrnd

ext s2 ⇓ s′2)

=⇒ s′1(setL ∩ dom(σF )) = s′2(setL ∩ dom(σF ))

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ s1, s2 | s1 =L s2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ setL∩dom(σF ) ✭t❤❛t
✐s✱ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s ❛ss✐❣♥❡❞ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✭♠♦❞❡❧❡❞
❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s rndi✮✳

Pr♦♦❢✳ ❆❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ setL ∩ dom(σF ) ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❝♦✉♥✲
t❡r♠❡❛s✉r❡ ❜② ❛ss✐❣♥✐♥❣ t❤❡♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s❡t
♦❢ ✈❛❧✉❡s rnd✳ ■t ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ s′1(setL ∩ dom(σF )) =
s′2(setL ∩ dom(σF ))✳

✺✳✷✳✸ ▲✐♠✐t t❤❡ ❇❛♥❞✇✐❞t❤ ✭CMBW ✮

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✸ ✭▲✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮✳

∀C, s1, s2. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪s1 ⇓ s′1, ❬C❪s2 ⇓ s′2) ∧ ∀v ∈ setCM

f(s′1(v)) = f(s′2(v)) =⇒ ❬C❪
CMBW

ext s1 =L ❬C❪
CMBW

ext s2

❋♦r ❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠ C ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (setL, setH)✱ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡
❡♥s✉r❡s ❛ ♣r♦♣❡rt② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ WHAT ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ EDecl✳
❙✉❝❤ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t ✐s✱ setCM =
varset(setL ∩ dom(σF ))✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛s ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✹✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡q✉❛❧✲
✐t② st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡t setL \ dom(σF ) ✭✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✮ ❛♥❞ setL ∩ dom(σF )
✭✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺✳✹✮✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ tr✉❡ ❢♦r t❤❡ ✉♥✐♦♥✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ setL✳

▲❡♠♠❛ ✺✳✹ ✭▲♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ▲✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✮✳

∀C, s1, s2. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪
CMBW

ext s1 ⇓ s′1, ❬C❪
CMBW

ext s2 ⇓ s′2) ∧ ∀v ∈ setCM

f(s′1(v)) = f(s′2(v)) =⇒ s′1(setL ∩ dom(σF )) = s′2(setL ∩ dom(σF ))

❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛t❡s ♦❢ s1, s2 | s1 =L s2 ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ setL∩dom(σF ) ❛❢t❡r
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ✐❢ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ setCM ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳

✷✽
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Pr♦♦❢✳ ❆❧❧ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ setL∩dom(σF ) ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡✳ ■t ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s
t❤❛t✱ ✐❢ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t♦ ❜♦t❤ ♠❡♠♦r✐❡s r❡t✉r♥s t❤❡
s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ s′1(setL ∩ dom(σF )) = s′2(setL ∩ dom(σF ))✳

✺✳✷✳✹ ▲✐♠✐t t❤❡ ▲❡❛❦ ❆❧♦♥❣ t❤❡ ❚✐♠❡ ✭CMt0✮ ❛♥❞
▼♦♥✐t♦r t❤❡ ▲❡❛❦ ✭CMtrack✮

❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✷✳✹ ✭▲✐♠✐t t❤❡ ❧❡❛❦ ❛❧♦♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ▼♦♥✐t♦r t❤❡ ❧❡❛❦✮✳

∀s1, s2 ∈ S. (s1 =L s2) ∧ (❬C❪s1 ⇓, ❬C❪s2 ⇓)

⇒ ❬C❪
CM

s1(setL \ setCM ) = ❬C❪
CM

s2(setL \ setCM )

❋♦r ❛❧❧ ♣r♦❣r❛♠ C ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (setL, setH)✱ ❛♥② ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ❧❡❛❦ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❡♥✲
s✉r❡s ❛ ✇❡❛❦❡r ♣r♦♣❡rt② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥
❤✐❣❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❡♥s✉r❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱
t❤❛t ✐s✱ setCM = setL \ dom(σF ))✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡♠ ❢♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✺✳✶✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❧❡❛❦❡❞ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣✲
❡rt②✳

✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛✲
s✉r❡s✳ ❇② ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥s✉r❡❞ ❜② ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥✲
t❡r♠❡❛s✉r❡s ✭♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✮✳ ❚❤❡ ❛ss✐❣♥ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ♠❛❦❡s ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❡♥s✉r❡
t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❤✐❧st t❤❡ ❛ss✐❣♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡ ❛❞❞s ❛ ❝♦♥str❛✐♥t
t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦✈❡r t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❡♥s✉r❡
✇❡❛❦❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡② ❛✛❡❝t t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❍❡♥❝❡ ❝♦✉♥t❡r✲
♠❡❛s✉r❡s✱ ✇❤❡♥ ♠✐①❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ♠❛❦❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t♦
❡♥s✉r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ♦r ❛♥♦t❤❡r ✭✇❡❛❦❡r✮✱ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✳

■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛ ❧❡❛❦ t❛❦❡s
♣❧❛❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ♥♦t ❧❡❛❦✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♥ ♥♦ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❛t ✐s✱ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦♥❧② ✐❢ t❤❡
❞❡❝❧❛r❡❞ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ✐s ♥♦t ❡♥s✉r❡❞ ✭❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s t❛❦❡
♣❧❛❝❡✮✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ♦♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦❧✐❝②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞❡✜♥✐♥❣ ❛
♣r♦❣r❛♠ ❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s
✐s ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❡♥t❛✐❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ♦♥❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ◆❛♠❡❧② t❤❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t high ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt②
❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ❜♦t❤ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦r s❡ts✱ high ❛♥❞ low✳ ❖t❤❡r ✇♦r❦s ♠❛♥❛❣❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t
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✺ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛ ❋♦r♠❛❧ ❊①♣r❡ss✐✈❡ P♦❧✐❝②

❧❡✈❡❧s ❬▼❙✵✹✱ ❈▼✵✹✱ ❚❈❇❈✶✶❪✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦♣ s❡❝r❡t✱ s❡❝r❡t ❛♥❞ ♣✉❜❧✐❝✳ ❊❛❝❤
❧❡✈❡❧ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s ❛ss✐❣♥❡❞✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t♦♣ s❡❝r❡t ❝❛♥✲
♥♦t ✢♦✇ ✐♥t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝✱ ❜✉t s❡❝r❡t ❝❛♥ ✢♦✇ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ♦✉r
♣r♦♣♦s❛❧✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ s❡❝r❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❛ss✐❣♥✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦♣ s❡❝r❡t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡
❛ ♠♦r❡ r❡str❛✐♥✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ t❤❛♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡❝r❡t✳

❚❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ●✳ ▲❡ ●✉❡r♥✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬▲●❇❏❙✵✻❪ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡r♠s
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡✐r ✇♦r❦ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦♣❡rt② ✇✐t❤ t❤❡
❞❡❢❛✉❧t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳ ❖♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐s t❤❛t ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t❤❡② ✉s❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ r❡♣❧❛❝❡ ❜② s❦✐♣✳
❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ output(var)✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
✇♦r❦ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧②✳

❚❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ s♣❡❝✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s
❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥✲
t❡r♠❡❛s✉r❡s ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ✐❞❡❛
✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❧❡❛❦ ♦❢ ❛ secret ✇✐t❤ parity(secret) ♦♥❧② ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❛♠♦✉♥t
♦❢ t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡ ❛ss✐❣♥ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡✳ ■t ✐s ♦✉t ♦❢
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ t♦ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤✐s ♣r♦♣♦s❛❧ ❛♥❞ ✇❤❛t
t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
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✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❆ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ✐❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❝✉r❡❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ♦r ♥♦t✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤❛t t♦ ❞♦ ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s
♥♦t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s❀ s♦ ♣r♦❣r❛♠s
♥♦t ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ❝❛♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ✇✐t❤♦✉t r✐s❦✐♥❣ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❢ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛t ❧♦✇ ❧❡✈❡❧✱ ✐t ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛❞❞✐♥❣
❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛t ❛ ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❚♦
♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛
♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳

❚❤✐s ✇♦r❦ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡✈❡❧♦♣s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥ t❤❡
♣♦❧✐❝② ❛♥❞ tr✐❡s t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥❡✇✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❡①✐st✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❜♦✉t ✐t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐t ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ♦t❤❡r ✇♦r❦s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ ♦✉r
♣♦❧✐❝②✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ ✐ts ❡①♣r❡ss✐✈❡♥❡ss✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥❡✇ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r ❞❡✜♥✐♥❣ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ s❡❝✉r✐t②
♣♦❧✐❝✐❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❛t t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♦♥s✳ ■t ❛❧❧♦✇s
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ❡♥s✉r❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt②✱ ❜②
♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡✐r s❡♠❛♥t✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳

❚❤✐s ✇♦r❦ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✱
✇❤✐❝❤ tr❛❝❦ ❤♦✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s t♦ ❛♣♣❧② ❛r❡ ❛❧s♦
❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ♦♥❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✇❤✐❝❤ s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❡♥s✉r❡❞
❜② ❛ ♣♦❧✐❝② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✇❛② t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
✢♦✇ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ❖t❤❡r ✇❛②s ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞
✐♥t♦ ♦t❤❡r ✇❛②s t♦ tr❡❛t t❤❡ ❧❡❛❦s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t tr❛❝❦s✱ ❢♦r ❡❛❝❤
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t❡❞ ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ ❛♥
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r ✇❛② ❛r♦✉♥❞✱ tr❛❝❦✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡
✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✐ts ✈❛❧✉❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r
t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

❆s ❛ ❢✉t✉r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ t❡st t❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss ❛♥❞
✈❛❧✐❞✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♦♥❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✮
❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦❧✐❝✐❡s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ♦❢ t❤❡
♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦✈❡r t❤❡ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s s❤♦✉❧❞
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✉❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛②❜❡ s♦♠❡ ♦t❤❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ♦t❤❡r ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ ❜② ❞❡✜♥✲
✐♥❣ ♥❡✇ ♦♥❡s ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳ ❙✉❝❤
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ♦t❤❡r s❡♠❛♥t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ♦t❤❡r ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❧❡ ❞❡❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✇❤❛t ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❛♥❞ ❢♦r♠❛❧✐③❡s
t❤❡♠ ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇❛②✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳ ❆❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r ❞✐✛❡r❡♥t
♣r♦♣❡rt✐❡s ❡♥t❛✐❧✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❡r♠✐tt❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s✳
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❬❆❣❛✵✵❪ ❏♦❤❛♥ ❆❣❛t✳ ❚r❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ♦✉t t✐♠✐♥❣ ❧❡❛❦s✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
✷✼t❤ ❆❈▼ ❙■●P▲❆◆✲❙■●❆❈❚ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ♣r♦✲
❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ P❖P▲ ✬✵✵✱ ♣❛❣❡s ✹✵✕✺✸✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱
✷✵✵✵✳ ❆❈▼✳

❬❆❙✵✼❪ ❆s❧❛♥ ❆s❦❛r♦✈ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✐ ❙❛❜❡❧❢❡❧❞✳ ▲♦❝❛❧✐③❡❞ ❞❡❧✐♠✐t❡❞ r❡❧❡❛s❡✿
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❤❛t ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✳
■♥ P▲❆❙✱ ♣❛❣❡s ✺✸✕✻✵✱ ✷✵✵✼✳

❬❈❈✵✽❪ ❙✳ ❈❛✈❛❞✐♥✐ ❛♥❞ ❉✳ ❈❤❡❞❛✳ ❘✉♥✲t✐♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣
❜❛s❡❞ ♦♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❣r❛♣❤s✳ ■♥ ❆✈❛✐❧❛❜✐❧✐t②✱ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ❙❡❝✉r✐t②✱ ✷✵✵✽✳ ❆❘❊❙ ✵✽✳ ❚❤✐r❞ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱
♣❛❣❡s ✺✽✻ ✕ ✺✾✶✱ ♠❛r❝❤ ✷✵✵✽✳

❬❈▼✵✹❪ ❙✳ ❈❤♦♥❣ ❛♥❞ ❆✳ ❈✳ ▼②❡rs✳ ❙❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s ❢♦r ❞♦✇♥❣r❛❞✐♥❣✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✶t❤ ❆❈▼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t✐♦♥s s❡❝✉r✐t②✱ ❈❈❙ ✬✵✹✱ ♣❛❣❡s ✶✾✽✕✷✵✾✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✱
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❬❉❡♥✼✻❪ ❉✳❊✳ ❉❡♥♥✐♥❣✳ ❆ ❧❛tt✐❝❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❡❝✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✳ ❈♦♠♠✉✲
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❬●❏✵✺❪ ●✳ ▲❡ ●✉❡r♥✐❝ ❛♥❞ ❚✳ ❏❡♥s❡♥✳ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✳ ■♥ ❆♥✲
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❬●▼✽✷❪ ❏♦s❡♣❤ ❆✳ ●♦❣✉❡♥ ❛♥❞ ❏♦sé ▼❡s❡❣✉❡r✳ ❙❡❝✉r✐t② ♣♦❧✐❝✐❡s ❛♥❞ s❡❝✉r✐t②
♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❙❡❝✉r✐t② ❛♥❞ Pr✐✈❛❝②✱ ♣❛❣❡s ✶✶✕✷✵✱
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❬❏❏▲❙✶✵❪ ❉✳ ❏❛♥❣✱ ❘✳ ❏❤❛❧❛✱ ❙✳ ▲❡r♥❡r✱ ❛♥❞ ❍✳ ❙❤❛❝❤❛♠✳ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ st✉❞②
♦❢ ♣r✐✈❛❝②✲✈✐♦❧❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇s ✐♥ ❥❛✈❛s❝r✐♣t ✇❡❜ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ❆❈▼ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥s s❡❝✉r✐t②✱ ✷✵✶✵✳

❬▲●❇❏❙✵✻❪ ●✳ ▲❡ ●✉❡r♥✐❝✱ ❆✳ ❇❛♥❡r❥❡❡✱ ❚✳ ❏❡♥s❡♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❆✳ ❙❝❤♠✐❞t✳
❆✉t♦♠❛t❛✲❜❛s❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧✐t② ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✳ ■♥ ❆❙■❆◆✬✵✻✿ t❤❡ ✶✶t❤
❆s✐❛♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❙❝✐❡♥❝❡ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙❡❝✉r❡ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✷✵✵✻✳

❬▲▼✵✾❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r ▲✉① ❛♥❞ ❍❡✐❦♦ ▼❛♥t❡❧✳ ❋♦r♠❛❧ ❛s♣❡❝ts ✐♥ s❡❝✉r✐t② ❛♥❞
tr✉st✳ ❝❤❛♣t❡r ❲❤♦ ❈❛♥ ❉❡❝❧❛ss✐❢②❄✱ ♣❛❣❡s ✸✺✕✹✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱
❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✾✳

❬▼❘✵✼❪ ❍❡✐❦♦ ▼❛♥t❡❧ ❛♥❞ ❆❧❡①❛♥❞❡r ❘❡✐♥❤❛r❞✳ ❈♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ✇❤❛t ❛♥❞
✇❤❡r❡ ♦❢ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✲❜❛s❡❞ s❡❝✉r✐t②✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✶✻t❤ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❊❙❖P✬✵✼✱ ♣❛❣❡s
✶✹✶✕✶✺✻✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬▼❙✵✹❪ ❍❡✐❦♦ ▼❛♥t❡❧ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❙❛♥❞s✳ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞
♦♥ ✐♥tr❛♥s✐t✐✈❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ ❲❡✐✲◆❣❛♥ ❈❤✐♥✱ ❡❞✐t♦r✱ ❆P▲❆❙✱
✈♦❧✉♠❡ ✸✸✵✷ ♦❢ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✶✷✾✕✶✹✺✳
❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✹✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❬▼❙❩✵✹❪ ❆♥❞r❡✇ ❈✳ ▼②❡rs✱ ❆♥❞r❡✐ ❙❛❜❡❧❢❡❧❞✱ ❛♥❞ ❙t❡✈❡ ❩❞❛♥❝❡✇✐❝✳ ❊♥❢♦r❝✲
✐♥❣ r♦❜✉st ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✷✵✵✹✳

❬▼❩❩+✵✹❪ ❆✳ ❈✳ ▼②❡rs✱ ▲✳ ❩❤❡♥❣✱ ❙✳ ❩❞❛♥❝❡✇✐❝✱ ❙✳ ❈❤♦♥❣✱ ❛♥❞ ◆✳ ◆②s✲
tr♦♠✳ ❏✐❢✿ ❏❛✈❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇✳ ❙♦❢t✇❛r❡ r❡❧❡❛s❡✳ ▲♦❝❛t❡❞ ❛t
❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝♦r♥❡❧❧✳❡❞✉✴❥✐❢✱ ✷✵✵✶✲✷✵✵✹✳

❬◆◆✾✷❪ ❍❛♥♥❡ ❘✐✐s ◆✐❡❧s♦♥ ❛♥❞ ❋❧❡♠♠✐♥❣ ◆✐❡❧s♦♥✳ ❙❡♠❛♥t✐❝s ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s ✲ ❛ ❢♦r♠❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❲✐❧❡② ♣r♦❢❡ss✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✳ ❲✐❧❡②✱
✶✾✾✷✳

❬❘♦s✾✾❪ ❆✳ ❲✳ ❘♦s❝♦❡✳ ❲❤❛t ✐s ✐♥tr❛♥s✐t✐✈❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■♥ Pr♦❝✳ ♦❢ t❤❡
✶✷t❤ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❡❝✉r✐t② ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❲♦r❦s❤♦♣✱ ♣❛❣❡s ✷✷✽✕
✷✸✽✱ ✶✾✾✾✳

❬❙▼✵✸❪ ❆✳ ❙❛❜❡❧❢❡❧❞ ❛♥❞ ❆✳❈✳ ▼②❡rs✳ ▲❛♥❣✉❛❣❡✲❜❛s❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲✢♦✇ s❡✲
❝✉r✐t②✳ ❙❡❧❡❝t❡❞ ❆r❡❛s ✐♥ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ■❊❊❊ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥✱ ✷✶✭✶✮✿✺
✕ ✶✾✱ ❥❛♥ ✷✵✵✸✳

❬❙▼✵✹❪ ❆✳ ❙❛❜❡❧❢❡❧❞ ❛♥❞ ❆✳ ❈✳ ▼②❡rs✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❞❡❧✐♠✐t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡✲
❧❡❛s❡✳ ■♥ Pr♦❝✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣✳ ♦♥ ❙♦❢t✇❛r❡ ❙❡❝✉r✐t② ✭■❙❙❙✬✵✸✮✱
✈♦❧✉♠❡ ✸✷✸✸ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✶✼✹ ✕ ✶✾✶✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✹✳

❬❙❙✾✽❪ ❆♥❞r❡✐ ❙❛❜❡❧❢❡❧❞ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❙❛♥❞s✳ ❆ ♣❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ s❡❝✉r❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ✐♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ❍✐❣❤❡r✲❖r❞❡r ❛♥❞ ❙②♠❜♦❧✐❝
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✶✹✿✹✵✕✺✽✱ ✶✾✾✽✳

❬❙❙✵✺❪ ❆✳ ❙❛❜❡❧❢❡❧❞ ❛♥❞ ❉✳ ❙❛♥❞s✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❞❡❝❧❛ss✐✜✲
❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❡❝✉r✐t② ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✺✳ ❈❙❋❲✲✶✽ ✷✵✵✺✳
✶✽t❤ ■❊❊❊ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ♣❛❣❡s ✷✺✺ ✕ ✷✻✾✱ ❥✉♥❡ ✷✵✵✺✳

❬❚❈❇❈✶✶❪ ❏✳❆✳ ❚❤♦♠❛s✱ ◆✳ ❈✉♣♣❡♥s✲❇♦✉❧❛❤✐❛✱ ❛♥❞ ❋✳ ❈✉♣♣❡♥s✳ ❉❡❝❧❛ss✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ♣♦❧✐❝② ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ■♥ ❆✈❛✐❧✲
❛❜✐❧✐t②✱ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❙❡❝✉r✐t② ✭❆❘❊❙✮✱ ✷✵✶✶ ❙✐①t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✹✸ ✕ ✶✺✷✱ ❛✉❣✳ ✷✵✶✶✳

❬❱❙■✾✻❪ ❉✳ ❱♦❧♣❛♥♦✱ ●✳ ❙♠✐t❤✱ ❛♥❞ ❈✳ ■r✈✐♥❡✳ ❆ s♦✉♥❞ t②♣❡ s②st❡♠ ❢♦r
s❡❝✉r❡ ✢♦✇ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✶✾✾✻✳

❬❩❆❇✵✼❪ ❙✳ ❩❛♥❞❡r✱ ●✳ ❆r♠✐t❛❣❡✱ ❛♥❞ P✳ ❇r❛♥❝❤✳ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ ❝♦✈❡rt ❝❤❛♥♥❡❧s
❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r♠❡❛s✉r❡s ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s ❙✉r✈❡②s ❚✉t♦r✐❛❧s✱ ■❊❊❊✱ ✾✭✸✮✿✹✹ ✕ ✺✼✱ q✉❛rt❡r ✷✵✵✼✳

❬❩❞❛✵✹❪ ❙✳ ❩❞❛♥❝❡✇✐❝✳ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡s ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲✢♦✇ s❡❝✉r✐t②✳ ■♥ Pr♦❝✳
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✭P▲■❉✮✱ ✷✵✵✹✳

❬❩▼✵✶❪ ❙t❡✈❡ ❩❞❛♥❝❡✇✐❝ ❛♥❞ ❆♥❞r❡✇ ❈✳ ▼②❡rs✳ ❘♦❜✉st ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳
■♥ ✐♥ Pr♦❝✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❡❝✉r✐t② ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ❲♦r❦s❤♦♣✱ ♣❛❣❡s
✶✺✕✷✸✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✶✳
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❆ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❖✈❡r t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝s

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

❆ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❖✈❡r t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ t❤✐s r❡♣♦rt✱ t❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡✲
♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ❛ss✐❣♥✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ s❡♠❛♥t✐❝s ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣s ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ t♦ ❞❡❝❧❛s✲
s✐❢② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡❛❦s t❤r♦✉❣❤ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧s ❬❙▼✵✸❪✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ❛❧s♦ ✜♥❞ s♦♠❡ r❡♠❛r❦s ❛❜♦✉t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❲❤❡♥✳

❆✳✶ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❛t

❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s exp ❝♦♥t❛✐♥❡❞
✐♥ EDecl✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts
♦r ❣✉❛r❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ❛♥❞ ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ EDecl✳ ■❢ t❤❡②
❛r❡ ♥♦t✱ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳

❋✐❣✉r❡s ✻ ❛♥❞ ✼ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r✉❧❡s r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s
♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s tr❛❝❦✐♥❣ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ■t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t t❤❡
✇❤♦❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ exp ♦r B ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ EDecl ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝❡♣t t❤❡
❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✳

❆✳✷ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡r❡

❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦t
❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳

❋✐❣✉r❡s ✽ ❛♥❞ ✾ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r✉❧❡s r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s
♦♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s tr❛❝❦✐♥❣ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✳ ❙✉❝❤ r✉❧❡s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥✲
t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡
♣♦❧✐❝②✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s tr❛❝❦✐♥❣ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r✲
❡♥❝❡✱ ❜✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❢♦r❝❡s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛♠♦♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳
❚❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❡❞✳

■♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞✱ WDecl ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ setH✮ ❛♥❞ t❤❡
❝♦❞❡ ❧✐♥❡ ✇❤❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❡❞✳ i(var) r❡t✉r♥s true ♦r false ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❝♦❞❡ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ❧✐♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡
♣♦❧✐❝②✳ ■❢ i(var) r❡t✉r♥s true t❤❡♥ t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✭s✐❣♥❛❧✐♥❣
t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐t❤ −→I✮✱ ❛♥❞ ✐❢ i(var) r❡t✉r♥s false t❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t
s✐❣♥❛❧❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t σF ✐s ✉♣❞❛t❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥
♦♥❧② ❜❡ ❞♦♥❡ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ω ✐s ❛❧❧ ❢♦r♠❡❞ ❜② ⊥ ✭t❤❛t ✐s✱ vars(ω) =
∅✮✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✭vars(ω) 6= ∅✮ t❤❡♥ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s
♥♦t ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧s ✉♥❞❡r vars(ω) 6= ∅ t❤❡r❡ ❛r❡
t✇♦ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣✉❛r❞✱ ❤❡♥❝❡ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ♦r
♥♦t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ω✳
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❆ ▼♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❖✈❡r t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝s

❆✳✸ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡♥

❚❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❝❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡♥✮ st❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❡❛s❡❞ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s
s♦♠❡ st❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳
■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✢♦✇s ✐♥t♦ t❤❡ ❧♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s tr✉❡✱
t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳

❲❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❲❤❡r❡✱ ✇❤❡r❡ ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❝♦❞❡ ❧✐♥❡ ✐s ❝❤❡❝❦❡❞ ❜✉t s♦♠❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❙♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❞❡❝❧❛ss✐❢②✲
✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐❢ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞✮✱ t♦ t❤❡ t✐♠✐♥❣ ✭❛❢t❡r ❛ ❝❡rt❛✐♥
❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✮✱ ❡t❝✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤✐s✱ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❲❤❡♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② s♦♠❡ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s
✭−→✮ ❛♥❞ s♦♠❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭−→I ✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❛❝❝❡♣ts t❤❡ ✢♦✇✮✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❲❤❡r❡ ♦♥❡✱ ②❡t ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ st❛t❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❧✐♥❡s✳

❲✐t❤ ❛❧❧ t❤✐s✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦♣❡rt②
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❲❤❡r❡✳ ❍❡♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳
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❛♥
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✭❆❙❙■●◆✲▲✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], remove(σF , x), ω〉

✭❆❙❙■●◆✲❉❡❝❧✲❖❑✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ exp ⊆ EDecl vars(ω) = ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→I 〈ε, s[x 7→ v], σF , ω〉

✭❆❙❙■●◆✲❉❡❝❧✲◆❖✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ exp * EDecl vars(ω) = ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], add(x → varset(setF )), ω〉

✭❆❙❙■●◆✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = setF vars(ω) 6= ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], add(x → varset(setF ) ∪ vars(ω)), ω〉

✭■❋✲❚✲▲✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, σF , ω⊥〉

✭■❋✲❋✲▲✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, σF , ω⊥〉

✭■❋✲❚✲❉❡❝❧✲❖❑✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ B ⊆ EDecl vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→I 〈S1; end, s, σF , ω⊥〉

✭■❋✲❋✲❉❡❝❧✲❖❑✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ B ⊆ EDecl vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→I 〈S2; end, s, σF , ω⊥〉

❋
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✐♠

❡♥
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❝❛t✐♦♥

s
❖
✈❡r
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❡
❙
❡♠

❛♥
t✐❝s

✭■❋✲❚✲❉❡❝❧✲◆❖✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ B * EDecl vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → varset(setF )), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❋✲❉❡❝❧✲◆❖✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ B * EDecl vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → varset(setF )), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❚✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF = ∅ vars(ω) 6= ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → varset(setF ) ∪ vars(ω)), ω⊥〉

✭■❋✲❋✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF = ∅ vars(ω) 6= ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → varset(setF ) ∪ vars(ω)), ω⊥〉

✭■❋✲❚✲❍✲❈♦♥t✲❆❞❞✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ vars(ω) 6= ∅ varset(setF ) ∪ vars(ω) = setADD

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → setADD), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❋✲❍✲❈♦♥t✲❆❞❞✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ vars(ω) 6= ∅ varset(setF ) ∪ vars(ω) = setADD

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → setADD), ωvarset(setF )〉
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❆
▼
♦
❞
✐✜
❝❛t✐♦♥

s
❖
✈❡r

t❤
❡
❙
❡♠

❛♥
t✐❝s

✭❆❙❙■●◆✲▲✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(ω) = ∅ vars(exp) ∩ dom(σF ) = ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], remove(σF , x), ω〉

✭❆❙❙■●◆✲❉❡❝❧✲❖❑✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF ∈ WDecl i(setF ) = true vars(ω) = ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→I 〈ε, s[x 7→ v], σF , ω〉

✭❆❙❙■●◆✲❉❡❝❧✲◆❖✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF ∈ WDecl i(setF ) = false vars(ω) = ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], add(x → varset(setF )), ω〉

✭❆❙❙■●◆✲❍✲❊①♣✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF /∈ WDecl vars(ω) = ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], add(x → varset(setF )), ω〉

✭❆❙❙■●◆✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈exp, s〉 ↓ v vars(exp) ∩ dom(σF ) = setF vars(ω) 6= ∅

〈x := exp, s, σF , ω〉 −→ 〈ε, s[x 7→ v], add(x → varset(setF ) ∪ vars(ω)), ω〉

✭■❋✲❚✲▲✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, σF , ω⊥〉

✭■❋✲❋✲▲✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = ∅ vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, σF , ω⊥〉

✭■❋✲❚✲❉❡❝❧✲❖❑✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF ∈ WDecl i(setF ) = true vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→I 〈S1; end, s, σF , ω⊥〉

✭■❋✲❋✲❉❡❝❧✲❖❑✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF ∈ WDecl i(setF ) = true vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→I 〈S2; end, s, σF , ω⊥〉
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❆
▼
♦
❞
✐✜
❝❛t✐♦♥

s
❖
✈❡r

t❤
❡
❙
❡♠

❛♥
t✐❝s

✭■❋✲❚✲❉❡❝❧✲◆❖✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF ∈ WDecl i(setF ) = false vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → varset(setF )), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❋✲❉❡❝❧✲◆❖✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF ∈ WDecl i(setF ) = false vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → varset(setF )), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❚✲❍✲❊①♣✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF /∈ WDecl vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → varset(setF )), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❋✲❍✲❊①♣✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ setF /∈ WDecl vars(ω) = ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → varset(setF )), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❚✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF = ∅ vars(ω) 6= ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → varset(setF ) ∪ vars(ω)), ω⊥〉

✭■❋✲❋✲❍✲❈♦♥t❡①t✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF = ∅ vars(ω) 6= ∅

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → varset(setF ) ∪ vars(ω)), ω⊥〉

✭■❋✲❚✲❍✲❈♦♥t✲❆❞❞✮
〈B, s〉 ↓ true vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ vars(ω) 6= ∅ varset(setF ) ∪ vars(ω) = setadd

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S1; end, s, add(modified(S2) → setadd), ωvarset(setF )〉

✭■❋✲❋✲❍✲❈♦♥t✲❆❞❞✮
〈B, s〉 ↓ false vars(B) ∩ dom(σF ) = setF 6= ∅ vars(ω) 6= ∅ varset(setF ) ∪ vars(ω) = setadd

〈if B then S1 else S2, s, σF , ω〉 −→ 〈S2; end, s, add(modified(S1) → setadd), ωvarset(setF )〉

✭❈❖▼P✲❈✲❉❡❝❧✮
〈C1, s, setF , ω〉 −→I 〈ε, s′, set′F , ω

′〉

〈C1;C2, s, σF , ω〉 −→I 〈C2, s
′, σ′

F , ω
′〉

✭❈❖▼P✲P✲❉❡❝❧✮
〈C1, s, setF , ω〉 −→I 〈C ′

1, s
′, set′F , ω

′〉

〈C1;C2, s, σF , ω〉 −→I 〈C ′

1;C2, s
′, σ′

F , ω
′〉
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❇ ❋♦r♠❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝s

❇ ❋♦r♠❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝s

❋♦r ❛❝❝❡♣t✐♥❣ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ♦♥❡s✳ ■♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡
♦♥❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ ❛ ✢♦✇ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ ❧♦✇ ♦♥❡s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ s✉❝❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✳ ■♥ s❤♦rt✱
t❤✐s ✇♦r❦ ♠❛❦❡s ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② −→✮ ❛♥❞
✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ ✭❞❡✜♥❡❞ ❜② −→I✮✳ ❚❤❡♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ C = 〈c, s〉 ❣❡♥❡r❛t❡s
❛ ❝❡rt❛✐♥ tr❛❝❡ trc ✇✐t❤ ❜♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥s −→ ❛♥❞ −→I ✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛❝❡✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤✐s s②st❡♠ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ s✉❜♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ♥♦
r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ tr❛❝❡ trc1 ❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
C1✱ C2✳

❼ ❇❛s✐❝ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✿

✶✳ T (C1 −→ C2 −→ trc1) = T (C1 −→ trc1)

✷✳ T (C1 −→I C2 −→ trc1) = C1 −→I T (C2 −→ trc1)

✸✳ T (C1 −→ C2 −→I trc1) = C1 −→ C2 −→I T (trc1)

✹✳ T (C1 −→I C2 −→I trc1) = C1 −→I C2 −→I T (trc1)

❼ ❊♥❞✐♥❣ tr❛❝❡s✿

✶✳ T (C1) = C1

✷✳ T (C1 −→ C2) = C1 −→ C2

✸✳ T (C1 −→I C2) = C1 −→I C2

❋✐❣✉r❡ ✶✵✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❡s

❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥❞s t♦ s✐♠♣❧✐❢② ❛♥② s✉❜tr❛❝❡ ✇✐t❤ ♥♦ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ✐♥✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭−→✮ ✐♥t♦ ❛ s♦❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❦❡❡♣✐♥❣ tr❛❝❦ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❛❝❡ ✭Co −→ Cf ✮✳ ❯♥❞❡r t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡
r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛✮ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ✇❤♦❧❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r❡♥t s✉❜♣r♦❣r❛♠
♦r ❜✮ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❡❛s❡✳

▲❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❢♦r♠❛❧❧② ❛ tr❛❝❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿
T ::= C −→ T | C −→I T | C
❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ tr❛❝❡ ❦❡❡♣s ❛ ❝❡rt❛✐♥ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡♦r❡♠ ❇✳✶✳ ❆ tr❛❝❡ ❛❢t❡r t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str✉❝t✉r❡✿
T ::= Ta | Tb Ta ::= C −→ Tb Tb ::= C −→I Ta | C −→I Tb | C

Pr♦♦❢ ✭s❦❡t❝❤✮✳ ■t ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆ss✉♠✲
✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛❝❡s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ tr❛❝❡s
❡♥s✉r❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳

❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛❢t❡r ❛ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✭−→✮ ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❤❛✈❡
❛♥♦t❤❡r r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭−→I✮ ❤❛✈❡ ♥♦ s✉❝❤

✹✵



❇ ❋♦r♠❛❧ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❡♠❛♥t✐❝s

❝♦♥str❛✐♥t✳

❚♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇♦r❦s✱ ❧❡t ✉s tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ tr❛❝❡ ❜❡❧♦✇✿
M = C1 −→ C2 −→ C3 −→ C4 −→I C5 −→I C6 −→ C7 −→ C8 −→I C9

T (M) = T (C1 −→ C2 −→ C3 −→I C4 −→I C5 −→ C6 −→ C7 −→I C8)

= T (C1 −→ C3 −→I C4 −→I C5 −→ C6 −→ C7 −→I C8)

= C1 −→ C3 −→I T (C4 −→I C5 −→ C6 −→ C7 −→I C8)

= C1 −→ C3 −→I C4 −→I T (C5 −→ C6 −→ C7 −→I C8)

= C1 −→ C3 −→I C4 −→I T (C5 −→ C6 −→I C8)

= C1 −→ C3 −→I C4 −→I C5 −→ C7 −→I C8

❆s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ t❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❦❡❡♣s r❡❝♦r❞ ♦❢ ❜♦t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ✜♥❛❧
s✉❜s❡t st❛t❡s ♦❢ r❡❣✉❧❛r tr❛♥s✐t✐♦♥s ✭−→✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥s ✭−→I✮✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇❤✐❧❡ ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ s❡❝✉r✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞❡❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ❚❤✐s
✇❛②✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥❧② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞
✜♥❛❧ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✐♥t❡r❢❡r✐♥❣ s✉❜s❡t ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
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