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Introduction
Considérons le modele linéaire sous forme matricielle :
y=XB+e, (1)

avec y de dimension n x 1 le vecteur des observations, X de dimension n X p
la matrice des covariables, et € de dimension n x 1 'erreur résiduelle, de loi
normale centrée de variance ¢2I,, ou I,, désigne la matrice identité de taille
n. La matrice identité pour la variance des erreurs suppose que les obser-
vations sont indépendantes. Remarquons que la matrice X peut caractériser
des données qualitatives (analyse de la variance), des données quantitatives
continues (régression), ou un mélange des deux (analyse de la covariance). Par
exemple, un modele de type Anova équilibré avec 1 facteur, 5 modalités et 2
répétitions par modalité aura pour matrice :

Il
= b e e e e e e
OO OO R R OO OO
OO MR OOOOOO
== NN Nl ool

SO OO OO HEFE OO

Nous pouvons alors avoir un intérét d’une part pour la prédiction X3, ou d’autre
part pour le vecteur a estimer 8. Pour chacune de ces quantités, ’erreur qua-
dratique moyenne (EQM) est respectivement définie par :

EQM(XB) = E (X8 - X4|3) @)

et

EQM(B) = E (|3 - BI3) 3)

Un critere de qualité du modele est un faible EQM. Notons qu’il n’y a pas
d’isométrie entre (2) et (3), sauf si X est orthonormale. En d’autres termes, un
estimateur 8 optimum au sens (2) n’est pas forcément optimum au sens de (3)
et vice versa.

Contrairement aux questions concernant la prédiction X3, les problemes por-
tant sur le vecteur 3 sont directement liés a la sélection de variables et plus
généralement appartiennent a la classe de problémes inverses. Le principe du
rasoir d’Ockham : ” Pluralitas non est ponenda sine necessitate”, dont le sens
est 7 Les multiples ne doivent pas étre utilisés sans nécessité” évoque la notion
de parcimonie, et s’interprete dans notre cas comme la sélection de variables.



Nous pouvons citer entres autres ’analyse de la variance, qui est une des plus
célebres illustrations de choix de modeles. Un objectif de cette méthode consiste
a déterminer les facteurs pertinents pour le modele d’une part, et ceux qui n’ont
pas d’influence significative sur la variable réponse d’autre part. Plus récemment,
la notion de parcimonie a été développée en régression paramétrique avec 1’es-
timateur Lasso ([9] Tibshirani, 1996) qui recherche un bon risque de prédiction
(2) tout en sélectionnant un modele parcimonieux, en d’autres termes un vec-
teur estimé ,G' avec des entrées nulles. Ainsi, les variables associées aux entrées
nulles ne sont pas choisies dans le modele. En régression paramétrique la par-
cimonie est également recherchée avec des estimateurs ondelettes ([1] Donoho,
Johnstone 1994).

L’estimateur des moindres carrés ordinaires :

~MCO )
B = arg;nmlly - X33 (4)

est obtenu en minimisant la somme des carrés résiduelle. S’il présente l'avan-
tage d’étre sans biais, il a toutefois plusieurs inconvénients. En effet, il n’est
pas unique quand n < p par exemple. De plus, sa variance augmente fortement
quand X est mal conditionnée, ce qui a pour conséquence une prédiction X,@
peu précise. En outre, cet estimateur ne fait pas de sélection de modele, car au-

cune entrée de ﬁMCO n’est fixée a 0. Ainsi, en Anova par exemple, la sélection
de modele est réalisée en testant de facon séquentielle les facteurs du modele. Si
le plan d’expérience est équilibré, les tests de Fisher ne dépendent pas de 'ordre
dans lequel ils sont effectués, ce qui n’est plus vrai si le plan est désequilibré.

Pour éviter les écueils évoqués précédemment, des méthodes de régularisation
ont été développées. Elles consistent a introduire un biais volontaire a ’estima-
teur, afin de diminuer sa variance et ainsi avoir un meilleur compromis biais-
variance -ou de maniere équivalente, avoir un EQM (3) faible. Ainsi, toute une
classe d’estimateur indexée par un parametre de régularisation noté A a été
développée sur la base de cette idée ; c’est le cas des estimateurs Ridge ([4] Hoerl,
Kennard, 1970), Lasso ([9] Tibshirani, 1996), et de fagon plus générale la classe
d’estimateur Bridge ([2] Fu, 1998). Notons que contrairement aux méthodes
classiques, ces nouvelles approches sont souvent non-séquentielles.

Par conséquent, le choix de A est motivé par le fait de minimiser 'EQM défini
en (3). Dans le cas de simulations, le vecteur B est connu, et donc PEQM (3)
lest également. En revanche, dans le cas de données réelles, le calcul de cet
EQM n’est plus possible, et il faut alors 'estimer ([8] Stein, 1981).

Lors de mon travail de Master, j’étudie différents estimateurs développés pour la
sélection de modele. Je détaille dans la partie 1) Estimateurs, leurs définitions,
leurs avantages et leurs limites. Dans la partie 2) Applications, je présente
des exemples essentiellement liés & 'TANOVA. Jexplique alors comment avoir



une meilleure puissance de test en utilisant les estimateurs effectuant de la
régularisation. Enfin, je termine par la partie 3) Estimation de 'EQM pour 1’es-
timateur Shite dans laquelle je montre comment obtenir une estimation sans
biais de 'EQM (3) avec la proposition de Stein.



1 Estimateurs

1.1 Estimateur Lasso

Il est utilisé en régression avec des variables continues quantitatives.

Pour un certain ¢ > 0, l'estimateur ”Least absolute shrinkage and selection

L
operator” ou "Lasso” ([9] Tibshirani, 1996) 3 " est défini comme la solution
du probléme d’optimisation :
~ Lasso . 1
+ = argmin =

ly — X213
B=(B1,B2,-.Bp), 1B <t 2

De maniere équivalente, il peut s’écrire pour un certain A > 0 :

~ Lasso . 1
B, = argmin illyfxﬁﬂg + A8l (5)
B=(B1,B82,---:0p)

Cet estimateur est donc obtenu par résolution du probleme des moindres carrés
avec une pénalité de type Li. Si la matrice X est de plein rang, le Lasso est
unique pour n > p, et peut ne pas étre unique quand n < p ([5] Osborne,
Presnell, Turlach, 2000). Il ne possede en général pas de formule explicite, et se
calcule donc algorithmiquement, par exemple avec un algorithme de relaxation
([6] Sardy, Bruce et Tseng, 2000). Si A > 0, le Lasso fait simultanément de

I’estimation d’une part et de la sélection de modele en fixant certaines entrées
~ Las
de B )\abso a 0 d’autre part. Notons que pour A = 0, ’estimateur Lasso coincide

avec estimateur MCO d’apres 1'équation (5). Nous reviendrons plus tard sur
le choix tres important du parametre \.

Proposition 1. Si la matrice X est orthonormale, alors l’estimateur Lasso est
connu de facon explicite.

Démonstration. Voir annexes. ]
Pour démontrer cette proposition, j'ai d’abord montré le lemme suivant :
Lemme 2. Soient A >0, a € R*, x € R. Notons x4 = max(z,0).
Soit f la fonction de R dans R définie par f(z) = 2(z — a)? + Az|. Alors
. A
argminf(z)=(1- — ) a.
z€R |a‘ +
Démonstration. Voir annexes. O

Nous pouvons également utiliser ce lemme de la facon décrite ci-dessous pour
résoudre le probléeme d’optimisation (5) qui définit Lasso.



Ezxplication de Ualgorithme de relaxation :

Soient X _; la matrice X pour laquelle la j-eme colonne est remplacée par une
colonne de zéros et le vecteur B_; le vecteur 3 pour lequel la j-tme entrée est
fixée a zéro. Autrement dit,

X_j = (X Xo||X5-1]0[X 1] Xp),
ﬁ—j = (/81’l827...ﬂj-l,ogﬂj+17"'7ﬁp)T'
De plus, soit :
ry=y— X*jﬁfj

Les étapes de l'algorithme sont les suivantes :
1. Initialiser le vecteur 3 en lui donnant une valeur arbitraire.
2. Choisir un indice j.

3. Mettre a jour la composante 3; de la facon suivante :

A <r;, X, >
5= (1- ) S )
! <, X5 >0 1%

4. Recommencer ’étape 2 jusqu’a convergence de I’algorithme.

Notons que 'algorithme a la particularité qu’a chaque itération, la composante
Bj,j =1,2,...,p, est calculée a partir des autres composantes fixées 3;,7 # j.
L’étape (6) montre bien que certaines entrées de 3 sont mises & 0, et d’autres
non. Pour plus de détails sur comment obtenir 1’étape (6), voir 'annexe ” Expli-
cation Relaxation”. J’ai programmeé et j’ai testé cet algorithme sur des jeux de
données avec le logiciel R.

Voici un exemple de sortie de I’algorithme pour le jeu de données attitude de R (6
prédicteurs : complaints, privilege, learning, raises, critical, advance) avec dans

Pordre : ’estimation BI;aSSO, le parametre A, le nombre de variables sélectionnées
par le Lasso et le nombre d’itérations du Lasso avant convergence. Nous pou-
vons voir que pour la valeur A = 600, toutes les variables sont mises a zéro,
sauf les variables complaints (0.58497) et learning(0.10064). Nous gardons donc
seulement ces deux variables dans le modele.

$beta.lasso
[1] 0.58497 0.00000 0.10064 0.00000 0.00000 0.00000

$lambda
[1] 600



$n.var
[1] 2

$n.iter
[1] 21

De plus, nous avons la propriété de linéarité par morceau des composantes de
~ Lasso . . . .
B, , que nous visualisons sur le graphique suivant :

., -, A
Linéarité par morceau de 37

0 2000 4000

FIGURE 1 — Evolution de fagon linéaire par morceau des composantes 3, pour
i =1,...,6, en fonction du parametre A\. En A = 0, nous avons ’estimateur MCO.
L’exemple ci-dessus utilise le parametre A = 600, pour lequel nous retrouvons
bien graphiquement que tous les coefficients sont nuls sauf ceux associés aux
variables 1 et 3.

L
D’apres la Figure 1, nous remarquons également que l'estimation 3 /\asso tend
~ Lass
vers 0 quand A augmente. De fagon plus précise, il a été montré que 3 ,\mo =0

quand A > max IXTy| ([5] Osborne 2000).
i=1,2,...,p



1.2 Estimateur Group Lasso

Il généralise le Lasso aux covariables par blocs, ce qui permet de I'appliquer a
des données qualitatives. C’est donc une méthode alternative & TANOVA. Un
des avantages par rapport a 'estimateur Lasso défini en (5) est qu’il prend en
compte la structure de groupe des données.

Supposons que la matrice X est constituée de ) blocs de tailles respectives

~ GL
P1,D2,---,Dq, BVEC Zqul pq = P. L’estimateur ”Group Lasso” 8 ([10] Yuan et
Lin, 2006) est défini, pour un certain A > 0, comme la solution du probléme
d’optimisation :

Q
~GL . 1
B = axgmin Sy XBB+AYp18, ] 7)
B:(ﬂl’[’Z#"ﬂBQ) q=1
Notons que pour des blocs de taille unitaire (i.e. p1 = p2 = ... = pg), le probleme

d’optimisation (7) correspond au probléme d’optimisation (5) du Lasso puisque

pour g = 1a27 "'aQ, ||BqH2 = \/Bg = |6q|

Comme pour le Lasso, cet estimateur ne possede en général pas de formule
explicite. Il se calcule donc algorithmiquement, par exemple par relaxation.
Remarquons que pour un bloc en particulier, 'estimateur fixe soit toutes les
entrées du bloc & 0, ou soit toutes les entrées sont différentes de 0 ; en ce sens il
effectue de la sélection de variables. J’ai programmé ’algorithme de relaxation
permettant de résoudre le Group Lasso, puis je I'ai testé sur des jeux de données.

Voici un exemple de sortie de I’algorithme pour un jeu de données simulé compre-

nant 4 facteurs, avec dans 'ordre : I’estimation BSL, le parametre A, le nombre
de facteurs sélectionnées par Group Lasso et le nombre d’itérations du Group
Lasso avant convergence. Remarquons que pour cette valeur de A, le deuxieme
facteur est mis a zéro, il ne sera donc pas gardé dans le modele.

$beta.grouplasso
[1] -0.18264 0.79221 1.26776 0.00000 0.00000 0.00000
[7] -0.00443 0.00330 0.01691 1.00720 1.22003 0.72478

$lambda
[1] 2

$n.fact
[1] 3

$n.iter
[1] 17



1.3 Estimateur Sbite

Il peut étre appliqué a des données aussi bien quantitatives que qualitatives.
Nous considérons ce deuxieme cas, avec I'idée de pouvoir comparer cet estima-
teur avec I'estimateur Group Lasso.

Supposons que la matrice X est constituée de () blocs de tailles respectives
Dg, avec Equl pq = P. Soit B = (B4, Bs, .-, Bg)- L'estimateur ”Smooth block-

wise iterative thresholding estimator” ou ”Sbite” Bi ([7], Sardy 2012) est basé
sur le gradient de 3. Contrairement aux estimateurs de type Lasso dont il est
une généralisation, il est défini comme point fixe et non comme solution d’un
probleme d’optimisation. Il ne possede pas de forme explicite. Pour certaines va-
leurs de ses parametres, Shite correspond a 'estimateur Group Lasso. Comme
les estimateurs Lasso et Group Lasso, il se calcule de facon algorithmique.

Explication de algorithme Sbhite :

L’écriture de l'algorithme nécessite les notations suivantes.

~ EMVC
Pour le g-eme bloc, soit 3, I’estimateur du maximum de vraisemblance
conditionnel (EMVC) de §, -conditionnellement aux autres blocs 8., r # q.

Soit le vecteur ﬁ(q) correspondant défini par :

~EMVC

IB(q) = (/817ﬁ27"'7ﬁq—1716q 7ﬁq—17"'7ﬁQ)'

Soit {(XB;y) la log-vraisemblance des données, et soit ﬁ(q)_m le vecteur dont
le g-éme bloc a été mis a zéro, de telle sorte que :

B0 = (81,825 84-1,0, 8,1, Bg)-

Soit enfin ngl(Xﬁ;y) le gradient de [(X3;y) par rapport a 3,, et s > 0.

Par définition de 'TEMVC, le gradient de l(Xﬁ(Q); y) par rapport au g-eéme bloc,
noté ngl(X,B(Q);y), est nul. L’idée de ’algorithme consiste ainsi a s’éloigner
de ce point pour lequel le gradient est nul en mettant le bloc g a zéro, puis de
calculer le gradient par rapport & ce bloc ¢. Si la norme de ce gradient varie
beaucoup, alors le bloc en question joue un réle significatif dans la maximisation

de la vraisemblance, il est donc gardé. Si en revanche la norme de ce gradient
varie peu, alors le bloc est mis a zéro.

Les étapes de l'algorithme sont les suivantes :
1. Initialiser le vecteur B en lui donnant une valeur arbitraire.
- EMVC
2. Choisir un indice g, et calculer 3, et ngl(Xﬁ(q)_m;y).

3. Mettre a jour le bloc 8, de la fagon suivante :



A ’ ~EMVC
B,=|1- - B . 8
( Vg, (X3 ‘%y)ll) ! )

+
4. Recommencer 1’étape 2 jusqu’a convergence de l'algorithme

Comme pour le Lasso et le Group Lasso, 'algorithme utilise un parametre
de régularisation \. L’équation (8) montre bien que si la norme du gradient
||ngl(X,8(q)H0;y)H2 est grande (i.e supérieure & A), le bloc n’est pas mis a
zéro. Inversement, si cette norme est petite (i.e inférieure & A) le gradient est
mis & zéro. A la fin de 'algorithme, de maniére analogue a 1’estimateur Group
Lasso, certains blocs sont donc mis a zéro et d’autres non. J’ai programmé Sbite
et je lai testé sur des jeux de données.

Voici un exemple de sortie de I'algorithme pour un jeu de données simulé compre-

nant 4 facteurs, avec dans l’ordre : I'estimation ﬁi, le parametre A, le parametre
s, le nombre de facteurs sélectionnées par Sbite et le nombre d’itérations de Sbhite
avant convergence. Remarquons que pour cette valeur de A, les facteurs deux et
trois sont mis a zéro, il ne seront donc pas gardés dans le modele.

$beta.sbite
[1] -0.04532 0.97070 0.96495 0.00000 0.00000 0.00000
[71] 0.00000 0.00000 0.00000 0.80098 0.81214 0.67148

$lambda
[1] 2

$s
[1] 4

$n.fact
[1] 2

$n.iter
[1] 19

1.4 Choix du parametre de régularisation \

Il existe de nombreuses facons de choisir A\, nous en présentons trois dans ce
paragraphe.

1.4.1 EQM Oracle

Ce choix est basé sur PEQM (3). Il est utile seulement d’un point de vue
théorique. En effet, dans la réalité 'EQM est inconnu puisque nous ne connais-
sons pas (3, que nous cherchons justement a estimer. Si A est le parametre de

10



régularisation d’un estimateur, alors Agracle €st calculé de la maniere suivante :
considérons une grille de A, calculons 'EQM de ’estimateur pour chacun des A
de la grille; le plus petit des EQM calculés est le choix Agpacle- Ce choix Oracle
permet de mesurer ce que nous perdons avec notre choix de A dans la réalité.

Minimisation de I'EQM

EQM

T | I
0 )\oracle 20

FIGURE 2 — Exemple du choix Agracle pour 'estimateur Group Lasso, qui mini-
mise 'EQM.

1.4.2 EQM empirique

Quand il n’est pas possible de calculer Agracle -dans le cas de données réelles
typiquement-, un deuxieéme choix naturel consiste a estimer 'EQM et le mi-
nimiser. Par exemple, cela peut se faire par validation croisée ou encore par
Pestimation sans biais de PEQM avec la formule de Stein (voir la partie 3)
Estimation de 'EQM pour 'estimateur Sbite) dans le cas gaussien.

1.4.3 Quantile d’ordre 1 — a

Ce choix de A est originellement dérivé a des fins de test d’hypothese. Il s’avere
que 'EQM correspondant & ce choix est bon. Plus de précisions dans la partie
2.1) Hypotheses alternatives et puissance de test.

11



2 Applications

Nous allons voir trois applications sur des modeles de type Anova. Dans les deux
premieres, nous traitons le cas particulier avec un seul facteur, alors que dans
la derniere nous considérons plusieurs facteurs.

2.1 Hypotheses alternatives et puissance de test

Considérons le modele (1) dans le cas particulier d’'un Anova un facteur. Sup-
posons que X = Xy, représente un facteur qualitatif & p modalités, avec k
répétitions par modalité. Supposons en outre que y est centrée (et donc X n’a
pas d’intercept) et que 02 = 1. Par exemple, pour p =4,k = 3 et n = pxk = 12,
Xip est telle que :

SO R H P OOOoOOOO
=== 000000000 o

OO DD O DODOODODO O
OO DD OO HEFHERFEFOOO

Dans toute la partie 2.1, nous désignerons par abus de notation X la matrice
X}p orthonormalisée (en divisant chaque colonne par VE), de telle sorte que
XTX =1,.

Nous nous intéressons a la puissance du test de nullité globale :
HO : ﬁ =0
versus

Hi:B#£0

Pour cela, nous allons étudier I'influence de deux parametres sur la puissance
de ce test ; d'une part la nature du test, basé sur la norme Ly ou Lo, et d’autre
part la nature de 'hypothese alternative, qui peut avoir différentes formes. En
effet, si tous les coefficients de 3 s’éloignent de facon uniforme de ’hypothese
nulle Hy, nous parlerons d’hypothese alternative HI(A) dense, telle que, pour
meR*:

m

HY: 8=

12



Si en revanche 1’éloignement de I'hypotheése nulle Hy a lieu par augmentation

d’un seul des coefficients de B (par exemple le premier), nous parlerons d’hy-

) sparse, telle que, pour m € R* :

pothese alternative H {B
m
HP . 8=
0
Dans la suite, nous désignons par test A et test B les tests respectivement as-
sociés aux hypotheses alternatives Hl(A) et HI(B).

Posons U = X"y, avec U; = X'y désignant la i-éme composante de U. Soient

[Ull = _max |U|

1=1,2,...

et

1012 =

Les estimateurs Lasso et Group Lasso sont gouvernés par un parametre de
régularisation A. Ce parametre vérifie la propriéte suivante ([5] Osborne 2000)
dans le cas de I’équation (5) définissant le Lasso :

~ Lasso

Az Ul =By =0 (9)
et dans le cas du Group Lasso :
. GL
A> Ul & By =0. (10)

A partir de ces propriétés, nous pouvons construire des statistiques de test
fonction de U basées sur la norme L., ou Ls. Remarquons que U suit une loi
normale car c’est une transformation linéaire d’un vecteur gaussien. De plus :

E(U) =EX"y) =X"E(y) =X"X3 =3

et
Var(U) = Var(X"y) = X" Var(y)X = XX =1,.

Finalement

U= XTY ~ Np(/371p)~

Soient @ la fonction de répartition d’une variable aléatoire normale, centrée et
réduite, et P, ; la fonction de répartition d’une variable aléatoire Xﬁ,b avec a
degrés de libertés et de parametre de décentralisation b.

13



Nous définissons \j_q,oc comme le quantile d’ordre 1 — v d’une réalisation sous
Hy de la variable aléatoire ||U||, €t A1_q,2 comme le quantile d’ordre 1 — «
d’une réalisation sous Hy de la variable aléatoire | U||s.

Proposition 3. Nous avons :
_ 1
W) Moo = =07 (<3((1- )7 — 1))
b) M—a2 = V&, 0u &y est un quantile d’ordre 1 — o de la loi du XZQ),

Démonstration. Voir annexes. O

Une méthode alternative pour obtenir ces quantiles consiste a les estimer par
simulation de Monte-Carlo. Nous savons que U ~ N,(0,,1,), donc nous pou-
0

vons simuler sous Hy une réalisation de la variable aléatoire ||U||o (resp [|U]|2).
Nous en déduisons le quantile empirique Aj_q, 00 (resp Ai—q,2) de I'échantillon
simulé.

Distribution de 11 U 1l Distribution de 1l U I,
1T 1L [ o

) T 1 ) T 1

0 )\1—01,00 45 o )\1—01,2 6

FIGURE 3 — A gauche, simulation sur un échantillon de taille 10000 de la distri-
bution de ||U||« et quantile empirique associé A _q, 0 ; A droite, simulation sur
un échantillon de taille 10000 de la distribution de ||U||2 et quantile empirique
associé Ai_q 2.

14



Procédure et décision de test

Soient s € {2U oo} et Ay s = ||U||s. En pratique, pour un certain jeu de données
Y, Ay,s €t Ai_q,s sont calculés puis comparés. Si Ay s < Ai_q,s, nous décidons
de ne pas rejetter Hy : B = 0. Sinon, Ay s > A1_q,s, DOUS rejettons Hy, et nous

décidons I'hypothese alternative H fA) ou H fB) selon le test effectué.

Décision Hp: B=0 Décision H; : B# 0
t | | — |
Ay2 < Aiqp2 A-a2 < Az2

FIGURE 4 — Exemple de décision de test, pour s = 2. Soient y et z deux jeux
de données. Nous calculons Aj_q 2 sur 10000 simulations et le comparons a Ay 2
d’une part, et A, o d’autres part. Nous acceptons Hy a gauche et la rejettons a
droite.

Quel est le risque associé a la décision de rejet de Hy (i.e le risque de premiere
espece) 7 Clest le parametre a qui joue le role du niveau du test. En effet, d’apres
la définition de A\;_,,s comme quantile d’ordre 1 — o de la distribution sous Hy
de |U|5 :

Py, (Hovraie) =Pp,(B=0)=Pr,(A\ys < Aias) =1—q
et de maniere équivalente :

Py, (Hyvraie) =Py, (B #0) =Ph,(Ays > AM—a,s) =
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Proposition 4. Soit 62 Uestimateur sans biais de o2.
Alors la statistique de test Hil\z est exactement la statistique de test de Fisher.

Démonstration. Voir annexes. O

Apres avoir défini le niveau du test & «, nous nous intéressons naturellement &
la puissance P g, (Hyvraie) = 1 — Py, (Hpvraie) de ce test.

Proposition 5. a) Pour le test basé sur la statistique |U|ls, les puissances
sont données par :

(i) 1 = [d(A—a.c0 — M) — B(—A1_a.00 — M)]P pour le test A.

(i3) 1—[D (M —a,00 —M) = D (=AM —a.00 =) [1=2D (= A1 —0.00) P! pour le test B.
b) Pour le test basé sur la statistique ||Ul||2, les puissances sont données par :
(i) 1— 1|)p7pm2()\1,04722) pour le test A.

(5) 1=y, 2 (M —a.2”) pour le test B.

Démonstration. Voir annexes. O

Remarquons que ces expressions de la puissance dépendent bien de la taille de
I’échantillon y a travers les quantiles A\_q 00 €6 Ai_q,2, eux-mémes calculés a
partir de X = Xp,,.

A partir de ces calculs, nous comparons les puissances des statistiques ||U||o et
lU||2 pour le test A d’une part, et le test B d’autre part.
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Puissance du Test A Puissance du Test B

© o |
— —
o Ln
o | o
Statistique Statistique
hul, —1lIulp
o — Ul o — U Il
S S
o o
| T T | | T T |
0 1 2 3 0 2 4 6
m m

FIGURE 5 — Puissance des tests pour les test A (& gauche) et B (& droite) en
fonction des statistiques |U||» et ||U||2. Le plan choisi a 10 niveaux avec 10
observations par niveau et un risque o« = 0.05. Notons que m = 0 correspond
a 'hypothese nulle, pour laquelle nous avons bien un niveau de test égal a «,
et des valeurs de m de plus en plus grandes correspondent & un éloignement
progressif de ’hypothése nulle.

D’apres la Figure 5, nous en concluons que la statistique de test ||UJ|2 a une
meilleure puissance de test que ||U||o pour le test A. En revanche, pour le test
B, la statistique ||U]||s est plus puissante que | U]|s.

Remarque : Nous pourrions généraliser ces tests pour une matrice X non ortho-
normale constituée de ) > 1 blocs X;,...,X¢. En effet, en notant U, = Xqu et
en considérant | pax |Uqlloo €t  nax |[Uqll2 au lieu de respectivement || U||oo

3Lyerey

et ||U||2, nous avons alors toujours les propriétés (9) et (10) adaptées a ces
statistiques. Toutefois, les distributions de ces deux statistiques basées sur le
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maximum ne sont plus connues de fagon exacte, et par conséquent les puis-
sances et les quantiles d’ordre 1 — «a ne le sont pas non plus et doivent étre
obtenus par simulation. Cela motive le fait d’avoir évoqué les simulations dans
cette section alors que nous pouvions tout faire de facon exacte.

2.2 Test des comparaisons multiples de Tukey

Considérons le modele (1) dans le cas d’'un Anova un facteur. Supposons que
X = X} représente un facteur qualitatif & p modalités, avec k répétitions par
modalité. Supposons en outre que la variance de I'erreur est égale & o2. Par
exemple, pourp=5et k=2:

e e e e e
SO DODDODODO OO =
[sNeNeleNeNel S el
OO OO R R OO OO
SO R P OOOOOoOOo
_H OO0 oo

Notons B = (Bo, B1, .-, Bp) T, olt By est le coefficient associé a lintercept. En
posant B_, = (51, B2, ..., Bp)T, nous avons B = (Bo, B_,)T. Notons également
X_o la matrice X sans intercept associée a B_,. Nous pouvons montrer que
le facteur est significatif ou non, avec un test de Fisher par exemple. S’il est
pertinent pour le modele, nous pouvons utiliser les comparaisons 2 a 2 de Tukey
pour analyser les différences entre les modalités. Pour 1 < i < j < p, nous
définissons les contrastes :

0ij = Bi — B
et le vecteur de taille ¢ = p(p — 1)/2 associé :

T
6 = (61,27 51,3; sy 51,1)7 52,3762,47 "'752,1)7 ceey 51)71,177) .

Pour des plans équilibrés, la procédure de Tukey fait des tests avec un niveau
exact. En revanche, pour des plans deséquilibrés, les niveaux des tests ne sont
plus exacts et les tests de Tukey sont dits conservatifs ([3] Hayter, 1984). Cela
signifie qu’ils ont tendance a conserver a tort I’hypothese nulle

HO N (51'7]' = 0,

pour 1 < i < j < p. Apreés reparamétrisation du modele initial (1) non plus en
fonction de B mais en fonction de §, nous proposons une méthode alternative
pour tester les contrastes et les estimer. Nous montrons alors que pour certaines
matrices X issues d’un plan d’expérience désequilibré, la puissance de ce test
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est meilleure que celle des comparaisons de Tukey.

Soit A la matrice de contrastes de taille ¢ X p associée au vecteur §. Par exemple,
pour p = 5, nous avons ¢ = 10 et :

1 -1 0 0 O
1 0 -1 0 O
1 0 0 -1 0
1 0 0 0 -1
0 1 -1 0 0
A= 01 0 -1 0
0o 1 0 0 -1
0 O 1 -1 0
0 O 1 0 -1
o 0 0 1 -1
Remarquons que si nous multiplions A par le vecteur 3_, = (81, B2, ..., 35) T,

0
nous obtenons bien le vecteur § = (81— 2, B1—3, -, Ba—B5)T = (61.2,61.3,--,04.5) .

Soit C la matrice définie par C = (XL, X_o)!X™,. Nous avons la décomposition
en valeurs singulieres suivante :

T
st il Y

} =U,D, V],

ou les matrices Uy et V5 engendrent respectivement I'image et le noyau de AC,
0 est une matrice de 0 de taille adaptée, et le nombre de valeurs singulieres non
nulles r (ce sont les éléments diagonaux de D;) est égal au rang de AC. De
plus, les matrices Uy, Uy, V1, V5 sont orthonormales. Nous transformons alors
le modele initial (1) de la maniére suivante :

y=XB+e

y=P0ol,+X 0B_ote

Cy = oC1, +B_, + Ce

ACy = 3yAC1, + AB_, + ACe

ACy = yAC1,, + 6 + ACe

D;'UACy = 3,D;'UTAC1, + D;'UJ6é + D;'UT ACe
VIy =5 Vi1, +D'UTs 4+ Vie

Viy=D;'UTé + VTe

La derniere égalité utilise le lemme suivant :
Lemme 6. L’égalité suivante est vérifiée : Vi1, = 0.

Démonstration. Voir annexes. O
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En posant y = V1y, X = DflU? € = VT e, nous avons :

y=Xb6+é. (11)
Remarquons que & = V7Te suit une loi normale car c’est une transforma-
tion linéaire d’un vecteur gaussien. De plus E(VTe) = 0, et Var(Vie) =

V{IVar(e)V, = 0°I,. Finalement & = Vie ~ N,.(0,,0°L,).
Considérons maintenant le test :
Hy:6=0
versus
H, : il existe au moins un indice j, 1 <¢ < j < p, tel que §; ; # 0.

Nous allons comparer empiriquement les puissances du Lasso et des comparai-
sons de Tukey pour tester cette hypothese. Choisissons le parametre A du Lasso
de fagon analogue & celui effectué dans la section 2.1) Hypotheses alternatives et
puissance de test comme le quantile d’ordre 1 — « de la distribution de HXTS’HOO
sous Hy. Pour m appartenant a une certaine grille, nous simulons 1000 modeles
(1) avec B = (m,0,...,0)T et calculons les modeles associés (11). Nous appli-
quons alors les comparaisons de Tukey et le Lasso sur les modeles (1) et (11)
respectivement, et calculons le nombre moyen de modeles pour lesquels Hy est
rejeté.

Notons que nous pouvons appliquer Lasso sur le modele (11) car nous avons

vérifié que le bruit € associé au modele est bien gaussien, centré et de matrice
de variance-covariance égale a I’identité.

20



Plan équilibré Plan deséquilibré

2 1 21
Statistique Statistique
— Tukey — Tukey
— Lasso — Lasso
Yo} [Te}
o - o -
[} =}
T T T T T T
0 1 2 0 1 2
m m

FIGURE 6 — Puissance de test de Lasso contre Tukey, sur 1000 simulations et un
pas m de 0,1. Nous pourrions obtenir une courbe plus lisse en faisant plus de
simulations et en réduisant le pas. A gauche, le plan est équilibré, et a droite il
est désequilibré. Le cas m = 0 correspond a ’hypothese nulle, car 3 est nul et
donc d aussi, et des valeurs de m de plus en plus grandes correspondent & un
éloignement progressif de I’hypotese nulle..

Pour le plan équilibré, la puissance des comparaisons deux a deux de Tukey
est meilleure que celle du test basé sur le Lasso. Nous observons le phénomene
inverse dans le cas d’un plan désequilibré.

Contrairement aux comparaisons deux a deux de Tukey, notons que la méthode
basée sur le Lasso présente une certaine limite dans la mesure ou ne nous ne
connaissons pas d’intervalle de confiance pour les contrastes.

2.3 Simulations de Monte-Carlo

Dans cette partie, je reprogramme les simulations du modele 171 et du modele
IV de larticle Group Lasso ([10] Yuan et Lin, 2006). Le but de ces simula-
tions est de comparer les performances prédictives de différents estimateurs. Le
critére étudié est Perreur quadratique moyenne définie par I’équation (2). Nous
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nous intéressons également a la sélection de variables en étudiant le nombre de
facteurs sélectionnés par chaque estimateur.

Dans le modele I11, nous définissons un modele additif avec des variables quan-
titatives continues. Chaque variable est représentée par un polynéme d’ordre
3. Dans le modele IV, nous définissons un modele additif avec & la fois des
variables quantitatives continues et des variables qualitatives. Chaque variable
continue est représentée par un polynéme d’ordre 3.

Modele 117 :

Nous simulons 17 variables aléatoires Z1,%5,...,Z1¢ et W de fagon indépendante
selon une loi normale centrée réduite. Les covariables du modele sont alors
définies par X; = (Z; + W)/v/2, et la variable réponse par :

1. 2
Y:X§+X§+X3+§ g—X§+§X6+s,

ot & ~ N(0,22). Nous recueillons 100 observations pour chaque jeu de données.
Modele IV :

Nous simulons 20 variables aléatoires X1, X, ..., Xo0 de la méme maniere que
dans le modele 3. Les 10 dernieres covariables X11,X12,...,X20 sont alors tricho-
tomisées en 0, 1 ou 2 de la fagon suivante : pour i = 11,12,...,20, X; = 0 si
elle est plus petite que ¢71(%), X; = 1 si elle est plus grande que ¢71(%) et
X; = 2 si elle est comprise entre d)*l(%) et d)*l(%). Nous avons donc en tout
10 covariables continues et 10 covariables qualitatives. L’équation de régression
associée est :

1 2
Y = X5+ X3+ X3+ gxg —X§+§X6+21(X11 =0)+ (X =1)+e¢,
ot € ~ N(0,22). Nous recueillons 100 observations pour chaque jeu de données.
Pour chaque jeu de données, les estimateurs des Moindres Carrés, Group Lasso

oracle sur une grille de 100 A et Sbite avec comme parametre A le quantile d’ordre
1 — a de la distribution de max 16HX;FY||2 pour faire du test (cf 1.4.3), avec
q=12,...,

X4 le g-eme bloc de la matrice X et Y le vecteur des observations associé.
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Shite Group Lasso | Stepwise (*) Moindres
Oracle carrés
Modele 3
EQM 1.8 1.11 2.52 8.24
(0.07) (0.54) (2.22) 4.17
Nombre de facteurs 3.2 6.86 4.3 16
(0.1) (0.56) (2.11) 0
Modele 4
EQM 2.07 1.36 2.44 6.14
(0.89) (0.70) (1.64) 2.49
Nombre de facteurs 4.25 9.99 5.73 20
(1.17) (2.93) (2.26) 0

TABLE 1 — EQM et nombre de facteurs sélectionnés par les différents estima-
teurs. (*) Les valeurs ont été reprises de larticle Group Lasso

Les résultats du tableau sont obtenus en faisant la moyenne sur 200 jeux de
données. Entre parentheses, nous reportons également 1’écart-type associé aux
résultats sur les 200 jeux de données.

Pour le modele I, nous constatons que l’estimateur Shite a un EQM un
peu plus élevé (1.8) que Group Lasso(1.11), mais en revanche il sélectionne un
nombre moyen de facteurs (3.2) tres proche du nombre réel (3), contrairement
a Group Lasso (6.86). L’estimateur Stepwise est moins bon que Group Lasso en
EQM (2.52) mais meilleur que Group Lasso en terme de sélection de variables
(4.3). Enfin, I'estimateur des Moindres Carrés est moins bon que tous les autres
a la fois en terme d’EQM (8.24) et de sélection de variables (16). Les résultats
du modele I'V sont qualitativement les mémes que ceux du modele I11.
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3 Estimation de PEQM pour ’estimateur Sbite

Considérons le modele (1) et supposons que la matrice X est constituée de @
blocs de tailles pq, p, ..., pg, avec Zqul pq = P, X sans intercept et avec chaque
bloc X, orthonormal, pour ¢ = 1,...,Q. Nous nous proposons de calculer une
estimation sans biais de 'EQM défini en (3) pour lestimateur Sbite B°. Pour
cela, rappelons-nous la proposition suivante([8] Stein, 1981) :

Soient Z ~ N,(0,V), 0 = 0(Z) un estimateur de 0 et g(Z,...,Z,) = 0 — Z.
Remarquons que g est définie de R™ dans R™. Nous définissons

R(z) = tr(V) + 2tr(VG) + Zg?(z)

K3

ou tr désigne la trace de la matrice, g; = 0, — Z; ou le terme d’indice (i,7) de
G est la dérivée partielle de la i-éme composante de g(z1,. .., z,) par rapport a
zj. Si g est faiblement différentiable, alors

Eo(R(Z)) = R(6.9).

Pour appliquer cette proposition, posons 0= ﬁs, et @ = (8. Soit Z = ,BMCO ~
No(B,0*(XTX)71).

Lemme 7. Nous pouvons exprimer 0 en fonction de Z.
Démonstration. Voir annexes. O
Nous pouvons donc appliquer la proposition de Stein :

R(Z) = R(6,0) = tr(o*(X"X) ™)) + 2tr(0*(X"X) 1) G)+ || B° — B0 |3
La partie difficile consiste & calculer la matrice Jacobienne G des dérivées par-

tielles de g. Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 8. Pour une vraisemblance gaussienne, nous pouvons simplifier ’équation
(8) de lalgorithme résolvant Sbite, et nous avons :

. S A s
B ) = {lnrqnz}ﬁ

.S
avec ry= Xqu — Z X;FXm,Bm(y), g=1,...,Q.

m#q

Démonstration. Voir annexes. O
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Soit g : R¥ —s RP la fonction définie par g(z) = B5(XTXz) —z = 85 0 £(),
ot &(z) = XTXz. Soit Ja(f) la jacobienne d'une fonction f en le point a. Alors
G = Ja(9) = Je(z)(B°) J2(€) — Tp.

Nous avons Jz(&) = XTX. 1l reste & calculer Jg(z)(ﬁs), notons cette matrice
G. Nous allons montrer que G est solution d’un systéme matriciel linéaire et
que ce systeme admet une unique solution. Pour simplifier le calcul de G, nous
allons réecrire Bj en fonction de u = §(Z) = XTXZ = X'y, avec u, = ng la
g-éme composante de u associée au g-eme bloc X, de X. Avec ces notations et
en utilisant le lemme 8 :

65w = {1—@}}@

3
avec ry(u) =u, — E X;FXm,Bm(u)7 g=1,...,Q.
mz#q

Rappelons nous que 'algorithme Shite fixe certains blocs a 0, et d’autres non.
.S

Soient Ay l'ensemble {q¢ € {1,2,...,Q} : B,(u) = 0}, et gog=Card(Ag). Sans

perte de généralité, nous pouvons permuter les blocs X4, ¢ = 1,...,Q, de telle

S
sorte que B, (u) = 0 pour ¢ = 1,...,qo. Nous définissons aussi py = EZO:1 Dq-

N . .- . ~ S ~ S

Pour simplifier les notations, nous écrirons dorénavant 8, (u) = 8, et ry(u) =
r,.
q

S
Soient s € {1,2,...,Q}, g € {1,2,...,Q} et k € {1,2,...,ps}. Soient Vi, 3 la
X - : 5s  (oB oBl, 9B, X
sk-eme colonne de G de taille P, Vi, B, = (&IZ; , 8u;’i s ey 811;: le g-eme

~S . or or Org, T .
bloc de V,, 3 de taille py et Vi, ry = ( L o, e B, ") de taille pg.
Sk

Busk ’ Busk ’

Lemme 9. Soient g € {1,2,...,Q} et i € {1,2,...,pq}.
A

s s—1 — {1

o Wa = 5C e, 30 Ca
quantités dépendent de u.

Posons vy = ¢ } Notons que toutes ces

o lrqll2

S
i

~S 0
Alors le i-éme élément du bloc ¢ de Vi, B noté JE(Z)(,BS)%S,C = 85 est égal
Sk

T arfli - A
i WeTq,Ty Vs, Tg + Vg Ju S04 € Ao
0 siq € Ap.
Démonstration. Voir annexes. O

D’apres ce lemme 9, nous en déduisons que G est de la forme suivante :

G* OP(LXP
= G s
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ot G est la jacobienne G restreinte aux indices ¢ € Ay de taille (P—pp) X P, et

0,,x p la matrice de zéros de taille py x P. Il nous reste donc & déterminer G.

Lemme 10. Soit g € Aj.
a) Soit B, = wqrqr;F +vgly, . Alors By est inversible.

b) Soient
-1 T T
TBZIO-H Xq0+£}1((10+2 XqTo-HXQ
M = qu+2qu+1 Bq0+2 Xq0+2XQ
-
ngquJrl Xquo_,_g B,
et

0= [OP*P(»PO IP*po] )
0t Op_p, p, désigne la matrice de zéros de taille (P — po) X po.

Alors G vérifie léquation matricielle suivante :
MG =6
¢) La matrice M est inversible et G = M~14.

Démonstration. Voir annexes. O

En annexes, voir également un exemple pour ce lemme.

D’apres le lemme 10, nous pouvons calculer é, donc G puis en déduire R(#, é)
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Synthese

Lors de mon travail de Master, je me suis essentiellement interessé & une classe
d’estimateurs développée pour régulariser le probleme des moindres carrés. La
régularisation a pour but d’améliorer le compromis biais-variance. Les estima-
teurs ainsi obtenus présentent plusieurs intéréts; ils effectuent d’une part de la
sélection de variables, et d’autre part améliorent ’estimation. Un point impor-
tant est que contrairement aux estimateurs classiques, ils ne sont pas explicites
et s’obtiennent algorithmiquement. J’ai alors étudié le lien qui existe entre ces
estimateurs et les problemes de type ANOVA. Plus précisément, j’ai montré
que la puissance de test des statistiques basées sur le Lasso ou GroupLasso va-
rie selon 'hypothése alternative testée. Ainsi le choix d’utiliser le Lasso ou le
GroupLasso peut étre motivé par la nature de 'hypotheése alternative a tester.
Une autre application a consisté a montrer que la puissance du test des compa-
raisons de Tukey est dans certains cas inférieure a un test basé sur ’estimateur
Lasso. Enfin, j’ai comparé la qualité de différents estimateurs en terme d’EQM
et de sélection de variables. J’ai terminé par le calcul de estimation du risque
de Stein pour I'estimateur Sbite.

Sur un plan personnel, j’ai abordé plusieurs aspects des statistiques lors de mon
stage. D’une part, j’ai fait un travail théorique. En effet, pour comprendre la
problématique, j’ai été amené a lire plusieurs articles. J’ai également démontré
des propositions, en me basant sur la théorie statistique. D’autre part, mon
travail a nécessité la programmation avec R. En effet, les estimateurs que j’ai
étudiés s’obtiennent algorithmiquement, j’ai donc programmé les algorithmes
permettant de les résoudre. De plus, en statistique, certains calculs ne peuvent
étre réalisés de fagon explicite, et sont donc basés sur des simulations, que j’ai
également programmeées. Enfin, certains algorithmes devant étre appliqués un
grand nombre de fois, j’ai été confronté & la notion d’optimisation (temps de
calcul trop long par exemple). Un autre point positif est que j’ai appris a rédiger
avec Latex.
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Pour aller plus loin

Il peut étre intéressant d’implémenter 'estimation de 'EQM proposé dans la
section 3) Estimation de 'EQM pour Iestimateur Sbite. Nous pourrions alors
étudier le A\ qui minimise cet EQM estimé.

Une autre application possible consisterait a appliquer ces estimateurs a des
modeles a effets mixtes.

Enfin, en référence & la remarque cloturant la section 2.1) Hypotheses alter-
natives et puissance de test, dans le cas plus général d’'une matrice X non-
orthonormale avec un nombre de blocs ¢ > 1, nous pourrions également faire
appel a la théorie des valeurs extrémes pour déterminer les quantiles d’ordre
1 — . Par exemple, cela correspond a déterminer la distribution de la variable
aléatoire pax, |Uqll2 et le quantile d’ordre 1 — o associé.
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Annexes

Démonstration : Proposition 1

Faisons I'hypothese que X est orthonormale, i.e. X'X = I,4,, et considérons
le cas élémentaire avec p = 2 covariables Xy et Xs. L’idée de la démonstration
consiste a séparer le probleme de minimisation sur le vecteur 3 de taille 2 en
deux problémes de minimisation de taille 1. En effet :

1
argmin 21y - X1 + Ml
B=(B1,82)

o1
= argmin — (yTy 28" X"y + ﬁTﬁ) + A8l
B=(B1,B2)

. 1 1
= ﬁarémlﬁn) {2 (y'y — 261 XTy + B7) + AlB1| + 3 (yTy — 2BXJy + B3) + Alﬁz]
= 1,P2

. 1 1
= arguin | 3lly — XAl + M|+ 3l - Xafal} + Al
B=(B1,82)

. (1 (1
= argﬁmln (2||y — X1,81||§ + )\|B1|) + argﬁmln (2||y — XgﬁgH% + )\|,82|)

1 2

A <y, X;> A <y,Xg5 >
= 1-— s+ 11— 5
<y, Xa>[/1  IX4l3 <y, Xe>[/)  [IXe3

La derniere égalité est vraie d’apres la Conséquence 2 du Lemme 2.

La démonstration se généralise a p > 2 covariables.

Démonstration : Lemme 2

Premier cas : a > 0

Soit @ < A. Pour & # 0, f est dérivable et f'(z) = 2 — a + ‘%l)\. Nous en
déduisons que f est strictement croissante sur ]0, 0o[, et strictement décroissante
sur [—o0, 0[, donc elle atteint un minimum en 0.

Soit a > A. Pour € R — {a — A}, nous avons les équivalences suivantes :

1
5(z7a+/\)2+)\(|x|fx)>0

1 2 Lo Lo
& 5(%7@4’)\) +)\|x\f)\:c+)\af§)\ >/\af§)\
& flz) > fla=A)

Ainsi, f atteint son unique minimum en x =a — A = (1 — %) a= (1 — %) a.
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0 si a €]0, Al
En résumant, le minimum est atteint en : A .
(1 — W) a sia> A\

Deuxiéme cas : a < 0

De maniere analogue, nous pouvons montrer que le minimum est en atteint en :

0 siae[-\0]
(1—%)@ sia< =M.

Conclusion :

f admet un unique minimum en :
0 sifal < A 0 sil—2r <0
(1 A)a sifa] >N\ (1—A>a sil— % >0.

~al
max(O,lA)a<1)\> a.
|a lal ),

Pour illustration, nous avons ci-dessous la fonction ” Soft” solution de ce probleme
(prolongée par continuité en a = 0). Nous voyons qu’elle fixe & zéro les valeurs
inférieures & |A|, et qu’elle réduit les valeurs supérieures a |A|.

c’est-a-dire en :

Tracé de la Fonction Soft

Conséquence 1

Nous en déduisons que pour A > 0, a € R*, ¢ > 0 et x € R, nous avons :
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A
argminf(z —a)? + \z| = < - /C) a
x 2 ‘a| +

Conséquence 2

Nous en déduisons que pour A > 0, u € R? — {0}, v € R? — {0} (avec < u,v >#
0) et z € R, nous avouns :

1 A <u,v>
argmin§||u—vx||§+/\\x| = (1 ) ik
@ +

[<uv > VI3
En effet,
1 2
argmin—|lu — vz||3 + Az
r 2
.1
= argmmi(HuH% — 2z < u,v > +27||v|3 + \z|
xr
2 2
= argminHVH2 <x— = u’V2>) + Az
s 2 vz
B (1 A ) <u,v>
[<uv>/ vl
La derniere égalité est vraie d’aprés la conséquence 1, avec ¢ = ||v||3 et a =
<u,v>
Ivis -

Démonstration : Proposition 3

Nous savons que sous Hy : U ~ N,(0,,1,). Nous en déduisons, pour ¢ = 1, ..., p,
que les variables U; suivent une loi normale centrée réduite et qu’elles sont
indépendantes deux a deux.

a) Commencons par déterminer la loi de la variable aléatoire max |U;|. Soit
i=12,...,p

F sa fonction de répartition. Alors pour ¢ > 0, nous avons :

FHO (t)
= Pu(_mpx U <0)

i=1,2,...,

= [Pu,(JU1] <))
= [Py, (=t <U <t))P
= [1-=2¢(-t)"
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Par définition de A;_q,00, NOus en déduisons :

FH()()\lfoc,OC) =1l-a
o (1-20(-Mww))’ =1-a

S Mogoo=—0" (—;((1 —a)r — 1)) .

b) Remarquons que [|U|5 = Y-V, U7 ~ x2. La valeur A\;_,» est donc directe-

ment liée a loi du XZQ,. En effet, nous avons :

Pr,([UJ3 <) =1-a
& Py (Ul < VE) =1-a

Cela entraine A\i_,,2 = v/, par unicité du quantile.

Démonstration : Proposition 4

Nous définissons les sommes de carrés SCT (Somme des Carrés Totale), SCF
(Somme des Carrés du Facteur) et SCR (Somme des Carrés Résiduelle) de la
maniere suivante :

SCT = ||y — X8|l
~ MCO
SCF = X8~ - Xal3
~ MCO
SCR= |y X8 |5
Elles vérifient la propriété SCT = SCF + SCR. Or X est orthonormale, d’otu :

HMCO 5 T\ — 1T |12 T \T~T T (2
SCFu, =[XB8 [Z=[XX'X)" X'ylz=X"y) Xy =[X"yl3
ly=x8"°
Soit 6% = ynfp? = i%; 'estimation de o2 sous Hi, alors la statistique
de test de Fisher observée est
SCFu, 1X"yl3
_ _p _ _p
Fobs = —sor 52
n—p

Remarquons que nous divisons SCF g, non pas par p — 1 mais par p car nous
avons un modele sans intercept, donc le degré de liberté associé au facteur est
bien p.

Soit Fpn—p,1—a le quantile d’ordre 1 — o de la statistique de Fisher a p et n —p
degrés de libertés. Le test de Fisher rejette Hy au risque de premiere espece «
des lors que Fops > Fp n—p 1—a, autrement dit des lors que :

IXTy[3 > p6*Fpn-p,i—a-
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Soit maintenant T la variable aléatoire T = ||XT X ||;. Nous considérons le quan-
tile d’ordre 1 — & de la distribution de T sous Hy (i.e avec 3 = 0 et donc y = ¢).
Notons le Aj_q,2. D’apres la section 2.1) Hypotheses alternatives et puissance
de test, nous rejettons Hy des lors que :

Yy
||XT5H2 > AM—a,2,

c’est-a-dire :
IXTyll5 > AT, 267

Nous retrouvons bien la méme procédure de rejet que pour Anova, basée sur

[XTyl]3. Il nous reste & montrer que les valeurs critiques sont les mémes. Re-
1xTyi3
marquons que T? = || XTY|3 , d’ott 2T? = —2%—. Nous en déduisons que
g2 > D

e
11;/\%_%2 est un quantile d’ordre 1 — a d’une loi de Fisher a p et n — p degrés de
libertés. Finalement $A?_, 5 = Fynpi-a et M_q0 = PFpn—pi-a-

Nous avons donc bien égalité entre les valeurs critiques.

Démonstration : Proposition 5
Soient 1, = (1,1,...,1)" de dimension p x 1, et §, = (1,0, ...,0)T de dimension

px 1.

a) (i) Sous Hl(A), nous savons que 3 = ml, et dans ce cas U ~ N,(m1,,I,).
Pour i = 1,2, ..., p, les variables U; ~ N(m, 1) sont indépendantes deux & deux,
d’oli :

PHiA) (HfA)vraie)
= 1- PHiA)(Ay7oo < A—ano0)
L=Pyen(_max (JUil) < M-aoo)
= 1—- [PH£A>(|U1| < Al—a,oo)]p
= 1- [PH(A)(_Al—(X,OO -—m<U;—m< )\l—a,oo o m)]p
1

= 1- [d)()\lfayoo — m) - q)(_)\lfa,oo - m)]p

a) (ii) Sous Hl(B), nous savons que HfB) : B = md, et dans ce cas U ~
Np(md,,I,). Pour i = 2,...,p, les variables U; ~ N(0,1), et Uy ~ N(m,1)
sont indépendantes deux a deux, d’ou :
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P o (HP)vraie)
- 1- <
L= P 5 (Moo < At-avoo)

= 1-— PHEB)(z:I]I}Qa:X’pOUZD S )\1_04,00)

1@ ([U1] < Mza,00) [P([U2] < Micaoo) P
= 1- [(b()\l—a,oo - m) - (b(_)\l—a,oo - m)][l - 2¢’(_A1—a,oo)]p71

= 1-P

b) (i) Sous H{A), nous savons que 3 = ml, d’ot U ~ N,(m1l,,I,), et donc
103 = 37, U7 ~ X2 > par indépendance des variables Uj,i = 1,...,p. 1l
vient :

PH§A) (Hl(A)Vraie)
= 1= PHiA)(Ay,Q < )\1704,2)
= 1-— PHiA)(HU”% < )\?704,2)
= 1- wp,pmz ()‘%7&,2)

b) (ii) Sous Hl(B), nous savons que 3 = md, et dans ce cas U ~ N,(mdp,1,), et
donc [|U|3=>"_,U? ~ thmg par indépendance des variables U;,i = 1, ..., p.
Il vient :

PHfB) (Hl(B)vraie)
= 1- PH§B)()\y,2 < Ai—a2)
= 1- PH§B>(||U||§ < )‘%—a,Q)
= 1=, (A _0)

Démonstration : Lemme 6

Soit AC la matrice avec les notations de la section 2.2) Test des comparai-
sons multiples de Tukey. Nous voulons montrer que V{1, = 0. Cela revient
4 démontrer que vT1, = 0 pour toute colonne v de Vi. Soient u un vecteur
singulier a gauche et v un vecteur singulier a droite pour AC. Alors u est une
une colonne de U; et v est une une colonne de V;. Notons o la valeur singuliere
associée. Par définition, nous avons les égalités suivantes :

ACu=o0u
(AC)Tu =ov
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Par transposition de la deuxiéme égalité, puis multiplication a droite par 1,,
il vient uTAC1,, = ovT1,. Si nous montrons que uT AC1,, = 0, alors nous
aurons terminé la démonstration.

Pour ¢ = 1, ..., p, notons k; le nombre d’observations de la i-eme modalité. Alors
par définition de X _g, la matrice X, X _q est diagonale et le i-¢me élément de
sa diagonale est égal a k;, pour ¢ = 1,...,p. Notons D), cette matrice. De plus,
XT1, = (k1,ka, ..., k,)T. Nous en déduisons :

uTAC1,
= u'AXT X o) 'xT1,
= u"AD, (ki ko, ... kp) "
= uTAlp.

Or A1, est nul par définition de A, ce qui termine la démonstration.

Démonstration : Lemme 7

D’apres les équations normales, nous avons : X y = XTXﬁMCO. Or ’équation
définissant Sbhite montre que /65 dépend de XTy. Nous pouvons donc écrire :

58 — ,BS(XT)’) — ﬁS(XTXI@MCO) _ ,BS(XTXZ)

Or 8% = 6; nous avons donc réussi & montrer que 6 = é(Z)

Démonstration : Lemme 8

D’apres (8), nous avons, pour q=1,...,Q :

~S A ’ ~EMVC
5 - ( ) goe
! Ve, (XBO%y),)

+
Posons s, =y — 237&(1 X,y Alors :
~EMVC , @
B, = argmin(—1()_ XmB,, + XB,:))

Pq m#q
= argmin||s, — XqﬁqH%
q
= (X;X,) 'X]s,

ry.
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1
Vg (XBry) = Vﬁq(*illsq - X,B8,l3)
1
= —3Va, (sq8q + B By — 28, X7's)
1
—5(2@1 —2X's,)

= X;sq— B,

D’ou Vﬁql(Xﬂ(q)HO; y) = ngq =r,, ce qui termine la démonstration.

Démonstration : Lemme 9
: 2 S op;
Si g € Ay, alors B, (u) =0 et donc %Z; =
_ ~ S ~ S
Si g € Ao, nous avons B, (u) = c;ry. D'out B, = cjry,. Notons que ry et ¢,
dépendent de u. Alors :

~S

a’G‘Zi(u) _ Scs—lr_acq Tt Ory,

Ous, 7 " u,, ?0ug,

B S P

r,,
g3 Ous, 1 0u,,

Pq
_ s—1 A 8TQJ’ s 8rlh
= ch qu +c
Odu,,

r,.
HI‘qu’ q1 i=1 qausk

A
= sc 173rqirgvsqu+c
l[rqll2

S arth
10u,,

r‘li

T
= wyryT, Vs Iy + v, —2.
a¥q;Tq Vs Tq q

: Ous,

Démonstration : Lemme 10
Soit g € Ao.
a) Nous allons montrer que B, est symétrique définie positive.

7 . . T 7’ . . 7 o, 7 .
Symétrie : wyr,r, et vy, sont symétriques, donc par linéarité de la transposi-
tion B, est symétrique.

Positive : Soit u € RPe. Alors u”Byu = wou'ryrutv,u’ I, u = wy(ryu)® (r]u)+
vguu = wy[rgull3 + vglul3 > 0.
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Définie : Supposons uTBgu = 0, alors wglr] ul|3 + vgllul|3 = 0 ce qui entraine
vg|lull3 = 0. Or vy > 0 car g € Ay, donc u = 0.

org
b) Nous avons

.3
=00 = X5 XV, B,, ,ou b,k est égalalsig=s
et i = k, 0 sinon. Soit 62’“ le vecteur associé de taille p, tel que si ¢ # s toutes
les composantes valent 0, et si ¢ = s toutes les composantes valent 0 sauf la

s

s-eme qui vaut 1. Notons G;, la si-eme colonne de G. Nous avons d’apres le
lemme 9,

VB, = wqrqr;FVSqu + 14V, 1q
.S
VB, = (wqrqr;F + 1)V, 1g
.S
VsBy = B¢Vs,ry
_ .S
B,'V.B8, = Vr,
o S o S
Bq lekIBq = 6;1% - Z X’;‘vaswam
m#q
— ~S pS
B, 1V8kﬂq + Z X;FXmVSk - = 62k
m#q
T T -1 T ~ F
(Xg Xgo+11Xg Xgoi2|-.[ By [ [X; XQ) Gy, = 65"
Cela étant vrai pour tout bloc ¢ € Ay, nous avons :
-1 T T .
Tqu+1 qu+1)1(lm+2 XqTo+1XQ (234-1
— ~ k
qu+2qu+1 q0+2 qu+2XQ GS — 6qo+2
k
-1
ngquJrl XquoJrQ B, Z’;JFQ
puis, en généralisant a toutes les colonnes de G:
-1 1 1 QRrg
qu+1 X:{wl}l{qo%-? X;E)HXQ 6q3+1 6q§+1 S o+1
T - T ~ 1 1
X(Zo+2X(IU+1 qu+2 XQU+2XQ G = 6q;+2 5‘134,_2 (sqolfg
o o -
XoXp+1  XoXgr2 o By 5y 05 .. 53“?

Or la matrice de droite dans cette équation est exactement la matrice § de
I’énoncé, ce qui termine la démonstration.

c) Rappelons que g € Ag. Soit D la matrice diagonale par blocs, ou chaque bloc
est égal a Bq_l. D est inversible, car les blocs Bq_1 le sont. Soit X la matrice

[quﬂ Xgot2 o XQ]. Nous pouvons montrer que XTX est symétrique

définie positive, donc inversible. Remarquons que M = DXTX. Nous avons
alors det(M) = det(D)det(X*X) > 0, donc M est inversible.
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Explication Relaxation

Le vecteur 3 est initialisé en lui donnant une valeur arbitraire. L’algorithme de
relaxation commence par fixer les composantes 2, 33, ..., By du vecteur 3 et a
faire varier 81. Avec les notations définies précédemment, la composante 3, est
mise a jour telle que :

o1
B = argﬁmm§|\y*X5H§+/\H5H1
1

1 2 -
= arg/‘gllmnﬁﬂy - X8 = XiBlla + )\Z | B; |

i=1

o1
= argm1n§|\r1 — X153 + AlBi]

B1

. (1_ A ) <I‘1,X1 >
l<r,Xi >/, X3

La derniere égalité est vraie d’apres la conséquence 2 du Lemme 2.

Apres avoir calculé la premiere composante 37, I’algorithme fixe maintenant les
composantes 31, 3, ..., B, de 3 et fait varier 8. De maniéere analogue au calcul

. . _ _ A <rs,Xo>
de B, il vient By = (1 ‘<r27X2>)+ EoEa

Toutes les p composantes du vecteur 3 sont ainsi mises a jour. Cette opération
est effectuée autant de fois que nécessaire jusqu’a convergence de ’algorithme.
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Explication du Lemme 10
Considérons 'exemple suivant : supposons que Q = 3 et p;1 = ps = p3 = 3.
Ainsi P =37 p; = 9.
.S ~S ~S
Supposons que 'algorithme SBITE renvoie 3,, 35 non-nuls et 3, = 0.

.S .S .8
Renumérotons les variables par permutation, de telle sorte que 3; = 0, et 8,, 85
soient non-nuls.
La Jacobienne G est donnée par :

0B, B, 0B, o, o, o3, o, o
81}%1 8‘}%2 8‘3%3 a‘f’él 8':%2 8‘}%3 8‘}%1 81}%2 a‘fgs
81312 8512 3512 8ﬁ12 a:alz 8612 8B12 aﬁlz 8ﬁ12
Ouiy 0w, 0wy Ouyy  Ouy,  Ouyy Oug,  Oug,  Jugy
0By, 0By, 0By, 0By, 0By, 0By, 0By, OB, 0By,
81}%1 alféz 8‘:‘%3 63%1 81}%2 81}%3 8‘}%1 6‘:‘22 81}95’3
61621 8,621 8521 aﬁgl aﬁzl 81821 8:621 8321 6ﬁ21
a';lél 8'1"%2 813%3 6‘}%1 61}%2 8?%3 8'1121 8‘}93’2 61}23
G _ | 9B2, 0By, 0B, 9By, 0B, 0B, 9By, 0B, 0B,
8':‘%1 3‘}%2 813%3 61}25’1 61:%2 8‘}%3 3‘}%1 81}%2 61}35’3
0By, 0By, 0By, 0By, 0By, 0B, 9By, 0By, 0B,
al}él 81}é2 a?és 61}%1 8';‘%2 (913%3 8‘}%1 61}%2 613%3
B3, 0Bs,  9B3, 0Bz, 0By, 0B3z 9B, 0By, 0Bs;
Ouiy 0w, 0wy Ouz, Ouy,  Ouyy Oug,  Oug,  Jugy
oB,, oBs, 0B, OBy, 0By, 0B, 0By, 0B, OB
gl}él 8‘}%2 8‘}%3 8‘}%1 8‘}%2 8‘}%3 8‘}21 6‘}%2 81}98’3
,633 8,833 8,333 8ﬁ33 6[333 6:633 8:633 8533 8533
_6].111 8u12 81]13 61121 BUQ2 6].123 Bugl 81132 BU33 a
~ , a8;.
Comme (3; = 0 alors pour i,s et k € {1,2,3}, u. 0 et nous avons :

[0 0 0 0 0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0B, 0By, 0By, 0By, 0By, 0B, OB, 0B, 0P,
al:lél a'féz a':léS 61}25»1 61}%2 6':‘%3 a':lgl 8':‘%2 61}33’3
61822 8,322 6B22 8ﬂ22 6:822 61322 8322 8322 8ﬁ22
G _ a‘}é1 81}%2 8‘3%3 a‘f’él 8'}%2 a‘}és 8‘}%1 8‘}%2 a‘fgs
0By, 0By, 0By, 0By, 0By, 0By, 9B;, 0By, 0B,
Ouiy 0w, 0wy Ouyy Ouy,  Ouzg Oug,  Oug,  Jugy
B3, 0Bs,  9B3, 0Bz, 0By, 9Bz 9Bz 0Bz, 0Bs;
81}%1 0‘}%2 8‘:‘%3 a‘}%l 81}%2 81}%3 0‘}%1 8‘}%2 81}38,3
3,@32 8,332 8332 8ﬁ32 8[332 8,@32 8,332 8ﬁ32 3[332
al;lél 8':"%2 a';’és al}él [‘)1}%2 61}%3 8’1’?5’1 81}98’2 6'1138’3
B3, 0Bz, 0Bs, 0Bs, 0Bz, 0Bz, 9Bs, 9B, 0B,
| Oui, duy, Jui, Jduz, OJua, OJuz, Jdug, dus, Jdusz, |

Soit G la matrice G restreinte aux blocs non-nuls, i.e la matrice définie par :
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r o aS 2S 5S 5S 55 ~S 2S 2S 5S
0By, 0By, 0B, OBy, 0B, opy 0By, 0By B,
allél aLIéZ QUég au%l 611%2 811%3 81.1%1 811;;:2 au?S,B
0B,, 0B,, 0By, 0By, 0By, 0By, 0B, 0B, 9B,
61.111 6[112 QU13 Bugl 61122 61.123 0[131 81132 BU33

S S S S S S S S ~S
} 0By, 0B, 0By, 0B, 0By, 0By, 0B, 0B, 0B,

(; _ auél 8ué2 BuéS Bué1 auéz 8u§3 augl Bqu 8u%3
81331 8531 3531 8ﬁ31 8ﬂ31 aﬁal 8&31 8531 8ﬁ31
aull (9L112 3Ll13 81121 8u22 8u23 8u31 3L13.2 BU33

S P S S S S P S S
0Bs, 0B, 9Bs, 0B;, 0Bs, 9Bz, 0B, 9Bz, 0IBs,
81111 81.112 8‘.113 6u21 8u22 81123 81.131 6‘.132 81133
085, 0B, 0By, 0B, 0By, 0B, 0By, 0B, 0B,

_8u11 8u12 81113 GUQI 61.122 81.123 Bugl 81132 61133

Notons Gsk la sp-eme colonne de G7 tel que

n

~S ~S ~8 ~8 ~S ~S
9B2, 983, 0B2, B3, 983, 0Bs,

Oug, Oug, Jug, Oug, Jug, Oug,

sk —
D’apres la démonstration du lemme 10, nous avons alors :
B;' XIXs) Gy, = 63
Nous avons également :
[XIX, B! G, = &%
{ B, XIX; ] & _ [6;"}
X3X, Bj! R

d’otl1, en concaténant toutes les colonnes de G, nous avons :

By' XIXs| & _ [0 8 8¢ &y 8y 03 8y 4y
XX, Bj' 830 8 6y 63 63 63 63 6

d’ott, d’apres la définition des 9",

{ B;! ngg} é_ |:03><3 | I3 | ngs}
XTX, Bgl O03x3 | O3x3 | I3
Finalement :

B, XIX;]:z

[Xfxg Bt | G = 00 Tl
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