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Chapitre 1

INTRODUCTION

Dans la recherche halieutique, c¢’est-a-dire qui concerne la péche, on peut utiliser
des modeles de surplus de production (surplus-production model, SPM) pour étudier
I’évolution de la biomasse d’une pécherie et estimer le rendement équilibré maximal
(maximum sustainable yield, MSY), ce qui correspond a la prise maximale ne com-
promettant pas la survie a long terme de la population. Ce sont les modeles les plus
simples capables d’évaluer le stock de poissons ainsi que de déterminer un taux de
péche parce qu’ils regroupent en une seule fonction de production le recrutement de
la biomasse, sa mortalité et sa croissance. De plus, ils ne requierent que tres peu
de données par rapport a des modeles plus complexes tels les modeles de structure
d’age : seulement une série temporelle d’indice d’abondance de stock (par exemple,
le CPUE, Catch-Per-Unit-of-Effort, (Edwards et al., 2012)) et les prises associées
sont nécessaires. Ils peuvent aussi étre utilisés lorsque les données sont tres limitées
(Chaloupka and Balazs, 2007). Méme s’ils sont critiqués pour étre moins réalistes
que les modeles de structure d’age, les SPM restent tres utiles dans la mesure ou
ils peuvent donner des résultats aussi utiles que ceux obtenus a 'aide de modeles
plus complexes (Ludwig and Walters, 1985). Ils sont par ailleurs toujours tres utilisés
dans la gestion des pécheries (Panhwar et al., 2012; Prager, 2002). Nous nous sommes
intéressés au cas a temps discret, mais nous pensons que des résultats similaires pour-
raient étre obtenus en temps continu (Ewald and Wang, 2010).

A chaque SPM est associé une fonction de production f(-) donnant la production

de stock au temps ¢ + 1 en fonction du stock de biomasse au temps t. La différence



de stock de biomasse entre le temps ¢ + 1 et t est la différence entre la production de

stock de biomasse et les prises au temps ¢ :
Biy1 — By = f(By) — Gy, (1.1)

ou B; est le stock de biomasse au temps t et C; correspond aux prises au temps t.
Pendant ce stage, nous nous sommes focalisés sur le modele de Pella et Tomlinson

(Pella and Tomlinson, 1969) dont la fonction de production est donnée par :

F(B) = p; LB (1 - (%)p> . t>0, (1.2)

ou r € (0,1) caractérise la croissance de la population, K est la capacité maxi-

male de population et p est un parametre d’asymétrie. Ce dernier parametre permet
d’introduire une asymétrie dans la courbe de production, ainsi qu’on peut le vérifier
sur la Figure (1.1)

Il y a deux cas particuliers : p = 1 correspond au modele de Schaefer (Schaefer,
1954) avec une fonction de production f(B;) = 2rB;(1 — B;/K) et le modele de Fox
(Fox, 1970) est le cas limite ou p tend vers 0, ce qui donne la fonction de production
f(Bt) = —rBlog(B,/K).

Dans un modele déterministe, si l'espece ne disparait pas, on suppose que la
biomasse va converger vers une certaine valeur B (hypothese d’équilibre). Le MSY
correspond alors au maximum de f(B), et la stratégie est alors de garder la biomasse
au niveau maximisant le surplus de production et de le pécher. Pour le modele de

Pella et Tomlinson, on obtient :

-2 (2)

= f(B)=1-(1+p) (g)p:o
K
R

Donc la biomasse qui maximise la fonction de production est Byrgy = K/(p + 1)/,

<~ B =

Alors le MSY est égal & f(Buysy = Kr/(1+ p)'/? et le taux de péche optimal est
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Figure 1.1. Représentation de la fonction de production du modele de Pella et
Tomlinson selon différentes valeurs du paramétre p.

Fysy = MSY/Bysy = r. La paramétrisation utilisée dans ce mémoire pour le
modele de Pella et Tomlinson permet ainsi d’avoir r comme taux de péche optimal
quelle que soit la valeur de p. Lorsqu’on fait tendre p vers 0, pour le modele de Fox,
on obtient By sy = K/e, MSY =rK/e, et Fysy = 1.

Supposons qu’'un stock subisse un choc environnemental qui réduise sa biomasse
presque a zéro. Lorsque B est proche de zéro, le taux de croissance dans (1.2) est
(p+ 1)r/p. Ainsi, plus p est grand, plus le stock va mettre de temps pour se rétablir.
Ceci nous indique que pour le modele de Pella et Tomlinson, il semblerait que la
sensibilité a la variabilité environnementale croit avec p. Pour le modele de Fox, le

taux de croissance pour B proche de zéro est —rlog(B;/K). 1l tend vers +oo lorsque



B; tend vers 0 et est bien plus grand que pour le modele de Pella et Tomlinson. Le
modele de Fox serait donc bien moins sensible a la variabilité environnementale.

Les modeles de surplus de production ont été critiqués pour leurs estimations
en général trop optismistes du MSY (Larkin, 1977; Boerema and Gulland, 1973).
Ainsi, pour améliorer la pertinence de ces modeles, on veut prendre en compte la
variabilité environnementale en incorporant au modele un bruit aléatoire multiplicatif

g; (indépendant et identiquement distribué), de variance o2. On obtient alors :

b= [ e (1 (B)) onle s

ou ¢ est le taux de péche, avec, dans (1.1), C; = ¢B;. L’hypothese déterministe

d’équilibre (Byy1 = B;) devient alors une hypothese stochastique d’équilibre, ¢’est-a-
dire que la distribution de B;;; est la méme que la distribution de B;.

L’objectif est d’abord de généraliser les résultats obtenus par Bousquet et al.
(2008) pour le modele de Schaefer au modele de Pella et Tomlinson. En premier,
on étudie le processus stochastique défini par (1.3). On exhibe une distribution
pour les résidus qui permet d’obtenir une expression de la distribution stationnaire
et on en déduit une borne pour la variance de ces résidus qui assure 'existence du
processus. Ensuite, on détermine l'impact de la variance des innovations sur les
points de références biologiques en déterminant des versions stochastiques du M SY
et de Fisgy. Les calculs ont été faits a la fois a 'aide de la distribution stationnaire
précédemment déterminée mais aussi dans un contexte plus général en ajoutant ’effet
d’une autocorrélation dans les innovations. L’autocorrélation peut étre associée a des
périodes de bonnes ou mauvaises années pour le stock. Le modele limite de Fox est

aussi étudié pour obtenir des résultats équivalents.



Chapitre 2

GENERALISATION DU MODELE DE SCHAEFER

Dans ce chapitre, nous allons nous focaliser sur 1’étude du modele stochastique
(1.3). En imposant un modele particulier pour les innovations, on détermine la forme
de la distribution stationnaire de (1.3), puis on étudie la tolérance au bruit environ-
nemental du processus. Pour ¢ et r fixé, on détermine une borne supérieure pour la
variance des innovations qui nous garantit la stationnarité du processus, ou autrement

dit, que la population survive a long terme.

2.1 Stationnarité du modéle de Pella et Tomlinson

On peut supposer sans perte de généralité que Vi € N : F(g;) = 1. En effet, supposons

que Vt € N, E(g;) = p, alors on a :

p+1

+1 B Ve
B = (1_¢+TT)BtM_p 3 t

r

Kp'uu

On va alors reparamétriser le modele en écrivant :

(1_¢+[%IT)N:1_¢M+MTM

p
Kol = 1
Ce qui donne :
S
Pp = OH

On a bien reparamétrisé 1’équation :

+1 +1)r



avec E(w;) = 1 ou les (w;) sont indépendants et identiquement distribués.

On va réécrire (1.3) afin de faciliter 'étude du modele a I'aide de cette proposition

1
Proposition 2.1.1. Soit Z, = % (%) " alors I’équation (1.3) est équivalente

p—op+r(p+1
a:
+1
Zii =01 -6+ 2720 2,0 - 2P)e, (2.1)
Proof. On a :
+1 +1 Bt
(oo ),
p+1 p+1 (Bt>p 1
— Bii=(1—0+ r|Bll—-——r | =] —— ]¢
t+1 ( o) » )t( » K 1—¢+7%r t

+1
— Zy=(1-¢+7

T’)Zt(]_ — Zf)é‘t

]

L’équation (2.1) est bien définie tant que 0 < Z; < 1. Puisque la valeur maximale
dans (0, 1) de z(1—27) est p/(14-p)*/P*!, 2, va rester dans (0, 1) tant que les innovations

(Ltp) /0T 3 ) Cette condition apparait dans le théoreme suivant qui

satisfont ¢, € (0, P

généralise le Théoreme 1 de (Bousquet et al., 2008) au modele de Pella et Tomlinson.

Théoréme 2.1.1. On considére {Z;} la chaine de Markov définie par (2.1). On
suppose que les innovations {e;} sont indépendantes et identiquement distribuées, de
support inclus dans R+.

Si zg €]0,1] et si le support des innovations Supp(e) est égal a (O, %),
alors la chaine est irréductible et apériodique. Il s’ensuit que si la chaine de Markov

admet une distribution stationnaire, alors pour tout état initial, elle va converger vers

cette distribution stationnaire.



Proof. La preuve est exactement la méme que dans (Bousquet et al., 2008) en utilisant

Az) = (1= ¢+ Er)z(1 - 27). O

A présent que nous avons obtenu, sous certaines conditions, l'existence d’une
unique distribution stationnaire pour la chaine de Markov {Z,}, nous allons spécifier
dans le prochain théoréeme une forme particuliere pour les résidus de telle maniere a
obtenir une distribution stationnaire explicite pour {Z;}. Dans un premier temps,
nous allons faire quelques rappels sur la loi Beta, notamment sa définition et le calcul

de ses moments :

Définition 2.1.1. Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité f et (o, f) €

Rf. Alors X suit une loi Beta de paramétre («, 3) si :

[(a+ ) ol
I'()I'(B)

Proposition 2.1.2. Soit X une variable aléatoire suivant une lov Beta de paramétre

(a,B) et u € RY. Alors :

f(zla, B) = (1—2)" L a)(2)

w Tla+ ) (a+u)
BXY) = F(a)(a+ B +u)
et
" puy L@+ B)T(a+u)l(B + pu)
BX =X = R T T a 1B tputu)

Proof. On utilise le théoreme de transfert dans les deux cas. On obtient :

r o 1 at+r— —
E(X") = fafds [§aotr (1 —2) de

U(atp) Tlatr)T(5)
L(@)T(8) T(atp+r) ’
_ T(a+B)T(atr)

I'(a)T(a+B+r)

et

r T I'a 1 qdr— e
BE(X"(1-X)) = r((a)I:(Bg)) izt (1 — ) Bl

L(a+p) T'(a+r)(B+pr)
L(a)L(B8) T(a+B+pr+r) *




Théoreme 2.1.2. Soit v = ’%17“—¢ > 0 et supposons que 7y et p sont tels que a3, > 0
ou

7 +3°+2y

1+ +py)

Soit 0% € (0,0%,) et on définit o et B par :

oy =

1 ) 1+ 2 2
5=m (2—3—7—02(14‘7))4‘\/402 p2p+(5—7—02(1+7))
a=py—1/p,

5 . . . . (14p)t/pt1
alors a,, B > 0. Supposons qu’il existe une variable aléatoire € de support (O, p—_p¢+T(p+1))

dont les moments sont donnés par

. 3 TP+ B+v+Y)
E[g]_<§,+a+ﬁ> [(a+ 6+ OT(B +v) 22)

Si les innovations {e;} dans (2.1) ont pour moments (2.2), alors la distribution sta-

tionnaire de la chaine {Z!'} est une loi Beta de paramétre (o, [3).

Proof. Par construction § > 0, il reste a montrer que o > 0 :
s _ T3+ 2y
(14721 +py)
2 2 2 2 3 2 2
S Py 27 +27 —py = py > o (14+9) (L4 py)
)

= [L+p)* +21+7)y = @ +py* > *(1+9)* (1L +p7)

1+ 2(1 + 1+7)? 1
p by 8 by
I1+p  (1+7)%% 1+~ )
> — 2/p—y—0°(1+~
p o (2/ (1+7))
1+ 414+ 9)%0*  4(14v)o?
> 40” 2p> ( 272) B th) 2/p—v—0c*(1+7))
p by Py
1+p 2(1+ 7)o
= J1r g = — o> 2T oo 4))
1
— > —
by

a>0



Comme les conditions de 2.1.1 sont vérifiées, on a l'existence et I'unicité d’une
distribution stationnaire. On suppose que Y; = Z¥ suit une loi Beta de parametre

(cr, B) et on montre que la distribution est invariante. Le processus pour Y; est :
Yiii=(1—-9¢+r(p+1)/p)Yi(1-Y,)'e (2.3)

D’abord, d’apres la Proposition 2.1.2, on a pour tout u > 0 :

[la+ Ao+ u)
F(a)(a+ B +wu)’

E(Y") =

et :

F(a+ B)(a+uw)I'(8 + pu)

I'(a)I(B)T(a+ B+ pu+u)

On cherche a évaluer (1 — ¢ +r(p+1)/p)P*E{Y*(1 —Y;)?*}E(e}"). Comme 1 — ¢ +

ri(p+1)/p=1—-7et 5/(1/p+a+p)=1/(1+7), en remplagant E(e;") par (2.2),

E(Y'(1-Y)") =

on obtient :
I'(a+ )« +u)
F'(a)(a+ 6+ u)

ce qui est égal au u® moment d'une loi Beta(a, 8). Ainsi, d’apres la propriété qu'une

distribution bornée est déterminée de maniere unique par ses moments (Shohat and
Tamarkin, 1943), Y;,1 suit une loi Beta de parametre (a, ).

Il reste & vérifier que E(g;) = 1 et Var(e;) = 0. Pour cela, on prend les moments
de (2.3), on isole E(el") et on calcule les cas ot u = 1/p et u = 2/p. Le calcul n’est

pas développé ici. O

La condition 0% < o3, est nécessaire pour I'existence de la distribution station-
naire, ou autrement dit, est une condition nécessaire de non-extinction de la popula-
tion. Des figures représentant ’évolution de 0%, en fonction des différents parametres
ont été placées en annexe. La Figure (A.1) en donne l'évolution en fonction de
r(p+1)/p qui est le facteur de (1.2). Pour p fixé, on remarque que plus r augmente,
et plus o2, est grand, donc plus le systéme peut soutenir une importante variabilité

environnementale. En revanche, il semblerait que lorsque p augmente, 032, diminue.
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C’est ce qui est confirmé par la Figure (A.2) ol on observe 1’évolution en fonction
de p avec r fixé. La borne supérieure de la variance chute tres rapidement lorsque p
augmente en étant inférieur a 1 puis continue ensuite a décroitre plus lentement avec
de plus grandes valeurs de p. Pour ces deux figures, on s’est contenté de prendre ¢ = r
(c’est-a-dire le taux de péche optimal pour le modele déterministe), mais on observe
sur la Figure (A.3) que la sensibilité du processus a la variabilité environnementale
diminue lorsque ¢ augmente. On observe d’ailleurs un maximum du taux de péche
qui correspond au cas ou v = 0, c’est-a-dire pour ¢ = r(p+1)/p.

Pour certaines valeurs des parametres, la borne supérieure o3, pourrait devenir
négative si p est trop grand. En utilisant Maple, on peut déterminer le maximum de

p pour que o3, soit positive :

V12— 10r¢ + 12r + 9¢2 — 12¢ + 4 — 212 + 2r¢ + 3r — 3¢ + 2

’e 27 =26+ &)

Toutefois, ce résultat reste d’'une importance relative. Il s’avere en effet que si en
théorie p pouvait prendre n’importe quelle valeur positive, en pratique on observe
que p ne va jamais atteindre des valeurs suffisamment grandes pour atteindre ce
maximum.

Jusqu’ici, nous avons supposé qu’il existe bien une variable aléatoire ¢; satisfaisant
les conditions du Théoreme 2.1.2. Avec quelques hypotheses supplémentaires, on peut

en montrer 'existence :

Proposition 2.1.3. Soit v, «, et B définis comme dans le Théoreme 2.1.2. Sup-
posons que p € Q et s’écrive p = d/q avec d,q deuz entiers positifs non nuls. Si

B> pa et a+ > q, alors il existe une variable aléatoire €, de moments (2.2) et de

(p+1)'+1/P
support (0, p*p¢>+r(p+1)> .

Proof. Soit Uy, ...,Us_1,Vo,...,Vy—1 d + q variables aléatoires indépendantes telles
a+B+i (B+i)g—ad ot
d+q > d(d+q)

at+pB+d+j (a+B+i—q)d
d+q q(d+q)

que pour ¢ dans {0, ...,d—1}, U; suit une loi Beta de parametre <

pour tout j € {0,...,¢—1}, V; suit une loi Beta de parametre
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Ces lois sont bien définies grace aux hypotheses sur « et 4. On définit :

d—1 q—1
ur [Tvie
=0

(p+1)tH/?
p—pp+rp+1)

‘e
:JH

f=

2:0

<.

(p+1)t+1/e
? p—po+r(p+1)

moments de € sont égaux a (2.2). On remarque d’abord que :

Il est clair que le support de ¢ est égal a <0 > On va montrer que les

(p+ D) (G 1 (d4q)itt B

p—pp+rp+1) g 1+y  dgi %+Oz+ﬁ.

Soit s = u/p. Alors en utilisant la Propriété 2.1.2; on calcule les moments de ¢ :

E(€d5> —

(d+q)dtos /1 \B I T(S2E 4 g)D(2) 4 T (S ) (a2
H T H r

disgr \ 147 (T (75 + ) g DRI (5 + )

i=0 j=0

On utilise la formule de multiplication pour la loi Gamma, pour m entier :
mz—= -1

[(mz) = T L(z)(z + E)F(Z + %) Dz + mT)

D’ou on déduit :

I(a+B+(d+q)s) = e ?;:ij;jq)s_% F(z i qﬁ s) (%Jﬁ) L d+f ;L -
L s BRI
T(atftgs) = ch;:q— r ; b +s>r<%ﬁ“+s)r(%ﬁ+2+s) 3 .F(%Mﬁ@)
Dl + ) = g:;H“;ﬁ)r(“T Hp(EEES) @A,
) = TGt )
r(e) - LG 2 pdrd=t

+5)
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Ce qui permet de trouver, apres simplification :

ds
Blt] = B LA (e + f +ds + gs)
%+0z+ﬂ Do+ B+ qs)I'(B+ ds)
En utilisant la propriété qu’une distribution bornée est déterminée de maniere unique

par ses moments (Shohat and Tamarkin, 1943), on a le résultat. O

Ainsi, une telle variable aléatoire existe mais avec des hypotheses supplémentaires.
On peut se demander si ces nouvelles hypotheses sont plus restrictives ou non (on a
montré qu’elles étaient suffisantes mais pas qu’elles étaient forcément nécessaires). 11

. . . , . L .
y a une autre maniere de montrer I’existence d’une variable aléatoire avec le probleme

des moments de Hausdorff (Shohat and Tamarkin, 1943) :

Proposition 2.1.4. Soit (m,), une suite de réels avec my = 1. Alors il eziste une
variable aléatoire X de support [0,1] telle que E(X™) = m,, si et seulement si pour

tout k,n >0 : (=1)*(A%m),, >0 ot on a (Am), = Mpi1 — M.

En Annexe B, on donne des exemples ot une des deux nouvelles hypotheses n’est
pas vérifiée et ou la condition de Hausdorff s’avere ne pas étre vérifiée non plus.
Cela montre donc non seulement que les hypotheses de la Proposition 2.1.3 sont plus
contraignantes, mais aussi qu’il existe des cas ou l'existence d’une variable aléatoire

satisfaisant les hypotheses du Théoreme 2.1.2 n’est pas possible.

2.2 Détermination des points de référence biologique

Sous les hypotheses du Théoreme 2.1.2, nous allons pouvoir déduire une expression
explicite pour le MSY, sa biomasse associée et le taux de péche optimal. Le MSY
est égal au maximum de ¢E(By|¢), ol By est la variable aléatoire modélisant la

2 au voisinage de 0

biomasse a l’équilibre. Nous allons étudier le probleme pour o
afin de déterminer 'influence de o2 sur le MSY. Dans un premier temps, nous allons

démontrer la propriété suivante :
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2

Proposition 2.2.1. Au voisinage de 0, 0° est un équivalent de 1/5, et on a :

9/p —
lim (025) = 22=7
020 1—|—f')/
Proof. On rappelle que :

1 2 2 l+p (2 2
=5 iz |C—rv—o(l+ + 1/ 40? + (2~ 021+
b=5q5y02 |G~ 0+) \/ = (p v — o 7))

Alors :

1 23y = 1 SN RV gp2 P 2

021210(05) 250 ) 21 + ) (p v —o( +7))+\/0 2 +<p v — o2 +7))
1 2

- - =+ ——’y?)

2(1+7)(p ( )

2/p—~y

147

si % — >0, ce qui est vrai puisque vy =r(p+1)/p — ¢ avec r < 1. O

Nous pouvons donc étudier le probléme avec 1/ au voisinage de 0 plutot que o2

au voisinage de 0. On sait que Y, suit une Beta de parametre (a, 8) avec :

~ (B<\'  r(p+1) o (p—dptrp+1) \
Ym_<K>p—¢p+T(p+1)<:>B°°_K< r(p+1) YOO)

On va alors directement calculer 'espérance de B, :

Pt rl Y RIO0 ) STy

r(p+1) D(By = 1/p)L(B(1+7))

Alors en utilisant la formule de Stirling qu’on rappelle :

E[By] = K (

I(z) ~ 2 Y%e=Vor

Z—00
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on obtient :

D(B1L+7) = DT(BY) (B4 8y = 55 (3y) 7

[y = DGO +7) ™ (3= Do b T4 s
(14+~— L)ﬂ%v—%—g 511

R N

_ 1
pB

On détermine des expansions en séries de Taylor de chacun des quatre termes pour

D(B(147)—)T(BY)
P(By—5)T(B1+y)

en déduire une expression simplifiée de

(2
~
(=

Avec v =

\g

)1+( +1+1— ! —1+1)1}
I Py P+ 2p(1+7) 20*(1+7) 2py  2p*v) B
7) 'H—2(1+7)+27+m—7—p(1+7)+(1+7))1}
(

2p2y(y + 1) 5

— —
<+~Q—I—4+

\g

_ i]
2p%y(1 +7)p

p+1)/p—¢,ona:

L+~ _ptrp+1) —po
v r(p+1) —pé

Finalement on obtient une expression explicite pour ’espérance de B,
op ) Z [ l+p
EBOOQSNQSK(l—— l—-— (2.5)
[Bel? o+ ) 2y(1+ )8

Il ne reste plus qu’a remplacer § par sa valeur. Or, d’apres la Propriété 2.2.1, on a :

1 I+

8" 2p—7"
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Dot :
f(¢) = 9E[Bx|¢]
ok (1o 1>)j - e
~ oK (1— %)j :1— %02}
~or (1 N r(p(bi 1)) - 2(r(p+1) —p<b§(;rf r(p+1) +P¢>02

Le MSY est le maximum de f(¢), mais comme déterminer un maximum de l’expression
obtenue n’est pas aisé, nous allons dériver f(¢) et utiliser I'algorithme de Newton-
Raphson en prenant comme valeur initiale le résultat pour le cas déterministe, c’est-

a-dire ¢g = r. La formule est la suivante :

_ ')
Fysy = ) +r

On calcule les dérivées de f :

fi(r) =rK (]ﬁ); (14 p)po” {%}

f”(r):—K< ! )”p+1+d02 (deR)

p+1 T

Et donc en utilisant la formule de l'algorithme de Newton-Raphson, on en déduit

Fuysy -
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A présent que nous avons déterminé F);gy, nous pouvons en déduire une ex-
pression explicite pour le MSY qui est f(Fysy) = Fusy E[Boo|Fusy]. On note
f(FMSy) = U(FMsy)U(FMsy) avec

FMSYP);
F =F K(1-
U( MSY) MSY ( r(p+1)
et
1+4+p ﬂ
v(F =|1- o
(Firsy) { 2(r(p+ 1) — pFParsy) 2 — r(p + 1) + pFarsy)
On a:
Fyrsyp
F F K
U( MSY) MSY ( p—f—l)
1
1—7’ 1—7r 5\\”*
:K<“ ) b < p<2—r>20>)
1—7"

(7 |
) (1 L T >") p
r—pé” )(p+1>< )

I—7r 1 p2 1—r
ey - 14 -
’ p(z—mz")“p[pl (*r@—r)?“

7") o+

) n
» 1 1
g —r p L1="r o 2
e " 52 p =T
1) (vt = (gt o)
1
1 P 1—r p 1—r
=K —— B/ 1 L 2 2
1) (e (1 Fg et + oo
1 \»
=Kr|{——] +o(c?
' p+1) (o)
Puis pour v(Fysy) :
14+p 9
v(F =1- o
(Fuasv) 2(r(p+1) = pFusy) 2 —r(p+1) + pFusy)
l+p 2
S L
27“(2—7“)0 +olo’)

On peut alors en déduire le MSY

MSY = Kr (ﬁ); (1 — %02) + o(o?) (2.6)
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En réalité, cette partie n’était clairement pas nécessaire, et I'interprétation sera
abordée dans le chapitre suivant. On retrouvera en effet les mémes résultats, mais
de maniere plus générale (avec un coefficient d’auto-corrélation d’ordre 1) et sans
les hypotheses assez lourdes du Théoreme 2.1.2. Toutefois, en tant que premiere

approche au cours du stage, elle a sa place dans le mémoire.

2.3 Stationnarité du modéle de Fox

Le modele de Fox est le cas particulier du modele de Pella et Tomlinson ou p tend

vers 0. On obtient 1’équation suivante :

Biy1 = By (1 — ¢ —rlog (%)) €4 (2.7)

On réécrit a nouveau le modele pour simplifier I’étude, en posant Z; = B,/ K exp((¢—
1)/r) on obtient :
Zt+1 = —T'Zt log(Zt)Et (28)

Un premier résultat intéressant est que le modele ne dépend plus du tout du taux de

péche ¢. Nous avons une version du Théoreme 2.1.1 pour le modele de Fox. :

Théoreme 2.3.1. On considére {Z;} la chaine de Markov définie par (2.8). On
suppose que les innovations {e,} sont indépendantes et identiquement distribuées, de
support inclus dans R+.

Si zo €]0,1[ et si le support des innovations Supp(e) est égal a (0,e/r), alors la
chaine est irréductible et apériodique. Il s’ensuit que si la chaine de Markov admet
une distribution stationnaire, alors pour tout état initial, elle va converger vers cette

distribution stationnaire.

La preuve est la méme. On a aussi une version du Théoreme 2.1.2 out on spécifie
la forme des moments du bruit afin de déterminer la distribution stationnaire pour
{B:} et observer l'influence de la variance des innovations. Cette fois-ci, nous allons

travailler avec la loi Gamma :
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Définition 2.3.1. Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité f et (5',a/) €

Rf. Alors X suit une loi Gamma de paramétre (B, ') si :

18’
1o B'—1 —oc’azﬂ
f(l'|5 , O ) F(ﬁl)x € [O,Jroo[(x)
Proposition 2.3.1. Soit X une variable aléatoire suivant une loi Gamma de parametre
(k,o). Alors :
Bl
O/
E -nX| _
[e™] (o/ + n)
18’ (3
Bl xr = & L+
L) (@ + )7
Proof. On a :
18’ 00
—nx7_ @ / B'—1 —(o/—l—n)a:d
e = ¥ e x
= ),
_ o7 T(E)
- T(@) (@ +n)”
o B’
C\o+n
Et :

O/ﬁ/ OO n+3'—1 —(a’+n)md
iy, e
_ o T(F +n)
@) @
_F(ﬁ’+n)< o )5’ 1
B (

INGeR) o +n o +n)"

E[e‘”XX"] =

Théoréme 2.3.2. Soit o3, > 0 défini par :

3—7r
1+7r

oy =

Soit 0* € (0,0%,) et on définit o/ et 5 par :

1

2ro?

6/

(2—r—02r—|—\/402+(2—7“—02r)2>.
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o =p'r—1,

alors o', " > 0. Supposons qu’il existe une variable aléatoire € de support (0,e/r)

dont les moments sont donnés par

g (@) T(@)
w1= () v 29

Si les innovations {e;} dans (2.8) ont pour moments (2.9), alors la distribution sta-

tionnaire de la chaine {—1log(Z;)} est une loi Gamma de paramétre (', a/).

Proof. Par construction, 8’ > 0, et on montre que o' > 0 :

o” <
1+7r

3—r>ac*(1+7)

1>02=247r+0°r

40% > 40* — 40*(2 —r — o°r)

VAo 4+ (2—r —o2r)2 > 20% — (2— 1 — o’r)
1
B> -
”

/!

o >0

Comme les conditions du Théoreme 2.3.1 sont vérifiées, on a l'existence et 'unicité
d’une distribution stationnaire. On suppose que Y; = —log(Z;) suit une loi Gamma

de parametre (f’,a’) et on montre que la distribution est invariante. Le processus

pour Y est :
eV = re MY g, (2.10)
B’ n
E(G_nYtJrl) — F(ﬂ’ + n) o 1 o +n F(ﬁl)
INGeH) o +n (o +n)" r LG +n)

o B
N (a’+n>
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Ainsi, d’apres la Propriété 2.3.1 et la propriété qu’'une distribution bornée est déterminée
de maniere unique par ses moments (Shohat and Tamarkin, 1943), Y;;1 suit une loi
Gamma de parametre (3, a’) et on a le résultat.

Il reste & vérifier que E(g;) = 1 et Var(e;) = 0. Pour cela, on prend les moments
de (2.9) et on calcule les cas ot u = 1 et u = 2. A nouveau, le calcul n'est pas

développé ici. O

Les parametres ont été choisis de telle maniere a ce qu'’ils correspondent aux roles
de (o, B) dans I'étude de Pella et Tomlinson. On a aussi §’ correspondant a la limite
de 8 quand p tend vers 0. En effet, apres avoir remarqué que v = 1‘%17’ — ¢~ ]f?, on

obtient :

2
b= (%—7—02(1+v))+\/4021;;p+ (2-r-o4a)

1|2 1 2 ?
~ o (__f_g2f)+\/402_2+(__f_02f>
2007 1'pp p p p P p

[2—7“—027"—1—\/402—#(2—7’—027“)2}

%
2rg?

C’est aussi le cas de o3, :

—p73+372—{—2'y N —;—24-3:,—2—#22
(I+7)2A+py) (@451 +7)
R —r3 + 3r?
r2(14r)
3—r
1+7r

%

On retrouve donc le résultat indiqué au début de la section affirmant que le pro-
cessus ne dépend plus du taux de péche ¢. De plus, on observe sur la Figure A.4
que I'évolution de o2, pour le modele de Fox en fonction de r est tres différente
puisqu’elle est décroissante. De plus, la borne est beaucoup plus élevée, ce qui sig-

nifie une résistance a la variabilité environnementale beaucoup plus importante. Ces
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résultats sont assez surprenants et montrent qu'’il reste encore beaucoup a étudier sur
ce modele.

Comme pour le modele de Pella et Tomlinson, on peut montrer 'existence d’une
variable aléatoire ¢, satisfaisant les conditions du Théoreme 2.3.2 avec quelques hy-

potheses supplémentaires :

Proposition 2.3.2. Supposons o > 1 et ' > o/. Alors il existe une variable
aléatoire g, dont les moments sont :

= () wen

et telle que Supp(fe,) = [0, ﬂ

Proof. Nous allons reprendre le résultat de la Propriété 2.1.3 en faisant tendre p vers

0, ce qui revient a prendre d = 1 puis a faire tendre g vers 'infini. Nous avons alors
Y ~ Tq puis :

1
o=py—-
p

~ fB'rqg—q

~q(Br—1)
Alors les conditions de la Propriété 2.1.3 deviennent :
a>0~q(fr—1)>0~a >0

B>pa~p >pBr—1~p58>d

a+B>qg~qfr—1)+B8>q~pfr—1>1=d >1
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Puis le résultat devient :

B T+ B+u+ )
(1 v) T(a+ 8+ 408 +u
1 u—1 u .
N(a> TG w ZO(oz—l—ﬁ—i—EjLz)
1 u—1
N(r_q) F5,+u O(q(ﬂr—l)Jqu)
1
2 e
N(oz —|—u) 6’)
r LB + u)
Et :
(p+ 1)1+% exp [(1 + %)ln(p +1)
p—potrip+1) r
exp(p +1)
r
e
%_
,

Ainsi, d’apres la Propriété 2.1.3, en faisant tendre p vers 0, on a bien 'existence d’une
variable aléatoire dont les moments sont :
u o +u\" T(B)
Elef] = r
r LB + u)
et dont le support est [0, f] [

Nous avons donc I'existence des innovations du Théoreme 2.3.2 avec deux nouvelles
hypotheses qui sont o' > 1 et 3/ > /. Ces hypotheses sont donc suffisantes mais pas
forcément nécessaires.

Dans ce chapitre, nous avons étudié le modele de Pella et Tomlinson et, apres
avoir imposé un modele pour les innovations, observé l'influence de la variabilité
environnementale sur le modele. Nous avons explicité une borne supérieure pour

la variance qui est une condition de non-extinction de la population et pu voir dans
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quelle mesure elle limitait le modele que nous avions posé. Une étude pour déterminer
des expressions explicites du MSY et de F);sy a été faite, mais ces expressions seront
approfondies et discutées dans le chapitre suivant. Enfin, nous avons aussi étudié le
modele limite de Fox ol p tend vers 0 et trouvé des résultats surprenants, notamment

que le taux de péche ¢ n’avait plus d’influence sur le processus.



Chapitre 3

CADRE GENERAL POUR LES POINTS DE
REFERENCE BIOLOGIQUE

Dans ce chapitre, nous allons étudier de plus pres l'influence de la variabilité
environnementale sur le rendement équilibré optimal, sa biomasse associée ainsi que
le taux de péche optimal. Dans le chapitre précédent, nous avons établi une expression
explicite du MSY sous les hypotheses tres fortes du Théoreme 2.1.2. Dans cette partie,
nous allons retrouver ces résultats dans un cadre plus général, sans ces hypotheses,
en travaillant directement a 1’aide de calculs infinitésimaux sur le modele (1.3). Sous

I'hypothese d’équilibre (B, = Byyy = B), on a :
1 B\"*
B—=B-¢B+ LT rB(l— (—) )
P K

B op "
B—K(l‘m) =

On suppose que la variance des (g;), o2, est petite, et qu’il existe une corrélation

ce qui nous donne :

d’ordre 1 qu’on note p. Afin de faciliter les calculs, nous allons définir §; = ¢, — 1.

pd
(p+1)r

Précisons au préalable qu’on a u? = KP? (1 — ) Nous allons faire une expansion
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de Taylor en i de B; :

#(1-e+ 220 - w17, ()| B -ma+

} (B, — 1)2(1 + 61) + o(0?)

bepa Py, o2t <1— po ﬂ (1+61)

- p p (p+1)r
(e ) S (- ) e
#5007 (1= G ) 8- ke

1) (L, —
e );; O (B +ole?) (1)

Sous I'hypothese de stationnarité, B, et B,y suivent la méme distribution, et a fortiori

E[Bt+1 — /J,] = E[Bt — [L] D7Ol\l .

By = pApde+(1+po—(p+1)r) (B —p)+

ElBu — il ~ ~2E L BB, — ) (3.2)
Puis on a : E[(B; — pu)*] ~ Var(B;). Or :
Var(Biy1) ~ p*o® + (14 po — (p+ 1)) Var(B;) + 2u(1 + pp — (p + 1)r)Cov(d;, By)

I nous faut donc déterminer Cov(d;, By). En multipliant (3.1) par d;,; puis en prenant

I’espérance, on obtient :

E[641(Bes1 — p)] ~ pE[0r416¢] + (1 + pd — (p + 1)r) E[0¢11(Br — )]
En utilisant alors la formule de ’espérance totale :

E[(B; — p1)0¢41] = E[E[(B; — 1)0¢41(0¢]]
= pE[(B; — )]
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D’ou finalement, en réutilisant ’hypothese de stationnarité :

E[6:(By — p)] ~ ppo® + (1 + po — (p + 1)r)pE[5:(B; — )]

pipo’
E(By — )] ~ 17— (1+pp— (p+ )r)p

On peut donc en déduire une expression explicite de la variance :

mu?(1+pp — (p + 1)r)po?
1—(1+4pp—(p+1)r)p

1 1+ (1+pp—(p+1r)p 2,2
1=(1+pp—(p+1r)*1—=(1+pp—(p+1)r)p
Et finalement, en réutilisant (3.2) puis en remplacant p, on trouve :

% )i [ B (p+1)/2 Lt (L= (ot Drpdp o) oy
(p+1)r 1—(1=(p+1)r+pp)*1— (1= (p+1)r+pd)p

On pourra vérifier que pour p = 0, on retrouve bien un résultat similaire a (2.5).

Var(B;) ~ (1+pgp — (p+ 1)r)*Var(B;) + p’o® + 2

Var(By) ~

E[B] =K (1 -

Comme dans le chapitre précédent, on va déterminer le MSY en maximisant f(¢) =

OE[By|¢] en utilisant 1'algorithme de Newton-Raphson. La formule est :

f'(r)
Fysy =1 —
i f(r)

On calcule les dérivées de f :

flir)y=rK (1 - L)i (_p(p+ D(1—7)1+ 21

)0 o (p + 1)ppo?
p )

p+1 I—(=r?21=(1=r)p (-1~ (1-r)p?

1" _ 1 p+1
o=k ()

Ce qui nous permet d’établir :

1
_ o p \* (_p+)(A-r)1+(-r)p 2 (p+1)ppo?
ri (1 p+1) ( A—(1-n7)? 1-1-)p? (1—(1—r)2><1—(1—r>p>2)
Fyrgy ~1r — T
1 P p+1
K (m) ot
r* (plp+ 1)1 —7r)(1+p—r1p) (p+1)pp 5
~T = + o
p+1 (2r —r2)2(L - p+1p) (2r —r%) (1 —p+rp)?
o pA=r)(tp—rp) 5 rpp 2

@2=rPd—p+rp 2=r)(1—=p+rp)?
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Puis le MSY est égal a Fygy E[Bi|Fusy|, d'ou :

o*|+o(c?)

pFMSY);’{ - (p+1)/2 L+p—rp

MSY = F K(l1-—-—/"
e ( (p+1)r 1—(p+1r+pp)?1l—(1—p+rp

Par un calcul similaire & celui nécessaire pour obtenir la formule du MSY (2.6) dans

le chapitre précédent (le calcul est non développé ici), on trouve :

_ Kr  (pt1)/2 1+p—7“,002 o2
MY = i (- T ) Tl 63)

Et il reste a calculer la biomasse associée, on a :

MSY
E[Buysy] = 7
MSY
MSY 1
~ (1=r)(1+p=rp) S R
e L o=y [ Eree i
K ( _ (pt1)2 1+p—rp02)
(p+1)% 1—(1=r)21—p+rp '
‘ (1+p(1—7“)(1+,0—7"p)02 pp 02)
r(2—r)2(1—p+rp (2=7)1—p+rp)?
K 1 —1)/214p—
ElBusy] = 1 (1 1+ 2)/ +p P 2 pp 202>
(p+1)7 r2—r)? l1—pt+rp  Q2-r)1—p+rp)

La différence avec le cas déterministe est évidente. On observe sur les figures
A5, A6, A.7 et A.8 que le MSY stochastique peut étre fortement diminué pour des
valeurs suffisamment grandes de o2 ou de p et des valeurs petites de r. Par exemple,
pour r = 0.2 et 0 = 0.5, le MSY stochastique est diminué de 50% par rapport au
MSY déterministe. Cette conséquence est bien sur aussi valable pour le Fygy et le
E[Bpsy]. Cela nous montre bien qu’il faut étre tres prudent lors de 'utilisation des
SPM et met notamment en avant le danger de 'utilisation du MSY déterministe qui
peut étre dans de nombreux cas bien trop optimiste et donc conduire a des surpéches.

Ce travail pourrait étre poursuivi, notamment a travers une application pratique
pour illustrer les différences entre le cas stochastique et le cas déterministe des points

de référence biologique a travers des résultats concrets. Il serait aussi intéressant de
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comparer 'efficacité des modeles de Schaefer et de Pella et Tomlinson a travers des
exemples pratiques. Quant au modele de Fox, une poursuite du travail théorique est

nécessaire pour comprendre les résultats que nous avons obtenus.
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Annexe A
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Figure A.1. Représentation de I’évolution de la borne supérieure de o2 en fonc-
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tion de T’% selon plusieurs valeurs de p avec ¢ = 7
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Figure A.2. Représentation de I’évolution de la borne supérieure de o? en fonc-
tion de p selon plusieurs valeurs de r avec ¢ =1
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Annexe B

CONTRE-EXEMPLES POUR L’EXISTENCE D’UNE
VARIABLE ALEATOIRE

# On détermine les paramétres :
d=25;q=1

p <- d/q

r <- 0.6151513

phi <- 0.5398505

gam <- (p+1)/p*r - phi

sigma2 <- 0.0384913

# On calcule beta puis alpha :
beta <- 1/(2x(1l+gam)*sigma2) * (2/p - gam - sigma2+*(1+gam) +
sqrt (4xsigma2 * (1+p)/p~2 + (2/p - gam - sigma2*(l+gam))"~2))

alpha <- betaxgam - 1/p

m <- 50 # On va calculer m moments

moments <- 1 # On stocke les moments dans cette variable

for(u in 1:m)

{

# On calcule les moments

moments <- c(moments, ((p - p*phi + r*x(p+1))/((p+1)~(1+1/p))) u *
(1/(1+gam))“u * prod(alphat+betatu/p + 0:(u-1))/prod(beta+0:(u-1)))

}
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Deltamoments <- matrix(0,m,m+1)
Deltamoments[1,] <- moments
A <- sum(Deltamoments[1,] < 0)

# A est la variable de test. A = 0 <=> La condition de Hausdorff est vérifiée.

k<=0

while(A == 0 && k < m-1)

# k compte le nombre de boucles.

{

k <- k+1

Deltamoments[(k+1),] <- c((Deltamoments[k,][2: (m+1-(k-1))] -
Deltamoments [k,] [1: (m+1-k)]) ,rep(0,k))

A <- sum((-1)"k * Deltamoments[(k+1),] < 0)

}

A=25;%k=1,;d=25;q=1; r = 0.6151513 ; phi = 0.5398505
sigma2 = 0.0384913 ; alpha = 0.006184813 ; beta = 0.4622792

Ici, alpha + beta > q est faux mais beta > p*alpha est vrai

= H O H H

et on montre que la condition de Hausdorff n’est pas vérifiée.

Autre exemple :
A=1;k=56;d=7;q9g=2;r=0.6683201 ; phi = 0.2353102
sigma2 = 0.01905086 ; alpha = 0.758069 ; beta = 1.672841

Ici alpha + beta > q est vrai mais beta > p*alpha est faux

= H OH H =

et de nouveau la condition de Hausdorff n’est pas vérifiée.
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