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a n Les représentations de 1’algébre de Hecke H,(q) pour ¢ générique sont indexées
E N par les diagrammes de Young. Le polynoéme caractéristique de I’élément de battage
) (D) I, ,,—1 est connu dans H,(q). En revanche, il reste & déterminer la contribution
z >_ de chaque représentation irréductible. Dans ce rapport, les valeurs propres et leur
(- multiplicité sont calculées pour les représentations associées aux diagrammes de
< 3 type « crochet ».
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1 Notations

2n
qg" -1
hd (n)q = q2 _ 1
gt —q" _
° [n]g:= d—q-1 =q""'(n)g

e 1, : Matrice identité de taille n x n

e {\1,...,\;} : Partition ou son diagramme

o (L} =1{l,....1}

k fois
e p, : Représentation associée a un diagramme A

e Try : Trace dans la représentation p)

® pp, : Représentation permutation du groupe S,, de dimension n
® pp ., : Représentation de Burau

e Trp, : Trace dans la représentation ppg

e pi : Représentation associée a un diagramme de type crochet

e Try; : Trace dans la représentation py

e Spec, : Spectre dans la représentation py

2 Introduction

Les éléments de battage trouvent des applications dans de nombreux domaines tels que les groupes
quantiques [?], les bialgebres de type 1 [?], le calcul différentiel en géométrie non commutative [?],
[?], les problémes de rangement (d’une bibliothéque par exemple) [?] etc. On s’intéresse en particulier
a 1'élément Iy ,,—; de l'algebre de Hecke H,(q). Pour ¢ générique, les représentations irréductibles
de cette algebre sont indexées par les diagrammes de Young. Le polynome caractéristique de I1I; ,,_1
est connu pour H,(q) (voir [?]), mais pas pour chacun des diagrammes. Dans ce rapport, apres avoir
introduit quelques notions sur les représentations irréductibles de ’algebre de Hecke, on détermine le
spectre et les multiplicités des valeurs propres de III; ,,_1 pour les diagrammes de type « crochet ».
Pour ce faire, on calcule la trace de ’élément de battage dans ces représentations. En effet, les valeurs
propres sont des « g-nombres », c’est-a-dire des polynoémes en ¢ linéairement indépendants sur Z. La
trace de Iy ,,—1 est une combinaison linéaire de g-nombres, et leur coefficient est égal & leur multiplicité
(sauf pour le cas de la valeur propre 0 qui est discuté a la fin de ce document).



3 Groupes de Coxeter, groupe symétrique et algebre de Hecke

Cette section présente le cadre mathématique dans lequel les travaux ont été effectués. Apres une
breve introduction des groupes de Coxeter et des algebres de Hecke de maniere générale, on décrira
en particulier I’élément de battage de ’algebre de Hecke associée au groupe symétrique. Pour une
description plus approfondie, voir [?].

3.1 Groupes de Coxeter et groupe symétrique

Soit M = { ||mij|| }ijer une matrice de Coxeter, c’est-a-dire une matrice symétrique telle que
my; = 1, et my; > 2 pour ¢ # j, avec m;; entiers. Cette matrice porte I'information du code génétique
d’un groupe de Coxeter noté W(M).

Définition 3.1.1. Le groupe de Coxeter W(M) est engendré par les éléments s;, i € I, et les
relations définissantes
(sis)™ = 1.

Définition 3.1.2. Soit £ = {1,...,n}. L’ensemble des bijections de F, muni de la loi de composition
des applications, constitue le groupe symétrique d’ordre n, noté S,. Les éléments de S,, sont appelés
permutations.

Exemple 3.1.1. Soit 'ensemble E = {1,2,3,4}, auquel on applique la permutation (142), alors
(142)E = {4,1,3,2}, ou encore (13)FE = {3,2,1,4}, et la composition de ces permutations donne
(13)(142)E = {4,3,1,2}.

Le groupe S,, est engendré par les transpositions de deux entiers successifs s; = (i,i + 1), i € I.

Définition 3.1.3. Le code génétique du groupe symétrique S,, par rapport aux générateurs s; est

(sis;)*=1 sili—j>1

5n=<{8i}8?=1,{ ) -

(sisit1)> =1

C’est donc un groupe de Coxeter. On notera M,, la matrice de Coxeter associée.

3.2 Algebre de Hecke

Définition 3.2.1. A chaque matrice de Coxeter M correspond une C-algebre, appelée algebre de
Hecke, dépendant d’un parametre de déformation inversible ¢ € C*. On note cette algeébre H (M, q).

Dans le cas ou M = M, on écrit H(M,,q) = H,(q) lalgebre de Hecke associée au groupe
symétrique d’ordre n :

oio; = 0j0; sili—j >1

Hy(q) = ({oi} | o7 =1+ (¢—q o, { )

0i0i+10; = 04107041

Remarque 3.2.1. Lorsque ¢ = 1, alors 0? =1, donc H, (1) correspond a l’algebre de groupe de S, :
H,(1) = CS,. L’aglebre H,(q) pour q # 1 est une déformation de CS,,. C’est une déformation plate,
ce qui signifie dim(H,(q)) = dim(CS,,) = n!l.

La théorie des représentations du groupe symétrique s’applique également pour les représentations
de H,(q) pour ¢ générique.



3.3 Représentation de S, et diagrammes de Young

Propriété 3.3.1. Pour le groupe symétrique S,, les classes de conjugaisons sont indexées par
les différentes structures cycliques des permutations de S,. De plus, ces structures cycliques sont en
bijection avec les partitions de ’entier n.

Si A F n est une partition de n, alors on écrit A = {1, \a, ..., Ap},ou A\; € Naveci =1,...,k, telle
que Y, \; = n, et ou les A\; sont ordonnés tels que A\ > Ao > ... > A;. La fonction de partition p(n)
donne le nombre de fagons différentes de partitionner 'entier n. On note C'y, la classe de conjugaison
de S,, correspondant a A - n.

Les représentations irréductibles de S,, sont également indexées par les partitions. On les note
(Vx, px) ou V) est un espace vectoriel et p) un morphisme py : S, — End(V)). On a l'isomorphisme
des algebres

p(n)
CS, = @ End(V)) . (1)
=1
Par conséquent,
p(n)
dim(Hy,(q)) = dim(CS,,) = Z dim(Vy)? = n! . (2)
A=1

Exemple 3.3.1. Cet exemple avec S3 résume les propriétés énoncées jusqu’ici. Le nombre entier 3 se

partitionne de trois fagons différentes (p(3) = 3). Ces partitions sont {3}, {2,1} et {13}. Cela signifie
qu’il existe trois classes de conjugaisons Cyz}, Cyz 1} et Cyy,y, ainsi que trois représentations irréduc-
tibles (Visy, pgay), (Viz11s pr2,13) et (Viigy, pii,y)- Elles ont pour dimensions respectives dim(Vysy) = 1,
dim(Via1y) = 2, dim(Vy,3) = 1, et d’apres les formules (?77) et (77),

CS3 = End(V{g}) D End(V{ZJ}) D End(V{13}) , lel((CSg) = dlm(H3(q)) =124+224+12=6=3!.

Les diagrammes de Young représentent les partitions. Pour les dessiner, on associe \; cases a la
ligne .

Exemple 3.3.2. Pour garder 'exemple de S3, les diagrammes des partitions sont

N |

{3} ) {271} ) {13} .

En fixant le point n de l'ensemble {1,...,n}, on a S,_1 C S,, d’ou la chaine d’inclusions Sy C
S1 C S C ... C S, Les régles de branchements des représentations correspondant a cette chailne sont
décrites par le diagramme de Bratteli (voir [?] et figure 77).

On rappelle une formule pour la dimension de la représentation associée a un diagramme quel-
conque. Pour cela, on introduit la notion de crochet.

Définition 3.3.1. Le crochet d’une case est ’ensemble des cases situées en-dessous et a droite de la
case considérée, en comptant la case elle-méme. La longueur du crochet, notée h € N, est le nombre
de cases contenues dans le crochet.
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FIGURE 1 — Diagramme de Bratteli jusqu’a n = 4.

Propriété 3.3.2. La dimension d’une représentation est donnée par

n!

ou n est le nombre total de cases du diagramme et h; la longueur du crochet de la case [ (I parcourt
toutes les cases).

Exemple 3.3.3. Pour le diagramme {4, 2}, les crochets sont

™ e e

h1 =5 hy =4 hs =2 ha=1 hs =2 he

|
—

d’ou 61
dlm(V{“}) Fx4x2x2 =9

Le nombre dim (V) est égal au nombre de tableaux standard de forme A.

Définition 3.3.2. Les tableaux de Young sont des diagrammes de Young dont les cases sont
remplies par des nombres entiers. Un tableau de Young standard est un tableau de Young dont les
entiers appartiennent a 'ensemble {1,...,n}, n étant le nombre de cases du diagrammes; un nombre
ne peut apparaitre que dans une seule case; de plus, le tableau vérifie la condition suivante : quelle
que soit une case, le nombre qu’elle contient doit étre supérieur aux nombres contenus dans la case de
gauche et dans celle du dessus.



Exemple 3.3.4. Parmi les tableaux de Young suivants,

Xl: ]2 y XQZ 2|1 3 X3: 1]2 y X4: 1 )

314 314 413 2

X7 et X4 sont des tableaux standard.

Propriété 3.3.3. Les tableaux standard de la forme A\ peuvent indexer une base de la représentation
px. Pour écrire explicitement l'action des générateurs de H,(q) sur cette base, on introduit la notion
de contenu d’une case.

Définition 3.3.3. Dans un tableau de Young, le contenu de la case contenant I’entier i, noté c(i) € N,
est
¢(i) = colonne(i) — ligne(7) . (4)

Exemple 3.3.5. Dans le tableaux 3 ‘, les contenus sont ¢(1) =0, ¢(2) = —1, et ¢(3) = 1.

1
2
Propriété 3.3.4. Soit {X1,..., Xy} I'ensemble des tableaux standard de forme A indexant la base
(X1, X, ..., Xy) de la représentation irréductible V). L’action des générateurs de H,(q) sur cette base

est

(q — ¢~ 1)g2el+11XK)
el +11X5) — g2¢(il Xx)

LH2e(i+1|X) _ o= 14+2e(i X)
q2c(i+1|Xk) _ q20(i|Xk)

q

0 Xy = X + X]jz (5)
ol ¢(i|Xy) est le contenu ¢(i) dans le tableau standard Xj, et A} est le vecteur associé au tableau
obtenu par transposition des entiers i et i + 1 & partir du tableau Xj. Si X}’ n’est pas standard, alors

x5 =0.

Exemple 3.3.6. Soit le diagramme {2,1} et (V21y, pf2,1}) la représentation irréductible de Hs(q)
associée. D’apres la formule (??), Vs 1y est de dimension 2. Soit (X}, X2) une base de Vip1y. Les
vecteurs Xj et Xy sont associés aux tableaux standard

12\ 13\_
3 2

X =

L’action des matrices des générateurs de H3(q) sur la base (X, As) est

(¢ — g ")g* )
20 1
~Tuan B
(¢ — g ")g*X2)
p2,1(01)Xe = 2CIXz) _ g2c(11Xz) A2 +0
-2 -1
¢ “(q—q") -1
=M= —q Ay,
¢ Hg—qt)
(¢ — q—l)q2c(3|X1) q1+2c(3\X1) _ q—1+2c(2|X1)
p21(02) X1 = 2GIX1) _ g2e(2IX0) 1 + 2CIX1) _ g2e(2IX0) A2
) -1 -1 )
g “(¢—q") " —q q 1
= 7X1 + 7X2 = —7‘;(1 + 7X2 s
g2 —¢? 2= ¢ 2] [2]q



(q— q—l)q2c(3|X2) q1+2c(3\X2) _ q—1+2c(2|X2)
p2(02)% = “omry — e 2 T g — geaxs
20 -1 3 -3 2 3
:_q(zq 61_2)/1,2+q2 q_(/\(l:qf/,,(fr&)(1
¢*—q ¢ —q 2] [2]q

Les matrices des générateurs s’écrivent

9
p271(0'1) = <(q) _3—1) ) 0271(02) = [21q ( [?(f]q ql2>

]
et vérifient les relations p271(0'1)p271(0'2)p271(01) = p271(02)p271(01)p271(02) et p271(0'i)2 =15 + (q —
q Yp2.1(oi) pour i =1,2.
3.4 Elément de battage

Les éléments de battage sont des éléments particuliers du groupe symétrique. Dans la suite, on va
s’'intéresser a 1’élément de battage g-déformé, appartenant a I’algebre de Hecke.

Définition 3.4.1. L’élément de battage ¢-déformé I, ,,_; € Hy(q) est défini par

Iy 51 : =14 qo1 + QPoioa+ ... +¢" o1 on1 (6)
ou lentier n > 1, et {o1,...,0,—1} sont les générateurs de H,(q).
Exemple 3.4.1. Quelques exemples pour différentes valeurs de n :

Mip=1 , Hh3=1+qo1 , 2 =1+qo1+¢*c102

Dans [?], le polyndéme caractéristique de 1’élément de battage est déterminé pour le groupe symé-
trique, puis il est généralisé dans [?] pour I’algebre de Hecke. Les valeurs propres sont de la forme (),
i=0,1,2,...,n—2,n. Les multiplicités ont été déterminées dans [?] pour S, et dans [?] pour H,(q).

L’existence de la g-déformation offre une méthode pour calculer les multiplicités en déterminant la
trace de la matrice de III; ,,—1 € Hy,(q) dans l'espace de représentation approprié.

Propriété 3.4.1. La trace de 'opérateur de multiplication a gauche de 1’élément de battage dans
H,(q), noté L, ,,_,, est

n n! ‘
Tan L]-Hln 1 Zil (Z)q ° (7)

7
i—0 U =0 J°

La propriété 7?7 donne les valeurs propres (et leur multiplicité) de 1’élément de battage dans Hy(q),
mais pas la contribution de chaque représentation irréductible (i.e. de chaque diagramme de Young).
Les recherches effectuées pendant le stage ont porté sur la détermination de ces contributions pour
différents types de diagrammes, en utilisant la méme méthode que [?], qui consiste a calculer la trace
de Iy ,,—1 dans la représentation associée a un diagramme.

4 Représentation de Burau de 1’algebre de Hecke

Pour commencer, on s’intéresse a la représentation de « Burau » (voir [?]). En termes de partitions,
on a

PBn = Pin} D P{n-11} -



4.1 Représentations pp, et pp,

Définition 4.1.1. Soit V,, un espace vectoriel de dimension n, et (eq,...,e,) une base de V,,. Soit
ppn : Sp — End(V,) un morphisme tel que 'action des générateurs de S, sur (eq,...,e,) est
prn(si)ei=eit1 , ppa(sieiv1 =€ , ppa(si)ej=¢; ,  sij#ii+1l

On appelle pp,, la représentation « permutation » de S, car \S,, permute les vecteurs de base. Dans
cette représentation, les générateurs de S, ont pour structure

0 1
ppn(si) =1;_1® (1 O) O,

Cette représentation admet une g-déformation. C’est la représentation de Burau, pour laquelle
laction des matrices des générateurs sur (eq,...,e,) est

pBn(oi)ei=(q—q Ve +eip1  panloieiyi=¢€ , ppa(oiej=qe; , sij#ii+ 1

Les matrices des générateurs de H,(q) ont pour structure

—al 1
pBn(0i) = qll; 1@ (q 1q 0 Dl 1

Exemple 4.1.1. Les matrices des générateurs de Hy(q) sont

g—q¢ ' 1 00 q 0 00 g 0 0 0

B 1 000 0 g—q¢t 1 0 I O 0 0
pB:4(0-1) - O 0 q O 9 pB,4(02) - 0 1 0 0 Y va4(o-3) - O 0 q _ q—l 1
0 0 0 ¢ 0 0 0 g 00 1 0

4.2 Trace du produit o;...0; dans pg,

Lemme 4.2.1. Dans la représentation de Burau de H,(q), la trace du produit des générateurs est

Trgn(or...05) = (n—5)¢ —¢' > (8)
Démonstration. Soit (e1,...,e,) une base de ppp. Il faut déterminer pp,(o1...0;)ex, avec k =
1,....,net j = 1,...,n — 1. D’apreés la partie 7?7, on calcule I'action du produit des générateurs
sur la base :
sil<k<y,

pBn(01. .0k ..0j)ex = pBn(01- .. 0k)PBN(Okt1 - .- 0))ek
= ppa(or...op)g Fey

= (o1 ... ok1)pBnlor)er

=@ ppalor.on) ((a— g Ver+ exta)

=...=¢ " qg—qVer +¢ er

10



le terme souligné participe a la trace lorsque k = 1;

sik=j+1,

pPBn(01...05)ex = pBn(01...0p—1)ek = pBn(01...0p—2)€—1 = ... =€1

or k=7+1=k > 1, donc ce terme ne participe pas a la trace;

sij+1<k<n,

PB,n(O'l . ..Uj)ek = pB,n(Ul .. .oj_l)qek =...= qjek

ce terme participe a la trace pourn —j — 1 < k < n.

Finalement, en unifiant les différents cas

Trgn(or...0))=¢ Hg—q )+ (n—j—1)¢
=(n—5d -¢*.

4.3 Trace de III, ,_; dans pg,,

Proposition 4.3.1. Dans la représentation de Burau, le spectre de la matrice de I’élément de battage
est

SpecB,n(ml,n—l) = {07 (1)!1’ (2)117 o (n— 2)117 (n)q} : (9)

et les multiplicités sont toutes égales a 1.

Démonstration. D’apres la formule (77), la matrice de 1’élément de battage dans la représentation de
Burau de H,(q) est

n—1

pB,n(H—Il,n—l) =1, + Z quB,n(UlUQ ce Uj)
i=1
d’ou
n—1 )
Trpn(Il ,-1) = Trp,(1,) + Zq]TrB,n(me(al S.0j)) (10)
j=1

Disposant a présent de Trp,(pBn(01...05)), on remplace son expression dans ’équation (77)

11



pour calculer la trace de pp (11 ,,—1) :

n—1 n—1 n—1
Trpn(Mne1) = Trga(la) + Y. @ (n=j)d =) =n+ Y ¥ (n—j) = Y ¥
j=1 j=1 j=1

n—2
=n+¢@n—-1)+¢(n-2)+...+2" V- quj/
§'=0
n—1 ) n—2 )
=n-1)+¢Mm-2)+¢"n-3)+...+> ¢7 - ¢¥
Jj=0 Jj=0

n—2 n—1 n—2
==+ -3 +d' =)+ 4> g7+ a7 - ¥
j=0 j=0 j=0

1 2 3 n—2 n—1 n—2
:1+Zq23+zq2j+zq2j+ +Zq2j+zq2]_zq23
j=0 j=0 7=0 Jj=0 Jj=0 j=0
=1+2)g+B)g+...+(n=1)g+ (n)g — (n—1),
n—3
=(n)g+ ) (+1)
j=0
Donc on a bien le spectre donné par (?7) (toutes les multiplicités sont égales a 1). O

Corollaire 4.3.1. Pour les diagrammes {n} et {n—1,1}, le spectre de l’élément de battage 1111 ,_1 €
H,(q) est

{Sp@c{n}(ml,n—l) ={(n)q}
Spec{n—l,l} (mlm—l) = {07 (1)(17 (2)q7 s (n— 2)(1} :

5 Représentations de type crochet

5.1 Représentation py;

Dans cette section, on va déterminer le spectre (avec les multiplicités) de III; ,—1 pour les repré-
sentations associées aux diagrammes de type « crochet ». Ce sont les diagrammes \;; = {1+, 1;} ol
n=1+k+1[. D’apres la formule (?7), la dimension de la représentation associée est

| nl (n—1)! n—1 l+k
dlm(Vk,l):nXk!Xl!: k! x 1! :< l >:< ! )

On travaille dans la base indexée par les tableaux standard présentée précédemment. Ces tableaux
ont la forme




avec I = {i1,...,4;} tel que i3 < i9 < ... < ;. L’ensemble I détermine un tableau standard et X7 est
un vecteur de base de la représentation. L’action des générateurs de H,,(q) sur les vecteurs de base est

pri(op) X1 = qAT sipp+1¢1,
—g—P _1 '
pii(op) X1 = [}Cf] Xr + [p[p] ]lesp sipg I,Lp+1el,
q q

sipel,p+1¢1,

pk’l(O'p)X] = pr[ +

pei(op)Xr = —q 1A sipptlel.

Exemple 5.1.1. La représentation de I'exemple ?? est de type crochet (c’est le diagramme A; ;).
Vérifions que les formules ci-dessus donnent bien le méme résultat.

Pour le tableau 3 ‘, on a I = {2} donc on appelle ce tableau X3 et X3 le vecteur correspondant.
2
= L[3]  oxolL]2]
2 3
I’action des générateurs est
2
q [3]61
_ 09) X = — Xy + =+ A3,
{ pr1(o)Xe = —¢ 71X, pr1(02)%; 2]4 ? [2]4 ’
01)X3 = qX3 , —q~ 1
pr1(o1)X3 = qX3 pr1(02)Xs = q X+ — Xy,
2, [2]q

d’ou les matrices

—a 2
p11(o1) = ( % 1 2) , pra(og) = [21](1 (ql [z]f’2> ,

qui sont identiques (& une transposition des vecteurs de base pres) a celles trouvées dans I'exemple 77.
Propriété 5.1.1. Sil'on restreint py; a H,—1(q), d’apres le diagramme de Bratteli,
Pk H,_1(q) = Pk=1,1 D Pkl-1 -
Dans la représentation py, on a
pe1( 1) = pr_10 (1T ) + pra—1 (1 —0) + ¢ prs(or ... on1)

d’ou
Trpe (I p—1) = Trg—1(ITy p—2) + Trg -1 (1 n—2) + ¢" ' Trg (o1 ... on1) - (11)

On veut déterminer Try (o1 ...0,—1). On va le calculer de deux fagons différentes.
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5.2 Trace du produit o, ...0,_; dans py;,

5.2.1 Premiére méthode

On calcule directement Try (o1 ...0,—1). On rappelle que I = {i1,...,%;} détermine un tableau
de type crochet de n =1+ k + 1 cases.
Sing¢l,
sin—1 ¢ I, Pk,l(Ul .. -Un—l)XI = ka(O'l .. .O'n_g)qX[ ; (12)
sin—1€l, pk,l(Ul .. -O'n—l)X[ = ka(O'l .. .O'n_g) ( qn_l X+ [n]qXIs”_l> . (13)
[n — 1] [n — 1]
Sine€l,
—(n—1) _
. q [TL 2](] Sn—1
—-1¢1 e Op1) X = e Op —_ X 14
sin—1¢1, ppi(or...0n-1)X1 = pri(o1...00-2) < PR , (14)
sin—1€l, ka(O'l .. .O'n_l)X[ = pk,l(al .. .Un_g)(—qfl).)([ . (15)

On désigne par oy, (resp. ;) la contribution a la trace de pg(o1...0n—1) lorsque n ¢ I (resp.
n € I). Dans I'équation (??), n € s,—11 , donc py (01 ...0,—2)X;""" est une combinaison linéaire
faisant intervenir des vecteurs Xj tels que n € I’, donc la contribution de ce terme & la trace est nulle.
Dans I'équation (??), n ¢ s,—11, donc py (01 ...0,—1)X;" " est une combinaison linéaire de vecteurs
Xy tels que n ¢ 1", donc ce terme ne contribue pas a la trace. Les actions de Pi(o1 ... op_1) sur Xy
calculées ci-dessus donnent les relations de récurrence suivantes (voir figure (77)),

n—1

q
Qp| = qQn—1]1 + mﬁn—l,l ) (16)
q
q_(n_l) 1
Bni = —man—l,l—l —q Pn-1-1, (17)
q

avec les conditions au bord
ano=q"" ", a1 =0, (18)
Bro =0, pour n > 1, By =(—¢ Y, pourl>1.

Il faut s’assurer que les conditions au bord ne contredisent pas les équations (??) et (??) pour oy, et
Bnn—1. D’apres (77) et (?7) on a,

qn—l 1
0,0 = qQn—1,0 + mﬁn—m =q", (19)
q
qn—l 1
/Bn,n—l - - [n — 1] Qp—1n—2 — q_lﬁn—l,n—Q = (_q—l)n— ’ (20)
q

donc les conditions au bord sont bien vérifiées. D’apres la figure 77, si une solution existe, elle est
unique.

Lemme 5.2.1. Les solutions des équations (7?) et (7?7) pour n > 1 et 0 <1 < n avec les conditions
au bord (77) sont

Qn, 1 = (_1)lqn—l—lw ) (21)
Bt = <—1>lq—lm“_]ql]q . (22)



44

FIGURE 2 — La récurrence apparait dans la zone non barrée. La récurrence sur « (resp. ) correspond
a la fleche verticale (resp. oblique).

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n =2, (??) et (??) donnent
az1 =0, a20=4¢,
-1
62,1 = —q ’ /82,0 =0 ’
ce qui correspond bien & (??), donc la proposition est vraie pour n = 2.

Supposons que la proposition est vraie pour n. On calcule d’abord ay,41,

qn _ n—I— [’I’l —1— 1](1 qn — [l]q
Qo + mﬁn,z = Q(—l)lq : 1W + m(—l)lq ZT — 1,
1) ¢! n — n
n—I
= ( 1)l [n—ql]q[n]q X [TL— 1]q[”_l]q
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On trouve 'expression (??) pour n + 1, donc elle est vraie pour tout n. Pour f,41 41,

" -1 RN e L el | R DR S S )
B _ -1 (4 L [ -1 S
. g+
=(-1) n— 1,0, (In =1 —=1]q + [llg[nq)
ql™q
—(+1)
S L LB S P |
( [Tl - 1]q[n]q [ }q[ ]q
_ _ [1+1],
_ (_1) (l+1)q (+1) 1" T *g .
[n]q
On trouve 'expression (??) pour n + 1, donc elle est vraie pour tout n. O

On déduit

Trp (o1 ... 0n—1) = ang + Bny

g W

[n— 1] [n— 1]
Nl
S e (R
\a—l
_ ([nl) -,
— (_1)lqan2lfl )

C’est le résultat recherché. On peut également le déterminer de la fagon décrite ci-dessous.

5.2.2 Seconde méthode

La seconde méthode utilise un résultat de [?], donnant une relation entre les représentations py,
et Pin—1,1}-

Soit A; 'antisymétriseur classique d’ordre I, et soit AZV{n_Ll} = AlX/{%Cl’l} la puissance extérieure
d’ordre [ de Vi, _y 1. Si (€1,...,€,-1) est une base de Vj,,_; 1}, une base de AlV{n_Ll} est ’ensemble
des vecteurs €;; A ... A ¢; tels que 77 < ... < 7. Rappellons qu'une base de Vj; est I’ensemble des
vecteurs X7, ou I = {i1,...,49;}.

Propriété 5.2.1. L’application 1 : &, A ... A ¢&; — X7 est un isomorphisme des espaces vectoriels
AlV{n_Ll} et V. Au niveau des représentations, on a 1'égalité suivante, pour o, un générateur de
H,(q),

Pra(0p) 0n =10 q" Ay (pro11y(0p) @ - © pa_1y(op)) Ar

On va utiliser cette propriété pour déterminer la trace du produit des générateurs dans py; a partir
de celle dans py,_1 13-
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D’apres la propriété 77 on a,

Pei(01 . 0n_1) = pri(01) ... pri(on—1) (23)
=q''4 (P{n—l,l}(Ul) ®...® P{n—l,l}(Ul)) ArqtlA (P{n—l,l}(%—l) ®...0 P{n—l,l}(%—l)) A
(24)
= ¢1-0=1 4, (P{n—1,1}(01) o Pin=1,1}(On-1) ® ... @ prp_1 1y (01) - - P{n—1,1}(0n_1)) Ay (25)
= q(lfl)(nfl)Al (p{n,l’l}(al 1) ® . ® P{n—1,1} (o1... O’n_1)> Ay . (26)
Soit (eq,...,ey) la base dans la représentation de Burau présentée dans la section ??7. Une base de
Vin—1,1} est (e1 — gez,e2 — ges, ..., en—1 — qep). L'action des générateurs de Hy(q) sur cette base est
pBn(0i) (ei-1 — qe;) = qlei—1 — qe;) + (ei — qeir1)
pBn(0i) (€5 — qeir1) = —q (ei — ei1)
pBn(0i) (ir1 — qeiya) = (i — qeiv1) + qleir1 — qeita) ,
pBn(0i) (e — qers1) = q (ex — qers1) sik#£i—1,4,i+1.

On calcule ensuite 'action du produit des générateurs,
sit<n—1,

PBa (01 on1)(e; — qeit1) = ¢" 2 (eit1 — qeiya)

sit=n—1,
PBa(01 ... op1)(en—1 —qen) = —q ' (e1 — qe2) — (e2 —qe3) — ... — " P (en—1 — gen) -
La matrice du produit o1 ...0,_1 est
Pin—1,13(01 -+ Op_1) = { {aij} | ain-1=—¢""" a1 =¢""2,ai;=0si j#i+1n—1 }

Exemple 5.2.1. Pour n =4,

0 0
0{3,1}(010203) =1¢ 0 -1
0

Soit P la matrice diagonale de taille (n — 1) x (n — 1) suivante
P =diag(1,q,¢%,...,¢" %) .
En faisant le changement de base p’{n_ljl} =p! Pin—1,1}F, on obtient la matrice
P/{n—1,1}(‘71 e Op—1) = qn73ﬂ{n71,1}(51 e Sn-1) (27)

ol Pip—1,13(51- .- 8n—1) est la matrice classique,

p{n—l,l}(sl .. .Snfl) = { {bi,j } | bi,i+1 =1, bi,nfl =-1, bi,j =0siy 75 1+ 1,n—1 } . (28)
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Exemple 5.2.2. Pour poursuivre ’exemple 77,

1 0 O

P=10 ¢ O

0 0 ¢?

Avec ces matrices on calcule
0 0 -1
Pia1y(010203) = Pl pggay(010203)P =g |1 0 —1
01 -1
On rappelle que les générateurs de Sy, sont {s1,. .., s,—1}. Les valeurs propres de P{n71,1}(81 e Sp—1)

sont o
U .
Spec{n_lvl}(sl...sn_l) = { 61’])(7]) ,i=1,...,n—1 } )
D’apres (?7), on a le lemme suivant.

Lemme 5.2.2.
_ 2mi
Spec{n—l,l}(al .. .O‘Hfl) = { qn 36.’1)]9(7]) y ] = 1> cee, = 1 } .
L’équation (??) donne également la relation

Tr{n_u}(al . Un—l) = qn_gTI'{n_Ll}(Sl R Sn—l) ,

donc
Trawg, oy, (01 0n-1) = a7 Tryy, (510 0801) (29)
Pour connaitre TrAlV{n—l,l} (81...8p—1), on utilise la représentation permutation. L’opérateur si ... s,—1
réalise la permutation cyclique des vecteurs (eq,...,e,) de Vi, : €; ¥ €41 mod n- Pour la puissance
extérieure A'V,, cet opérateur envoie €y Ao N€j & €41 modn/\--- A€+l modn, donc
Trpy, (81...8,-1) =0 pourl=1,...,n—1. (30)

La décomposition de V,, en somme directe de représentations irréductibles de S,, est
Vi=Co®Vy_11y -
La puissance extérieure d’ordre I de V,, donne la relation suivante
AV =AMV @ A WV
donc
Travy, (s1---sn-1) = Tray,y (s1snon) + Trpay, (s osne1)
Cette égalité et la relation (??) conduisent a I’équation
($1...8p-1) =0 pourl=1,....,n—1,

TrAlV{n,li}(Sl c. Sn—l) -+ TI‘AZ—1V{n71’1}

or pour [ =0, Trpoy,, 1}(81 ...8p—1) =1, d’ou

TrAlV{n,171}(S1 cSne1) = (1)
D’apres (??), on déduit
Trptyg, (01 on1) = (—1)lgm=d
Finalement, la relation entre les représentations p; et pg,—1,13 (voir ??) conduit a

Try (o1 ...0n-1) = q(l_l)(”_l)TrAzV{n_m}(01 cop1) = (=)l =~
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5.3 Trace de III; ,_; dans py;

Connaissant a présent I'expression de Try (o7 ...0p—1), 'équation (??) devient (en rappelant que
n=k+1+1),

Ty (I 1) = Trg_1 (T 59) 4 Trg g1 (T o) + (—1)'g% . (31)

Proposition 5.3.1. Dans la représentation py;, la trace de la matrice de l’élément de battage
Iy ,,—1 € Hyp(q) est

14 (-1) SR o fs+k—i
Tt ) = =0 e, 4 @, e (TR ) (32)
=1 s=1
Les wvaleurs propres sont les g-nombres (i), et d’aprés la formule (?77) on détermine la multiplicité

associée, notée (1) :

- pour la valeur propre 0 : pg(0) = S (—1)!=3 (3 + IZ - 1) 7

- pour la valeur propre (i)g, i=1,....k : pupy(i) = XL (=1)F* (i i l]z : 2) ,

- pour la valeur propre (k+1)q : ppi(k+1) = %_1)[

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n =1 la trace est Trg (Il o) = 1.
Supposons la formule proposée vraie pour n — 1,

si0<i<k,
l sthk—i—1) & s+k—i
. N _1\l—s 2 _1\l—s—1 -
k-1, (%) + pgei—1(2) = ;( 1) ( b ) + ;( 1) (1 Lk Z) ;

en faisant le changement de variable s’ = s + 1 dans la somme de droite on obtient,

! ‘ I .
. . s [s+k—i—1 s (8 —1+k—1i
fk—1,0(8) + pga—1 (i) = El(—l) ( E—i ) + Z(—l) < 14+k—i )

s= §'=2

on rajoute le terme s’ = 1 qui ne contribue pas,

l . l / -
i)+ e (9) = 3o(- 1) ( o 1) + (-1 ( ol 1) '
a+1 a a
<b+ 1) = (b) + <b+ 1) ) (33)

l .
ISTCRYRICES wE Ul (i B

s=1

En utilisant la relation

pour a,b € N,
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ce qui correspond bien a puy, (i) dans I'équation (?7) ;

sit=k,k+1, on ala somme

v = [e-1,0(k) + prg—1(k)] (k)q + pg—1(k + 1) (k + 1)g + (=1)!¢**

on remplace

7= S (R (R () st (k+ Dy + (D' |

en faisant le changement de variable s’ = s + 1 dans la somme,

l _
L O 1, + (1), S 1) — 1)+ 1)l

s'=2

’)/:

comme précédemment, on rajoute le terme s’ = 1 qui ne contribue pas,
+ (= 1)
= — 1+ E -1
Y= D) )

:1+(2—1)l <1+Z lS’ 1_(2_1)l>

1+ (—1) ! L
= e )+ (B, D (1)
s'=1
La proposition (??) donne le méme résultat pour py ;(k)(k)g + pri(k + 1)(k + 1)4. Dans les deux cas
(0<i<keti=k,k+1)la proposition est vérifiée pour n donc elle est vraie pour tout n. O

On donne également la trace de I’élément de battage sous une autre forme :
k l .
s (s+k—J
Try, (I 1) Z:: Z:: s ( k- j ) )
l—s s+ k — j

k—j
calcul des cohomologies cycliques des algebres de Grassmann Zs-graduée [?].

Notons que la somme alternée des coefficients binomiaux \_y(—1) ) apparait dans le

5.4 Multiplicités et coefficients binomiaux
Dans cette partie, on établit une relation entre les multiplicités des valeurs propres de 1111 ,,_1 dans

. . . k+1 i
Pk, et le coefficient binomial < + ) Par construction, on a Vi, ; = Vi ;1 @ Vi1, donc

l
dim(Vk,l) = dim(VkJ,l) + dim(kal,l) .

La dimension est égale a la somme des multiplicités,

k+1 k+1
1110 (0) + > e (8) = pe—1(0) + Z pig—1(8) + prr—1,0(0) + > puie—1,4(3) - (34)
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Dans la preuve de la proposition 77 nous avons établi

pie (1) = p— g (2) + pg—1(i) , 0<i<k, (35)
pirea (k) = pe—1,0(k) + pg—1 (k) + (=171 (36)
pg(k+1) = g1 (k+1) + (=1)" . (37)

Les équations (?7?), (??), (??) et (??) impliquent

1 (0) = pieg—1(0) + pr—1,4(0) - (38)
De plus (représentations unidimensionnelles), on a

1+ (-1t

t0,(0) = 5

s Hk0(0) =0 (39)

1+ (-1)71!

Lorsque k =1 =0, 5

= 0 donc les conditions aux bords ne se contredisent pas.

Proposition 5.4.1. La solution de l’équation de récurrence (??7) avec pour conditions auzx bords
(7?) est

!
pia(0) = (=1)"° (s * Z - 1) :

s=1

Démonstration. Par récurrence sur n. On commence par vérifier les conditions aux bords. Pour [ = 0
le résultat est immédiat. Pour k = 0,

S s (571 Ly qyies _ LE (=D
0 (7o) = e -

donc les conditions aux bords sont vérifiées.

Pour n =1,
t0,0(0) =0,

donc la proposition est vérifiée pour n = 1.

Supposons qu’elle est vraie pour n — 1,

-1
_e1[s+ k-1 s [s+k—2
a1 (0) + i 1(0) = So(=1)' 7 ( . ) Y- ( o ) ,
s=1 s=1
en faisant le changement d’indice s’ = s + 1 dans la premiére somme, on a
! ' !
_g [s+Ek—2 _s[s+k—2
et 1(0) + i 1(0) = 37 (-1)°° ( h >+Z<—1>’ ( o ) ,
s'=2 s=1
on rajoute & la premiére somme le terme s’ = 1 qui ne contribue pas,

l , I
pa=1(0) + pue-10(0) = 30 (=)' ( N 2) + (=) ( o 2) ,
s=1

s'=1
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en utilisant la relation (?77),
l
s (s+k—-1
pi1-1(0) + pup—1,2(0) = > (=1) ( 3 ) ;
s=1

ce qui correspond a l’expression de la proposition pour n, donc la propriété est vraie pour tout n. [

Corollaire 5.4.1. Une expression du coefficient binomial est
FED) L s gy (3R sy (3R (10)
l N 2 k ; 1+k—1)

k+1
Démonstration. La preuve est immédiate car dim(Vy;) = <k —ll_ l) = Z L (). O

5.5 Une autre relation de récurrence pour p (111, ,_1)

La formule (??) contient une contribution des représentations py_1,; et py;—1. Une autre équation
de récurrence a été déterminée, ayant pour particularité d’avoir la valeur de [ fixée, donc la contribution
ne provient que des représentations py_1 .

Proposition 5.5.1. Une formule de récurrence pour la trace de Iy ,_1 dans la représentation py
est

1\ k1 s
Trip (U1 —1) = H(21) + ZZ(—U - (11:_ z) + ¢ Try—1, (I o) . (41)

—1) k S —1
Trk,l(ml,n—l) = 1—i_(21)(k + l)q + Z(Z)q Z(_l)l_s (1 __:: ]]z _ Z)

i=1 s=1
k i—1 l
; k—1
Z 2% 4 Z Z 2j Z(fl)l_s <3+ )
q q
i=1 (j:O ) s=1 L+ k—i
14 (—1) k B k i—1 B l s k—i
= (2 ) (1+q22q2“ ”) +Z(1+q22q20 PR )
Jj=1 i=1 j=1 5=

en réorganisant les termes et en faisant le changement de variables j' = 7 — 1,

1 s+k—1
Try (I, 1) = 2520 +ZZ <1+k—i)+

i=1 s=1

1+(—1)! = = ! s+k—1i
fot | RSy (5 ) e ()
j'=0 3'=0 s=1
_ 14(-1)! +zk:zl:(_1)l—s s+k—1 + 2 1+(—1)l(k) "‘Zk:(_l) zl:(_l)l_s s+k—1i
-2 i=1s=1 1+k—i ! 2 ! i:1z qs:l 1+k—i)|”’
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en faisant le changement de variable ¢/ = i — 1, le terme souligné s’écrit

k-1 I .
? | m S, sen ()|

/=0 s=1

or le terme i" = 0 ne contribue pas, donc cette expression est égale a

2 | 14(=1)! G —s [s+k—1—1 9
q |5 (k)g + Z(l)q (=1) i = ¢ Trp_1 (114 —2) ,

=1 s=1

d’ou l'assertion. O

6 Conclustion

Les valeurs propres de III; ,_1 et leur multiplicité ont été déterminés d’abord pour les représen-
tations indexées par les diagrammes {n} et {n — 1,1}, puis pour les représentations pj;. C’est le
résultat principal de ce stage. La suite de ce travail est naturellement la détermination du spectre et
des multiplicités pour les représentations associées aux diagrammes de forme quelconque. En théorie,
on peut les calculer en utilisant, par exemple, la base des tableaux de Young standard présentée en
??. La dimension des représentations croit trés rapidement, ce qui rend cette méthode difficile a ex-
ploiter. Une piste intéressante pour les recherches futures est de "découper" un diagramme quelconque
en diagrammes de type crochets.
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