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Résumé
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1 Notations

• (n)q := q2n − 1
q2 − 1

• [n]q := qn − q−n

q − q−1 = qn−1(n)q

• 1n : Matrice identité de taille n× n

• {λ1, . . . , λi} : Partition ou son diagramme

• {lk} = {l, . . . , l︸ ︷︷ ︸
k fois

}

• ρλ : Représentation associée à un diagramme λ

• Trλ : Trace dans la représentation ρλ

• ρP,n : Représentation permutation du groupe Sn de dimension n

• ρB,n : Représentation de Burau

• TrB,n : Trace dans la représentation ρB,n

• ρk,l : Représentation associée à un diagramme de type crochet

• Trk,l : Trace dans la représentation ρk,l

• Specλ : Spectre dans la représentation ρλ

2 Introduction
Les éléments de battage trouvent des applications dans de nombreux domaines tels que les groupes

quantiques [?], les bialgèbres de type 1 [?], le calcul différentiel en géométrie non commutative [?],
[?], les problèmes de rangement (d’une bibliothèque par exemple) [?] etc. On s’intéresse en particulier
à l’élément X1,n−1 de l’algèbre de Hecke Hn(q). Pour q générique, les représentations irréductibles
de cette algèbre sont indexées par les diagrammes de Young. Le polynôme caractéristique de X1,n−1
est connu pour Hn(q) (voir [?]), mais pas pour chacun des diagrammes. Dans ce rapport, après avoir
introduit quelques notions sur les représentations irréductibles de l’algèbre de Hecke, on détermine le
spectre et les multiplicités des valeurs propres de X1,n−1 pour les diagrammes de type « crochet ».
Pour ce faire, on calcule la trace de l’élément de battage dans ces représentations. En effet, les valeurs
propres sont des « q-nombres », c’est-à-dire des polynômes en q linéairement indépendants sur Z. La
trace deX1,n−1 est une combinaison linéaire de q-nombres, et leur coefficient est égal à leur multiplicité
(sauf pour le cas de la valeur propre 0 qui est discuté à la fin de ce document).
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3 Groupes de Coxeter, groupe symétrique et algèbre de Hecke
Cette section présente le cadre mathématique dans lequel les travaux ont été effectués. Après une

brève introduction des groupes de Coxeter et des algèbres de Hecke de manière générale, on décrira
en particulier l’élément de battage de l’algèbre de Hecke associée au groupe symétrique. Pour une
description plus approfondie, voir [?].

3.1 Groupes de Coxeter et groupe symétrique

Soit M = { ||mij || }i,j∈I une matrice de Coxeter, c’est-à-dire une matrice symétrique telle que
mii = 1, et mij ≥ 2 pour i 6= j, avec mij entiers. Cette matrice porte l’information du code génétique
d’un groupe de Coxeter noté W(M).

Définition 3.1.1. Le groupe de Coxeter W(M) est engendré par les éléments si, i ∈ I, et les
relations définissantes

(sisj)mij = 1 .

Définition 3.1.2. Soit E = {1, . . . , n}. L’ensemble des bijections de E, muni de la loi de composition
des applications, constitue le groupe symétrique d’ordre n, noté Sn. Les éléments de Sn sont appelés
permutations.

Exemple 3.1.1. Soit l’ensemble E = {1, 2, 3, 4}, auquel on applique la permutation (142), alors
(142)E = {4, 1, 3, 2}, ou encore (13)E = {3, 2, 1, 4}, et la composition de ces permutations donne
(13)(142)E = {4, 3, 1, 2}.

Le groupe Sn est engendré par les transpositions de deux entiers successifs si = (i, i+ 1), i ∈ I.

Définition 3.1.3. Le code génétique du groupe symétrique Sn par rapport aux générateurs si est

Sn = 〈 {si} | s2
i = 1 ,

{
(sisj)2 = 1 si |i− j| > 1
(sisi+1)3 = 1

〉 .

C’est donc un groupe de Coxeter. On notera Mn la matrice de Coxeter associée.

3.2 Algèbre de Hecke

Définition 3.2.1. A chaque matrice de Coxeter M correspond une C-algèbre, appelée algèbre de
Hecke, dépendant d’un paramètre de déformation inversible q ∈ C×. On note cette algèbre H(M, q).

Dans le cas où M = Mn, on écrit H(Mn, q) = Hn(q) l’algèbre de Hecke associée au groupe
symétrique d’ordre n :

Hn(q) = 〈 {σi} | σ2
i = 1 + (q − q−1)σi ,

{
σiσj = σjσi si |i− j| > 1
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1

〉 .

Remarque 3.2.1. Lorsque q = 1, alors σ2
i = 1, donc Hn(1) correspond à l’algèbre de groupe de Sn :

Hn(1) = CSn. L’aglèbre Hn(q) pour q 6= 1 est une déformation de CSn. C’est une déformation plate,
ce qui signifie dim(Hn(q)) = dim(CSn) = n!.

La théorie des représentations du groupe symétrique s’applique également pour les représentations
de Hn(q) pour q générique.
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3.3 Représentation de Sn et diagrammes de Young

Propriété 3.3.1. Pour le groupe symétrique Sn, les classes de conjugaisons sont indexées par
les différentes structures cycliques des permutations de Sn. De plus, ces structures cycliques sont en
bijection avec les partitions de l’entier n.

Si λ ` n est une partition de n, alors on écrit λ = {λ1, λ2, . . . , λk}, où λi ∈ N avec i = 1, . . . , k, telle
que

∑
i λi = n, et où les λi sont ordonnés tels que λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk. La fonction de partition p(n)

donne le nombre de façons différentes de partitionner l’entier n. On note Cλ, la classe de conjugaison
de Sn correspondant à λ ` n.

Les représentations irréductibles de Sn sont également indexées par les partitions. On les note
(Vλ, ρλ) où Vλ est un espace vectoriel et ρλ un morphisme ρλ : Sn → End(Vλ). On a l’isomorphisme
des algèbres

CSn ∼=
p(n)⊕
λ=1

End(Vλ) . (1)

Par conséquent,

dim(Hn(q)) = dim(CSn) =
p(n)∑
λ=1

dim(Vλ)2 = n! . (2)

Exemple 3.3.1. Cet exemple avec S3 résume les propriétés énoncées jusqu’ici. Le nombre entier 3 se
partitionne de trois façons différentes (p(3) = 3). Ces partitions sont {3}, {2, 1} et {13}. Cela signifie
qu’il existe trois classes de conjugaisons C{3}, C{2,1} et C{13}, ainsi que trois représentations irréduc-
tibles (V{3}, ρ{3}), (V{2,1}, ρ{2,1}) et (V{13}, ρ{13}). Elles ont pour dimensions respectives dim(V{3}) = 1,
dim(V{2,1}) = 2, dim(V{13}) = 1, et d’après les formules (??) et (??),

CS3 = End(V{3})⊕ End(V{2,1})⊕ End(V{13}) , dim(CS3) = dim(H3(q)) = 12 + 22 + 12 = 6 = 3! .

Les diagrammes de Young représentent les partitions. Pour les dessiner, on associe λi cases à la
ligne i.

Exemple 3.3.2. Pour garder l’exemple de S3, les diagrammes des partitions sont

{3} , {2, 1} , {13} .

En fixant le point n de l’ensemble {1, . . . , n}, on a Sn−1 ⊂ Sn, d’où la chaîne d’inclusions S0 ⊂
S1 ⊂ S2 ⊂ . . . ⊂ Sn. Les règles de branchements des représentations correspondant à cette chaîne sont
décrites par le diagramme de Bratteli (voir [?] et figure ??).

On rappelle une formule pour la dimension de la représentation associée à un diagramme quel-
conque. Pour cela, on introduit la notion de crochet.

Définition 3.3.1. Le crochet d’une case est l’ensemble des cases situées en-dessous et à droite de la
case considérée, en comptant la case elle-même. La longueur du crochet, notée h ∈ N, est le nombre
de cases contenues dans le crochet.
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Figure 1 – Diagramme de Bratteli jusqu’à n = 4.

Propriété 3.3.2. La dimension d’une représentation est donnée par

dim(Vλ) = n!∏n
l=1 hl

(3)

où n est le nombre total de cases du diagramme et hl la longueur du crochet de la case l (l parcourt
toutes les cases).

Exemple 3.3.3. Pour le diagramme {4, 2}, les crochets sont

• • • •
• •

h1 = 5 h2 = 4 h3 = 2 h4 = 1 h5 = 2 h6 = 1

d’où
dim(V{4,2}) = 6 !

5× 4× 2× 2 = 9 .

Le nombre dim(Vλ) est égal au nombre de tableaux standard de forme λ.

Définition 3.3.2. Les tableaux de Young sont des diagrammes de Young dont les cases sont
remplies par des nombres entiers. Un tableau de Young standard est un tableau de Young dont les
entiers appartiennent à l’ensemble {1, . . . , n}, n étant le nombre de cases du diagrammes ; un nombre
ne peut apparaître que dans une seule case ; de plus, le tableau vérifie la condition suivante : quelle
que soit une case, le nombre qu’elle contient doit être supérieur aux nombres contenus dans la case de
gauche et dans celle du dessus.
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Exemple 3.3.4. Parmi les tableaux de Young suivants,

X1 = 1 2
3 4

, X2 = 2 1
3 4

, X3 = 1 2
4 3

, X4 = 1 3
2 4

,

X1 et X4 sont des tableaux standard.

Propriété 3.3.3. Les tableaux standard de la forme λ peuvent indexer une base de la représentation
ρλ. Pour écrire explicitement l’action des générateurs de Hn(q) sur cette base, on introduit la notion
de contenu d’une case.

Définition 3.3.3. Dans un tableau de Young, le contenu de la case contenant l’entier i, noté c(i) ∈ N,
est

c(i) = colonne(i)− ligne(i) . (4)

Exemple 3.3.5. Dans le tableaux 1 3
2

, les contenus sont c(1) = 0, c(2) = −1, et c(3) = 1.

Propriété 3.3.4. Soit {X1, . . . , Xd} l’ensemble des tableaux standard de forme λ indexant la base
(X1,X2, . . . ,Xd) de la représentation irréductible Vλ. L’action des générateurs de Hn(q) sur cette base
est

σiXk = (q − q−1)q2c(i+1|Xk)

q2c(i+1|Xk) − q2c(i|Xk)Xk + q1+2c(i+1|Xk) − q−1+2c(i|Xk)

q2c(i+1|Xk) − q2c(i|Xk) X si
k (5)

où c(i|Xk) est le contenu c(i) dans le tableau standard Xk, et X si
k est le vecteur associé au tableau

obtenu par transposition des entiers i et i+ 1 à partir du tableau Xk. Si Xsi
k n’est pas standard, alors

X si
k = 0.

Exemple 3.3.6. Soit le diagramme {2, 1} et (V{2,1}, ρ{2,1}) la représentation irréductible de H3(q)
associée. D’après la formule (??), V{2,1} est de dimension 2. Soit (X1,X2) une base de V{2,1}. Les
vecteurs X1 et X2 sont associés aux tableaux standard

X1 = 1 2
3

, X2 = 1 3
2

.

L’action des matrices des générateurs de H3(q) sur la base (X1,X2) est

ρ2,1(σ1)X1 = (q − q−1)q2c(2|X1)

q2c(2|X1) − q2c(1|X1)X1 + 0

= q2(q − q−1)
q(q − q−1) X1 = qX1 ,

ρ2,1(σ1)X2 = (q − q−1)q2c(2|X2)

q2c(2|X2) − q2c(1|X2)X2 + 0

= −q
−2(q − q−1)
q−1(q − q−1)X2 = −q−1X2 ,

ρ2,1(σ2)X1 = (q − q−1)q2c(3|X1)

q2c(3|X1) − q2c(2|X1)X1 + q1+2c(3|X1) − q−1+2c(2|X1)

q2c(3|X1) − q2c(2|X1) X2

= q−2(q − q−1)
q−2 − q2 X1 + q−1 − q

q−2 − q2X2 = −q
−2

[2]q
X1 + 1

[2]q
X2 ,
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ρ2,1(σ2)X2 = (q − q−1)q2c(3|X2)

q2c(3|X2) − q2c(2|X2)X2 + q1+2c(3|X2) − q−1+2c(2|X2)

q2c(3|X2) − q2c(2|X2) X1

= −q
2(q − q−1)
q2 − q−2 X2 + q3 − q−3

q2 − q−2X1 = q2

[2]q
X2 + [3]q

[2]q
X1 .

Les matrices des générateurs s’écrivent

ρ2,1(σ1) =
(
q 0
0 −q−1

)
, ρ2,1(σ2) = 1

[2]q

(
−q−2 1
[3]q q2

)
et vérifient les relations ρ2,1(σ1)ρ2,1(σ2)ρ2,1(σ1) = ρ2,1(σ2)ρ2,1(σ1)ρ2,1(σ2) et ρ2,1(σi)2 = 12 + (q −
q−1)ρ2,1(σi) pour i = 1, 2.

3.4 Elément de battage

Les éléments de battage sont des éléments particuliers du groupe symétrique. Dans la suite, on va
s’intéresser à l’élément de battage q-déformé, appartenant à l’algèbre de Hecke.

Définition 3.4.1. L’élément de battage q-déformé X1,n−1 ∈ Hn(q) est défini par

X1,n−1 := 1 + qσ1 + q2σ1σ2 + . . .+ qn−1σ1 . . . σn−1 (6)

où l’entier n ≥ 1, et {σ1, . . . , σn−1} sont les générateurs de Hn(q).

Exemple 3.4.1. Quelques exemples pour différentes valeurs de n :

X1,0 = 1 , X1,1 = 1 + qσ1 , X1,2 = 1 + qσ1 + q2σ1σ2 .

Dans [?], le polynôme caractéristique de l’élément de battage est déterminé pour le groupe symé-
trique, puis il est généralisé dans [?] pour l’algèbre de Hecke. Les valeurs propres sont de la forme (i)q,
i = 0, 1, 2, . . . , n− 2, n. Les multiplicités ont été déterminées dans [?] pour Sn, et dans [?] pour Hn(q).
L’existence de la q-déformation offre une méthode pour calculer les multiplicités en déterminant la
trace de la matrice de X1,n−1 ∈ Hn(q) dans l’espace de représentation approprié.

Propriété 3.4.1. La trace de l’opérateur de multiplication à gauche de l’élément de battage dans
Hn(q), noté LX1,n−1 , est

TrHn(LX1,n−1) =
n∑
i=0

n!
i!

n−i∑
j=0

(−1)j

j! (i)q . (7)

La propriété ?? donne les valeurs propres (et leur multiplicité) de l’élément de battage dans Hn(q),
mais pas la contribution de chaque représentation irréductible (i.e. de chaque diagramme de Young).
Les recherches effectuées pendant le stage ont porté sur la détermination de ces contributions pour
différents types de diagrammes, en utilisant la même méthode que [?], qui consiste à calculer la trace
de X1,n−1 dans la représentation associée à un diagramme.

4 Représentation de Burau de l’algèbre de Hecke
Pour commencer, on s’intéresse à la représentation de « Burau » (voir [?]). En termes de partitions,

on a
ρB,n = ρ{n} ⊕ ρ{n−1,1} .
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4.1 Représentations ρP,n et ρB,n
Définition 4.1.1. Soit Vn un espace vectoriel de dimension n, et (e1, . . . , en) une base de Vn. Soit
ρP,n : Sn → End(Vn) un morphisme tel que l’action des générateurs de Sn sur (e1, . . . , en) est

ρP,n(si)ei = ei+1 , ρP,n(si)ei+1 = ei , ρP,n(si)ej = ej , si j 6= i, i+ 1.

On appelle ρP,n la représentation « permutation » de Sn, car Sn permute les vecteurs de base. Dans
cette représentation, les générateurs de Sn ont pour structure

ρP,n(si) = 1i−1⊕
(

0 1
1 0

)
⊕1n−1−i .

Cette représentation admet une q-déformation. C’est la représentation de Burau, pour laquelle
l’action des matrices des générateurs sur (e1, . . . , en) est

ρB,n(σi)ei = (q − q−1)ei + ei+1 , ρB,n(σi)ei+1 = ei , ρB,n(σi)ej = qej , si j 6= i, i+ 1.

Les matrices des générateurs de Hn(q) ont pour structure

ρB,n(σi) = q11i−1⊕
(
q − q−1 1

1 0

)
⊕q11n−1−i .

Exemple 4.1.1. Les matrices des générateurs de H4(q) sont

ρB,4(σ1) =


q − q−1 1 0 0

1 0 0 0
0 0 q 0
0 0 0 q

, ρB,4(σ2) =


q 0 0 0
0 q − q−1 1 0
0 1 0 0
0 0 0 q

, ρB,4(σ3) =


q 0 0 0
0 q 0 0
0 0 q − q−1 1
0 0 1 0

 .

4.2 Trace du produit σ1 . . . σj dans ρB,n
Lemme 4.2.1. Dans la représentation de Burau de Hn(q), la trace du produit des générateurs est

TrB,n(σ1 . . . σj) = (n− j)qj − qj−2 . (8)

Démonstration. Soit (e1, . . . , en) une base de ρB,n. Il faut déterminer ρB,n(σ1 . . . σj)ek, avec k =
1, . . . , n et j = 1, . . . , n − 1. D’après la partie ??, on calcule l’action du produit des générateurs
sur la base :

si 1 ≤ k ≤ j,

ρB,n(σ1 . . . σk . . . σj)ek = ρB,n(σ1 . . . σk)ρB,n(σk+1 . . . σj)ek
= ρB,n(σ1 . . . σk)qj−kek
= qj−kρB,n(σ1 . . . σk−1)ρB,n(σk)ek
= qj−kρB,n(σ1 . . . σk−1)

(
(q − q−1)ek + ek+1

)
= . . . = qj−k(q − q−1)e1 + qj−1ek+1

10



le terme souligné participe à la trace lorsque k = 1 ;

si k = j + 1,

ρB,n(σ1 . . . σj)ek = ρB,n(σ1 . . . σk−1)ek = ρB,n(σ1 . . . σk−2)ek−1 = . . . = e1

or k = j + 1⇒ k > 1, donc ce terme ne participe pas à la trace ;

si j + 1 < k ≤ n,

ρB,n(σ1 . . . σj)ek = ρB,n(σ1 . . . σj−1)qek = . . . = qjek

ce terme participe à la trace pour n− j − 1 ≤ k ≤ n.

Finalement, en unifiant les différents cas

TrB,n(σ1 . . . σj) = qj−1(q − q−1) + (n− j − 1)qj

= (n− j)qj − qj−2 .

4.3 Trace de X1,n−1 dans ρB,n
Proposition 4.3.1. Dans la représentation de Burau, le spectre de la matrice de l’élément de battage
est

SpecB,n(X1,n−1) = {0, (1)q, (2)q, . . . , (n− 2)q, (n)q} . (9)

et les multiplicités sont toutes égales à 1.

Démonstration. D’après la formule (??), la matrice de l’élément de battage dans la représentation de
Burau de Hn(q) est

ρB,n(X1,n−1) = 1n +
n−1∑
j=1

qjρB,n(σ1σ2 . . . σj)

d’où

TrB,n(X1,n−1) = TrB,n(1n) +
n−1∑
j=1

qjTrB,n(ρB,n(σ1 . . . σj)) . (10)

Disposant à présent de TrB,n(ρB,n(σ1 . . . σj)), on remplace son expression dans l’équation (??)

11



pour calculer la trace de ρB,n(X1,n−1) :

TrB,n(X1,n−1) = TrB,n(1n) +
n−1∑
j=1

qj
(
(n− j)qj − qj−2

)
= n+

n−1∑
j=1

q2j(n− j)−
n−1∑
j=1

q2j−2

= n+ q2(n− 1) + q4(n− 2) + . . .+ q2(n−1) −
n−2∑
j′=0

q2j′

= (n− 1) + q2(n− 2) + q4(n− 3) + . . .+
n−1∑
j=0

q2j −
n−2∑
j=0

q2j

= (n− 2) + q2(n− 3) + q4(n− 4) + . . .+
n−2∑
j=0

q2j +
n−1∑
j=0

q2j −
n−2∑
j=0

q2j

...

= 1 +
1∑
j=0

q2j +
2∑
j=0

q2j +
3∑
j=0

q2j + . . .+
n−2∑
j=0

q2j +
n−1∑
j=0

q2j −
n−2∑
j=0

q2j

= 1 + (2)q + (3)q + . . .+ (n− 1)q + (n)q − (n− 1)q

= (n)q +
n−3∑
j=0

(j + 1)q .

Donc on a bien le spectre donné par (??) (toutes les multiplicités sont égales à 1).

Corollaire 4.3.1. Pour les diagrammes {n} et {n−1, 1}, le spectre de l’élément de battage X1,n−1 ∈
Hn(q) est {

Spec{n}(X1,n−1) = {(n)q}
Spec{n−1,1}(X1,n−1) = {0, (1)q, (2)q, . . . , (n− 2)q} .

5 Représentations de type crochet

5.1 Représentation ρk,l

Dans cette section, on va déterminer le spectre (avec les multiplicités) de X1,n−1 pour les repré-
sentations associées aux diagrammes de type « crochet ». Ce sont les diagrammes λk,l = {1 + k, 1l} où
n = 1 + k + l. D’après la formule (??), la dimension de la représentation associée est

dim(Vk,l) = n!
n× k!× l! = (n− 1)!

k!× l! =
(
n− 1
l

)
=
(
l + k
l

)
.

On travaille dans la base indexée par les tableaux standard présentée précédemment. Ces tableaux
ont la forme

1 . . .

i1

i2...
il

12



avec I = {i1, . . . , il} tel que i1 < i2 < . . . < il. L’ensemble I détermine un tableau standard et XI est
un vecteur de base de la représentation. L’action des générateurs de Hn(q) sur les vecteurs de base est

ρk,l(σp)XI = qXI si p, p+ 1 /∈ I ,

ρk,l(σp)XI = −q
−p

[p]q
XI + [p− 1]q

[p]q
X sp

I si p /∈ I, p+ 1 ∈ I ,

ρk,l(σp)XI = qp

[p]q
XI + [p+ 1]q

[p]q
X sp

I si p ∈ I, p+ 1 /∈ I ,

ρk,l(σp)XI = −q−1XI si p, p+ 1 ∈ I .

Exemple 5.1.1. La représentation de l’exemple ?? est de type crochet (c’est le diagramme λ1,1).
Vérifions que les formules ci-dessus donnent bien le même résultat.

Pour le tableau 1 3
2

, on a I = {2} donc on appelle ce tableau X2 et X2 le vecteur correspondant.

X2 = 1 3
2

, X3 = 1 2
3

,

l’action des générateurs est

{
ρ1,1(σ1)X2 = −q−1X2 ,
ρ1,1(σ1)X3 = qX3 ,


ρ1,1(σ2)X2 = q2

[2]q
X2 + [3]q

[2]q
X3 ,

ρ1,1(σ2)X3 = −q
−2

[2]q
X3 + 1

[2]q
X2 ,

d’où les matrices

ρ1,1(σ1) =
(
−q−1 0

0 q

)
, ρ1,1(σ2) = 1

[2]q

(
q2 [3]q
1 −q−2

)
,

qui sont identiques (à une transposition des vecteurs de base près) à celles trouvées dans l’exemple ??.

Propriété 5.1.1. Si l’on restreint ρk,l à Hn−1(q), d’après le diagramme de Bratteli,

ρk,l Hn−1(q) = ρk−1,l ⊕ ρk,l−1 .

Dans la représentation ρk,l, on a

ρk,l(X1,n−1) = ρk−1,l(X1,n−2) + ρk,l−1(X1,n−2) + qn−1ρk,l(σ1 . . . σn−1) ,

d’où
Trk,l(X1,n−1) = Trk−1,l(X1,n−2) + Trk,l−1(X1,n−2) + qn−1Trk,l(σ1 . . . σn−1) . (11)

On veut déterminer Trk,l(σ1 . . . σn−1). On va le calculer de deux façons différentes.
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5.2 Trace du produit σ1 . . . σn−1 dans ρk,l
5.2.1 Première méthode

On calcule directement Trk,l(σ1 . . . σn−1). On rappelle que I = {i1, . . . , il} détermine un tableau
de type crochet de n = l + k + 1 cases.
Si n /∈ I,

si n− 1 /∈ I, ρk,l(σ1 . . . σn−1)XI = ρk,l(σ1 . . . σn−2)qXI ,

si n− 1 ∈ I, ρk,l(σ1 . . . σn−1)XI = ρk,l(σ1 . . . σn−2)
(

qn−1

[n− 1]q
XI + [n]q

[n− 1]q
X sn−1
I

)
.

(12)

(13)

Si n ∈ I,
si n− 1 /∈ I, ρk,l(σ1 . . . σn−1)XI = ρk,l(σ1 . . . σn−2)

(
− q
−(n−1)

[n− 1]q
XI + [n− 2]q

[n− 1]q
X sn−1
I

)
,

si n− 1 ∈ I, ρk,l(σ1 . . . σn−1)XI = ρk,l(σ1 . . . σn−2)(−q−1)XI .

(14)

(15)

On désigne par αn,l (resp. βn,l) la contribution à la trace de ρk,l(σ1 . . . σn−1) lorsque n /∈ I (resp.
n ∈ I). Dans l’équation (??), n ∈ sn−1I , donc ρk,l(σ1 . . . σn−2)X sn−1

I est une combinaison linéaire
faisant intervenir des vecteurs XI′ tels que n ∈ I ′, donc la contribution de ce terme à la trace est nulle.
Dans l’équation (??), n /∈ sn−1I, donc ρk,l(σ1 . . . σn−1)X sn−1

I est une combinaison linéaire de vecteurs
XI′′ tels que n /∈ I ′′, donc ce terme ne contribue pas à la trace. Les actions de ρk,l(σ1 . . . σn−1) sur XI
calculées ci-dessus donnent les relations de récurrence suivantes (voir figure (??)),

αn,l = qαn−1,l + qn−1

[n− 1]q
βn−1,l ,

βn,l = − q
−(n−1)

[n− 1]q
αn−1,l−1 − q−1βn−1,l−1 ,

(16)

(17)

avec les conditions au bord{
αn,0 = qn−1 ,
βn,0 = 0 , pour n > 1 ,

{
αl+1,l = 0 ,
βl+1,l = (−q−1)l , pour l ≥ 1 . (18)

Il faut s’assurer que les conditions au bord ne contredisent pas les équations (??) et (??) pour αn,0 et
βn,n−1. D’après (??) et (??) on a,

αn,0 = qαn−1,0 + qn−1

[n− 1]q
βn−1,0 = qn−1 ,

βn,n−1 = − qn−1

[n− 1]q
αn−1,n−2 − q−1βn−1,n−2 = (−q−1)n−1 ,

(19)

(20)

donc les conditions au bord sont bien vérifiées. D’après la figure ??, si une solution existe, elle est
unique.
Lemme 5.2.1. Les solutions des équations (??) et (??) pour n > 1 et 0 ≤ l < n avec les conditions
au bord (??) sont 

αn,l = (−1)lqn−l−1 [n− l − 1]q
[n− 1]q

,

βn,l = (−1)lq−l [l]q
[n− 1]q

.

(21)

(22)
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Figure 2 – La récurrence apparaît dans la zone non barrée. La récurrence sur α (resp. β) correspond
à la flèche verticale (resp. oblique).

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 2, (??) et (??) donnent{
α2,1 = 0 ,
β2,1 = −q−1 ,

{
α2,0 = q ,
β2,0 = 0 ,

ce qui correspond bien à (??), donc la proposition est vraie pour n = 2.

Supposons que la proposition est vraie pour n. On calcule d’abord αn+1,l,

qαn,l + qn

[n]q
βn,l = q(−1)lqn−l−1 [n− l − 1]q

[n− 1]q
+ qn

[n]q
(−1)lq−l [l]q

[n− 1]q

= (−1)l qn−l

[n− 1]q[n]q
([n− l − 1]q[n]q + [l]q)

= (−1)l qn−l

[n− 1]q[n]q
× [n− 1]q[n− l]q

= (−1)lqn−l [n− l]q[n]q
.

15



On trouve l’expression (??) pour n+ 1, donc elle est vraie pour tout n. Pour βn+1,l+1,

−q
−n

[n]q
αn,l − q−1βn,l = −q

−n

[n]q
(−1)lqn−l−1 [n− l − 1]q

[n− 1]q
− q−1(−1)lq−l [l]q

[n− 1]q

= (−1)−(l+1) q−(l+1)

[n− 1]q[n]q
([n− l − 1]q + [l]q[n]q)

= (−1)−(l+1) q−(l+1)

[n− 1]q[n]q
× [n− 1]q[l + 1]q

= (−1)−(l+1)q−(l+1) [l + 1]q
[n]q

.

On trouve l’expression (??) pour n+ 1, donc elle est vraie pour tout n.

On déduit

Trk,l(σ1 . . . σn−1) = αn,l + βn,l

= (−1)lqn−l−1 [n− l − 1]q
[n− 1]q

+ (−1)lq−l [l]q
[n− 1]q

= (−1)lq−l

[n− 1]q

(
qn−1[n− l − 1]q + [l]q

)
= (−1)lq−l

[n− 1]q
× qn−l−1[n− 1]q

= (−1)lqn−2l−1 .

C’est le résultat recherché. On peut également le déterminer de la façon décrite ci-dessous.

5.2.2 Seconde méthode

La seconde méthode utilise un résultat de [?], donnant une relation entre les représentations ρk,l
et ρ{n−1,1}.

Soit Al l’antisymétriseur classique d’ordre l, et soit ΛlV{n−1,1} = AlV
⊗l
{n−1,1} la puissance extérieure

d’ordre l de V{n−1,1}. Si (ẽ1, . . . , ẽn−1) est une base de V{n−1,1}, une base de ΛlV{n−1,1} est l’ensemble
des vecteurs ẽi1 ∧ . . . ∧ ẽil tels que i1 < . . . < il. Rappellons qu’une base de Vk,l est l’ensemble des
vecteurs XI , où I = {i1, . . . , il}.

Propriété 5.2.1. L’application η : ẽi1 ∧ . . . ∧ ẽil 7→ XI est un isomorphisme des espaces vectoriels
ΛlV{n−1,1} et Vk,l. Au niveau des représentations, on a l’égalité suivante, pour σp un générateur de
Hn(q),

ρk,l(σp) ◦ η = η ◦ q1−lAl
(
ρ{n−1,1}(σp)⊗ . . .⊗ ρ{n−1,1}(σp)

)
Al .

On va utiliser cette propriété pour déterminer la trace du produit des générateurs dans ρk,l à partir
de celle dans ρ{n−1,1}.
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D’après la propriété ?? on a,

ρk,l(σ1 . . . σn−1) = ρk,l(σ1) . . . ρk,l(σn−1) (23)

= q1−lAl
(
ρ{n−1,1}(σ1)⊗ . . .⊗ ρ{n−1,1}(σ1)

)
Al . . . q

1−lAl
(
ρ{n−1,1}(σn−1)⊗ . . .⊗ ρ{n−1,1}(σn−1)

)
Al

(24)

= q(1−l)(n−1)Al
(
ρ{n−1,1}(σ1) . . . ρ{n−1,1}(σn−1)⊗ . . .⊗ ρ{n−1,1}(σ1) . . . ρ{n−1,1}(σn−1)

)
Al (25)

= q(1−l)(n−1)Al
(
ρ{n−1,1}(σ1 . . . σn−1)⊗ . . .⊗ ρ{n−1,1}(σ1 . . . σn−1)

)
Al . (26)

Soit (e1, . . . , en) la base dans la représentation de Burau présentée dans la section ??. Une base de
V{n−1,1} est (e1 − qe2, e2 − qe3, . . . , en−1 − qen). L’action des générateurs de Hn(q) sur cette base est

ρB,n(σi) (ei−1 − qei) = q(ei−1 − qei) + (ei − qei+1) ,
ρB,n(σi) (ei − qei+1) = −q−1(ei − ei+1) ,
ρB,n(σi) (ei+1 − qei+2) = (ei − qei+1) + q(ei+1 − qei+2) ,
ρB,n(σi) (ek − qek+1) = q (ek − qek+1) si k 6= i− 1, i, i+ 1 .

On calcule ensuite l’action du produit des générateurs,

si i < n− 1,
ρB,n(σ1 . . . σn−1)(ei − qei+1) = qn−2(ei+1 − qei+2) ,

si i = n− 1,
ρB,n(σ1 . . . σn−1)(en−1 − qen) = −q−1(e1 − qe2)− (e2 − qe3)− . . .− qn−3(en−1 − qen) .

La matrice du produit σ1 . . . σn−1 est

ρ{n−1,1}(σ1 . . . σn−1) =
{
{ai,j} | ai,n−1 = −qi−2 , ai,i+1 = qn−2 , ai,j = 0 si j 6= i+ 1, n− 1

}
.

Exemple 5.2.1. Pour n = 4,

ρ{3,1}(σ1σ2σ3) =

 0 0 −q−1

q2 0 −1
0 q2 −q

 .

Soit P la matrice diagonale de taille (n− 1)× (n− 1) suivante

P = diag(1, q, q2, . . . , qn−2) .

En faisant le changement de base ρ′{n−1,1} = P−1ρ{n−1,1}P , on obtient la matrice

ρ′{n−1,1}(σ1 . . . σn−1) = qn−3ρ{n−1,1}(s1 . . . sn−1) , (27)

où ρ{n−1,1}(s1 . . . sn−1) est la matrice classique,

ρ{n−1,1}(s1 . . . sn−1) = { {bi,j } | bi,i+1 = 1 , bi,n−1 = −1 , bi,j = 0 si j 6= i+ 1, n− 1 } . (28)
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Exemple 5.2.2. Pour poursuivre l’exemple ??,

P =

1 0 0
0 q 0
0 0 q2

 .

Avec ces matrices on calcule

ρ′{3,1}(σ1σ2σ3) = P−1ρ{3,1}(σ1σ2σ3)P = q

0 0 −1
1 0 −1
0 1 −1

 .

On rappelle que les générateurs de Sn sont {s1, . . . , sn−1}. Les valeurs propres de ρ{n−1,1}(s1 . . . sn−1)
sont

Spec{n−1,1}(s1 . . . sn−1) =
{
exp(2πi

n
j) , j = 1, . . . , n− 1

}
.

D’après (??), on a le lemme suivant.
Lemme 5.2.2.

Spec{n−1,1}(σ1 . . . σn−1) =
{
qn−3exp(2πi

n
j) , j = 1, . . . , n− 1

}
.

L’équation (??) donne également la relation

Tr{n−1,1}(σ1 . . . σn−1) = qn−3Tr{n−1,1}(s1 . . . sn−1) ,

donc
TrΛlV{n−1,1}

(σ1 . . . σn−1) = q(n−3)lTrΛlV{n−1,1}
(s1 . . . sn−1) . (29)

Pour connaitre TrΛlV{n−1,1}
(s1 . . . sn−1), on utilise la représentation permutation. L’opérateur s1 . . . sn−1

réalise la permutation cyclique des vecteurs (e1, . . . , en) de Vn : ei 7→ ei+1 mod n. Pour la puissance
extérieure ΛlVn, cet opérateur envoie ei1 ∧ . . . ∧ eil à ei1+1 mod n ∧ . . . ∧ eil+1 mod n, donc

TrΛlVn
(s1 . . . sn−1) = 0 pour l = 1, . . . , n− 1 . (30)

La décomposition de Vn en somme directe de représentations irréductibles de Sn est

Vn = C⊕ V{n−1,1} .

La puissance extérieure d’ordre l de Vn donne la relation suivante

ΛlVn = ΛlV{n−1,1} ⊕ Λl−1V{n−1,1} ,

donc
TrΛlVn

(s1 . . . sn−1) = TrΛlV{n−1,1}
(s1 . . . sn−1) + TrΛl−1V{n−1,1}

(s1 . . . sn−1) .

Cette égalité et la relation (??) conduisent à l’équation

TrΛlV{n−1,1}
(s1 . . . sn−1) + TrΛl−1V{n−1,1}

(s1 . . . sn−1) = 0 pour l = 1, . . . , n− 1,

or pour l = 0, TrΛ0V{n−1,1}(s1 . . . sn−1) = 1, d’où

TrΛlV{n−1,1}
(s1 . . . sn−1) = (−1)l .

D’après (??), on déduit
TrΛlV{n−1,1}

(σ1 . . . σn−1) = (−1)lq(n−3)l .

Finalement, la relation entre les représentations ρk,l et ρ{n−1,1} (voir ??) conduit à

Trk,l(σ1 . . . σn−1) = q(1−l)(n−1)TrΛlV{n−1,1}
(σ1 . . . σn−1) = (−1)lqn−2l−1 = (−1)lqk−l .
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5.3 Trace de X1,n−1 dans ρk,l
Connaissant à présent l’expression de Trk,l(σ1 . . . σn−1), l’équation (??) devient (en rappelant que

n = k + l + 1),

Trk,l(X1,n−1) = Trk−1,l(X1,n−2) + Trk,l−1(X1,n−2) + (−1)lq2k . (31)

Proposition 5.3.1. Dans la représentation ρk,l, la trace de la matrice de l’élément de battage
X1,n−1 ∈ Hn(q) est

Trk,l(X1,n−1) = 1 + (−1)l

2 (k + 1)q +
k∑
i=1

(i)q
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − i
1 + k − i

)
. (32)

Les valeurs propres sont les q-nombres (i)q et d’après la formule (??) on détermine la multiplicité
associée, notée µk,l(i) :

- pour la valeur propre 0 : µk,l(0) =
∑l
s=1(−1)l−s

(
s+ k − 1

k

)
,

- pour la valeur propre (i)q, i = 1, . . . , k : µk,l(i) =
∑l
s=1(−1)l−s

(
s+ k − i
1 + k − i

)
,

- pour la valeur propre (k + 1)q : µk,l(k + 1) = 1+(−1)l

2 .

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 1 la trace est Tr0,0(X1,0) = 1.
Supposons la formule proposée vraie pour n− 1,

si 0 < i < k,

µk−1,l(i) + µk,l−1(i) =
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − i− 1

k − i

)
+

l−1∑
s=1

(−1)l−s−1
(
s+ k − i
1 + k − i

)
,

en faisant le changement de variable s′ = s+ 1 dans la somme de droite on obtient,

µk−1,l(i) + µk,l−1(i) =
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − i− 1

k − i

)
+

l∑
s′=2

(−1)l−s′
(
s′ − 1 + k − i

1 + k − i

)
,

on rajoute le terme s′ = 1 qui ne contribue pas,

µk−1,l(i) + µk,l−1(i) =
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − i− 1

k − i

)
+

l∑
s′=1

(−1)l−s′
(
s′ + k − i− 1

1 + k − i

)
.

En utilisant la relation (
a+ 1
b+ 1

)
=
(
a
b

)
+
(

a
b+ 1

)
, (33)

pour a, b ∈ N,

µk−1,l(i) + µk,l−1(i) =
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − i
1 + k − i

)
,
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ce qui correspond bien à µk,l(i) dans l’équation (??) ;

si i = k, k + 1, on a la somme γ

γ = [µk−1,l(k) + µk,l−1(k)] (k)q + µk,l−1(k + 1)(k + 1)q + (−1)lq2k ,

on remplace

γ = 1 + (−1)l

2 (k)q + (k)q
l−1∑
s=1

(−1)l−s−1s+ 1 + (−1)l−1

2 (k + 1)q + (−1)lq2k ,

en faisant le changement de variable s′ = s+ 1 dans la somme,

γ = 1 + (−1)l

2 (k)q + (k)q
l∑

s′=2
(−1)l−s′(s′ − 1) + 1 + (−1)l−1

2 (q2k + (k)q) + (−1)lq2k ,

comme précédemment, on rajoute le terme s′ = 1 qui ne contribue pas,

γ = 1 + (−1)l

2 q2k + (k)q

(
1 +

l∑
s′=1

(−1)l−s′(s′ − 1)
)

= 1 + (−1)l

2 q2k + (k)q

(
1 +

l∑
s′=1

(−1)l−s′s′ − 1− (−1)l

2

)

= 1 + (−1)l

2 (k + 1)q + (k)q
l∑

s′=1
(−1)l−s′s′ .

La proposition (??) donne le même résultat pour µk,l(k)(k)q + µk,l(k + 1)(k + 1)q. Dans les deux cas
(0 < i < k et i = k, k + 1) la proposition est vérifiée pour n donc elle est vraie pour tout n.

On donne également la trace de l’élément de battage sous une autre forme :

Trk,l(X1,n−1) =
k∑
j=0

q2j
l∑

s=0
(−1)l−s

(
s+ k − j
k − j

)
.

Notons que la somme alternée des coefficients binomiaux
∑l
s=0(−1)l−s

(
s+ k − j
k − j

)
apparaît dans le

calcul des cohomologies cycliques des algèbres de Grassmann Z2-graduée [?].

5.4 Multiplicités et coefficients binomiaux

Dans cette partie, on établit une relation entre les multiplicités des valeurs propres de X1,n−1 dans

ρk,l et le coefficient binomial
(
k + l
l

)
. Par construction, on a Vk,l = Vk,l−1 ⊕ Vk−1,l donc

dim(Vk,l) = dim(Vk,l−1) + dim(Vk−1,l) .

La dimension est égale à la somme des multiplicités,

µk,l(0) +
k+1∑
i=1

µk,l(i) = µk,l−1(0) +
k+1∑
i=1

µk,l−1(i) + µk−1,l(0) +
k∑
i=1

µk−1,l(i) . (34)
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Dans la preuve de la proposition ?? nous avons établi

µk,l(i) = µk−,l(i) + µk,l−1(i) , 0 < i < k , (35)
µk,l(k) = µk−1,l(k) + µk,l−1(k) + (−1)l−1 , (36)

µk,l(k + 1) = µk,l−1(k + 1) + (−1)l . (37)

Les équations (??), (??), (??) et (??) impliquent

µk,l(0) = µk,l−1(0) + µk−1,l(0) . (38)

De plus (représentations unidimensionnelles), on a

µ0,l(0) = 1 + (−1)l−1

2 , µk,0(0) = 0 . (39)

Lorsque k = l = 0, 1 + (−1)−1

2 = 0 donc les conditions aux bords ne se contredisent pas.

Proposition 5.4.1. La solution de l’équation de récurrence (??) avec pour conditions aux bords
(??) est

µk,l(0) =
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − 1

k

)
.

Démonstration. Par récurrence sur n. On commence par vérifier les conditions aux bords. Pour l = 0
le résultat est immédiat. Pour k = 0,

l∑
s=1

(−1)l−s
(
s− 1

0

)
=

l∑
s=1

(−1)l−s = 1 + (−1)l−1

2 ,

donc les conditions aux bords sont vérifiées.

Pour n = 1,
µ0,0(0) = 0 ,

donc la proposition est vérifiée pour n = 1.

Supposons qu’elle est vraie pour n− 1,

µk,l−1(0) + µk−1,l(0) =
l−1∑
s=1

(−1)l−s−1
(
s+ k − 1

k

)
+

l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − 2
k − 1

)
,

en faisant le changement d’indice s′ = s+ 1 dans la première somme, on a

µk,l−1(0) + µk−1,l(0) =
l∑

s′=2
(−1)l−s′

(
s′ + k − 2

k

)
+

l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − 2
k − 1

)
,

on rajoute à la première somme le terme s′ = 1 qui ne contribue pas,

µk,l−1(0) + µk−1,l(0) =
l∑

s′=1
(−1)l−s′

(
s′ + k − 2

k

)
+

l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − 2
k − 1

)
,
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en utilisant la relation (??),

µk,l−1(0) + µk−1,l(0) =
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − 1

k

)
,

ce qui correspond à l’expression de la proposition pour n, donc la propriété est vraie pour tout n.

Corollaire 5.4.1. Une expression du coefficient binomial est(
k + l
l

)
= 1 + (−1)l

2 +
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − 1

k

)
+

k∑
i=1

l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − i
1 + k − i

)
. (40)

Démonstration. La preuve est immédiate car dim(Vk,l) =
(
k + l
l

)
=

k+1∑
i=0

µk,l(i).

5.5 Une autre relation de récurrence pour ρk,l(X1,n−1)
La formule (??) contient une contribution des représentations ρk−1,l et ρk,l−1. Une autre équation

de récurrence a été déterminée, ayant pour particularité d’avoir la valeur de l fixée, donc la contribution
ne provient que des représentations ρk−1,l.

Proposition 5.5.1. Une formule de récurrence pour la trace de X1,n−1 dans la représentation ρk,l
est

Trk,l(X1,n−1) = 1 + (−1)l

2 +
k∑
i=1

l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − i
1 + k − i

)
+ q2Trk−1,l(X1,n−2) . (41)

Démonstration. On commence en partant de l’équation (??),

Trk,l(X1,n−1) = 1 + (−1)l

2 (k + 1)q +
k∑
i=1

(i)q
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − i
1 + k − i

)

= 1 + (−1)l

2

k∑
j=0

q2j +
k∑
i=1

i−1∑
j=0

q2j

 l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − i
1 + k − i

)

= 1 + (−1)l

2

1 + q2
k∑
j=1

q2(j−1)

+
k∑
i=1

1 + q2
i−1∑
j=1

q2(j−1)

 l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − i
1 + k − i

)
,

en réorganisant les termes et en faisant le changement de variables j′ = j − 1,

Trk,l(X1,n−1) = 1+(−1)l

2 +
k∑
i=1

l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − i
1 + k − i

)
+

+ q2

1+(−1)l

2

k−1∑
j′=0

q2j′ +
k∑
i=1

 i−2∑
j′=0

q2j′
 l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − i
1 + k − i

)
= 1+(−1)l

2 +
k∑
i=1

l∑
s=1

(−1)l−s
(
s+ k − i
1 + k − i

)
+ q2

[
1+(−1)l

2 (k)q +
k∑
i=1

(i− 1)q
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − i
1 + k − i

)]
,
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en faisant le changement de variable i′ = i− 1, le terme souligné s’écrit

q2
[

1+(−1)l

2 (k)q +
k−1∑
i′=0

(i′)q
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − 1− i′

k − i′

)]
,

or le terme i′ = 0 ne contribue pas, donc cette expression est égale à

q2
[

1+(−1)l

2 (k)q +
k−1∑
i=1

(i)q
l∑

s=1
(−1)l−s

(
s+ k − 1− i

k − i

)]
= q2Trk−1,l(X1,n−2) ,

d’où l’assertion.

6 Conclustion
Les valeurs propres de X1,n−1 et leur multiplicité ont été déterminés d’abord pour les représen-

tations indexées par les diagrammes {n} et {n − 1, 1}, puis pour les représentations ρk,l. C’est le
résultat principal de ce stage. La suite de ce travail est naturellement la détermination du spectre et
des multiplicités pour les représentations associées aux diagrammes de forme quelconque. En théorie,
on peut les calculer en utilisant, par exemple, la base des tableaux de Young standard présentée en
??. La dimension des représentations croît très rapidement, ce qui rend cette méthode difficile à ex-
ploiter. Une piste intéressante pour les recherches futures est de "découper" un diagramme quelconque
en diagrammes de type crochets.
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