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Résumé

Depuis de nombreuses années, 'espérance de vie ne cesse d’augmenter. Bien
que ce phénomeéne puisse paraitre attrayant pour la population, il engendre
des conséquences importantes sur I’économie, et notamment celle des rentes
viageres. Le risque de longévité mérite donc une attention et une évaluation

toute particuliere.

La modélisation et la projection de la mortalité a fait ’objet de nombreux
sujets de recherches. De par sa simplicité de mise en place et son explication
dans les parametres, le modele le plus utilisé est certainement celui de Lee-
Carter. Pourtant, ce modele atteste de plusieurs inconvénients, comme ’hypo-
these d’homoscédascité des résidus ou bien les étroits intervalles de confiance
des projections. Le principal modele développé ici est une extension de ce der-
nier. Il suppose que le nombre de déces est distribué selon une loi Négative
Binomiale, qui permet de soulager le modéle de I'inconvénient d’homoscédas-
cité, mais également de prendre en compte ’hétérogénéité qui peut exister
chez les individus.

Cette extension permet d’obtenir un meilleur ajustement sur les données uti-
lisées avec des intervalles de confiance plus adéquats et moins prudents lors
de la construction de backtests.

Mots-clefs : Risque de longévité, Modélisation de la mortalité, Projection
de la mortalité, Modele de Lee-Carter, Modele Log-Poisson, Modele Binomiale
Négatif, Bootstrap, Hétérogénéité, Modeles de fragilité, Rentes viageres



Abstract

Looking at the mortality rates in time, one can check that people use to live
older. This phenomenon leads to important matters on financial institutions
such as pension fund system or life annuities business. This is why, actu-
aries are getting used to model and forecast mortality in order to assess the
longevity risk.

The most famous model is the Lee-Carter one, which has been applied to sev-
eral studies and american institutions, and most of times, gave consistent
and attractive results. However, this model gives rise to several inconsisten-
cies, like an homoskedascticity of errors terms and narrow confidence bound.
The model we developed here is an extension of that one, based on the as-
sumption that the number of deaths can be model with a Binomiale Negative
distribution. According to that hypothesis, we remove the homoskedasticity
assumption and take into account the degree of heterogeneity that arise from
the population. The perks of this model lead to wider confidence intervals for
the projection of the mortality rates and a better goodness-of-fit.

Key-Words : Longevity risk, Mortality modeling, Mortality forecasting,
Lee-Carter model, Log-Poisson model, Binomiale Negative Model, Hetero-

geneity, Frailty models, Life annuities
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Introduction

Depuis la fin du 18°%siécle, 'espérance de vie n’a cessé de progresser de ma-
nieére spectaculaire et dépasse les limites biologiques annoncées il y a quelques
décennies. Plus I'espérance de vie augmente, plus elle entraine une diminu-
tion intensive de la mortalité des populations les plus agées et donc, la lon-
gévité d’'un humain, qui est la durée de vie pour laquelle il est "programmé”,
continue d’augmenter au cours du temps.

Les produits sous forme de rentes viageres (pensions de retraite, bien immo-
bilier en viager, rentes de retraite supplémentaire, dommage corporel en droit
commun, jeux de hasard avec une rente "a vie") sont des contrats qui garan-
tissent le versement périodique d’'une somme d’argent a une personne, jusqu’a
son déces. Le risque de longévité y est alors fortement présent. Malgré leurs
attractivité, ces produits sont trop peu utilisés dans la plupart des pays, que
ce soit a cause des préférences pour les liquidations en capitaux ou bien par
méconnaissance de I'assurance-vie.

Lors du calcul des montants de primes d’assurance, les actuaires utilisent
traditionnellement les tables de mortalité transversales, ce qui constitue une
abérration lorsque l'on calcule des rentes viageres. Tarifer ou provisionner
avec des tables apporte de grands risques pour ’assureur qui n’aura pas cher-
cher a prendre en compte le risque de longévité, étant donné que les primes
calculées ne refletent le risque d’aucun assuré réel. Il est alors préférable
d’utiliser des tables de mortalité prospectives, ayant deux entrées : ’'adge et
Pannée calendaire. Elles sont établies grace a des modeles mathématiques es-
timant les tendances de la mortalité, et les projetant dans le futur.

Nous venons de voir que I'espérance de vie des individus ne cesse d’augmen-
ter en France, mais quels sont les tendances, dans le temps, mais également
selon I'age, des taux de déces? Quels sont les modeles mathématiques exis-
tants aujourd’hui et permettant de modéliser et projeter la mortalité dans le
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INTRODUCTION

temps ? Ces modeles fournissent-ils les mémes approximations ? Les projec-
tions sont-elles comparables ?

L'un des modeles les plus utilisés et connus en terme de mortalité prospec-
tive est le modele de Lee-Carter [85]. Ce modéle stochastique a trois para-
metres, dépendant de 1'age ou du temps, a servi avec succes dans de nom-
breuses études de populations. Depuis son élaboration, de nombreux auteurs
y ont eu recours et I'ont amélioré, que ce soit par des rajouts de termes tem-
porels ou de termes de cohorte. L'une des variantes de ce modeéle, supposé par
BROUHNS et al. [72], est 1a modélisation du nombre de déces par une loi de
Poisson. Mais cette distribution s’avere étre trop rigide de par sa propriété
d’équipersion. Cette sur-dispersion dans les données s’explique par I'hétéro-
généité qui réside chez les individus. La mise en place d'un parametre de
sur-dispersion spécifique a I'dge (LI et al. [81]) permet de soulager le modéle
de cette hypothese.

En effet, la quasi-totalité des modéles existants suppose uniquement que 1’age,
le temps et le sexe influent sur les probabilités de déces. D’autres facteurs,
comme l'effet de I’alcool, du tabac ou la pratique de certains sports jouent sur
celles-ci. On parle alors de facteurs observables. Ceux-ci sont la plupart du
temps pris en compte lors de la souscription de contrats d’assurance-vie, ou
une visite médicale est également possible. Cependant, certains facteurs ne
sont pas observables, les individus ne naissent pas avec les mémes comporte-
ments psychologiques ou les mémes aptitudes physiologiques. On parle alors
d’hétérogénéité de la population.

Tout en gardant la simplicité de compréhension des parameétres du modele de
Lee-Carter, le modele de LI et al. [81] nous a permis sur des données de mor-
talités francaises, d’obtenir un meilleur ajustement sur les déces que les mo-
deles plus classiques. La projection est également meilleure : les intervalles
de confiance sont moins prudents ce qui permet a la quasi-totalité des taux de

déces de rester a l'intérieur de l'intervalle.

Ce mémoire s’articule en plusieurs chapitres. Nous reviendrons tout d’abord
sur les bases des mathématiques actuarielles liées a I'assurance vie, qui consti-
tue une notion importante, avant de pouvoir entrer dans le vif du sujet. Puis,

nous présenterons nos données, qui sont celles de la population en France.
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INTRODUCTION

Une analyse de la mortalité francaise sera ainsi effectuée, de maniere a bien
saisir les dynamiques qui s’en dégagent. Nous avons pensé intéressant d’ef-
fectuer un état de 'art sur les différentes techniques statistiques existantes
pour la modélisation et la projection de la mortalité. Nous aborderons ensuite
laspect de la modélisation de la mortalité, avec les modeles de Lee-Carter,
log-Poisson et Négatif Binomiale. Ces derniers étant trés sensibles aux ages
extrémes, a cause de la forte variabilité qui en résulte, nous verrons comment
modéliser cette classe d’age, en comparant deux méthodes. Viendra ensuite la
question de la projection de la mortalité. Nous terminerons le mémoire sur les
techniques de bootstrap, qui permettent d’obtenir des intervalles de confiance
sur les modeles et sur les projections, ainsi que des indicateurs intéressants

comme les espérances de vie résiduelle ou les prix des rentes.



Chapitre 1

Mathématiques de ’assurance

vie

1.1 La durée de vie vue comme une variable
aléatoire

En assurance-vie, lorsque qu’un assuré contracte une police, que ce soit sur un

produit déces ou vie, ’'assureur doit pouvoir évaluer les probabilités de survie

ou de déces dans le temps des individus. Dans la suite, nous modélisons la

durée de vie restante d’'un individu d’age = par la variable aléatoire T, avec
x > 0. On note alors F,(¢) la fonction de répartition de 7, c’est a dire :

F.(t) =Pr[T, <t

F.(t) représente la probabilité que I'individu décede entre 'age z et x + t.

L'intéret se porte aussi sur la fonction de survie de 7, :

S.(t) =1 — E,(t) = Pr[T, > 1]

S.(t) représente la probabilité qu'un individu survive encore ¢ années au mi-

nimum, donc qu’il survive au moins jusqu’a ’age = + ¢.

En supposant indépendante chaque probabilité de déceder une année sur
I’autre, on obtient :



1.2. LA FORCE DE MORTALITE

Priz < Ty <z + ]
Pr[T, > z]

Pr[T, <t] =Pr[Ty <z +t|Th > 2] =

d’ou :

et en utilisant le fait que S, (t) =1 — F.(¢) :

So(x +1) = So(w) x Sa(t)

Ce résultat permet d’interpréter la probabilité de survie de ’'age x a 'age v+t
comme le produit entre, la probabilité de survie de la naissance jusqu’a ’'age «
et la probabilité d’avoir survécut jusqu’a z, puis de survivre jusqu’a ’dge = +¢.

Les fonctions de survie doivent obligatoirement répondre a plusieurs proprié-
tés :
e S,(0)=1

e S.(t) ne peut pas étre croissante en fonction ¢

1.2 La force de mortalité

La force de mortalité (ou taux de mortalité instantané) est un concept fonda-
mental pour modéliser la durée de vie future. On la note :

. 1
[y = d:lg%Jr %Pr[To <z +dz|Ty > z]

1
= lim —Pr|T, <
dooso+ d Ty < do]
Elle peut étre interprétée comme la probabilité quun individu d’age = décede
avant d’atteindre ’age = + dx (avec dr infiniment petit), soit qu’il décede "ins-

tantanément".



CHAPITRE 1. MATHEMATIQUES DE L ASSURANCE VIE

La force de mortalité peut aussi se déduire a partir de la fonction de survie

comme suit :

= lim (1 — Sy(dx))

de—0+ dx
_ 1 lim So(z) — So(x + dx)
S() (ZE) dz—07t dx
1 d
_ Jfol=)
So(z)
d’apres la relation :
d d

1.3 Les notations actuarielles

Les précédentes notations sont les notations standard en statistique. Les sciences
actuarielles ont développé les leurs, qui sont internationales. Parmi celles-ci,

on retrouve :

D = Pr[T, > t] = 5,(¢)

14z = Pr[T; < 1] = Fo(t)

ut@e = Priu < T, <z +t] = S;(u)

1 d d

Mm(t) = - _Sx(t) = _Eln(tpx)

En passant par la dérivée logarithmique, on obtient :
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1.3. LES NOTATIONS ACTUARIELLES

tPx = €Xp </Ot —,ux(t)dt>

Dans de nombreuses applications actuarielles, la durée de vie restante d’'un

individu d’Age « en années entiéredl] est nécessaire. On s’intéresse alors a :

qui a pour fonction de probabilité :

PriK, =k] =Prlz < T, <x+ 1] = ps X Guik

Egalement, on note L, la population totale vivante, d’age x. L'exposition au
risque, qui représente le nombre total d’années vécues par les individus a

lage x, se note alors :

1 1
E, = / L, X yprdu = / Ly du
0 0

Un indicateur essentiel en assurance-vie est 'espérance de vie résiduelle a
I’'age = (ou espérance de survie a I’dge ), soit la durée de vie moyenne restante
a l'individu d’age x, qui se calcule comme I’espérance de K, :

ICurtate future lifetime en anglais



CHAPITRE 1. MATHEMATIQUES DE L ASSURANCE VIE

1.4 La répartition intra-annuelle des déces

Les tables de mortalités sont des données annuelles, il est donc nécessaire
de déterminer les probabilités pour les déces entre les dges = + ¢ avec t < 1.

Plusieurs hypothéses existent :

e Hypothese de linéarité de la mortalité : Prjk < T, < = + t|K, = k] = u,
dou, ;q, =t x ¢ pour 0 <t <1

e Hypothese de Balducci : ;p, = —22— = —P= _pour 0 <t <1

1—tPatt  PettXqs

e Hypothese de mortalité constante : pi, ., (t+€2) = () pour 0 < €y,65 < 1

Dans toute la suite du mémoire, nous considérerons la derniére hypothese,

soit une mortalité constante entre deux dates successives d’'un an.

A partir de cette hypothese retenue, nous pouvons en déduire différentes pro-
priétés (avec 0 < ¢ < 1):

o

B (1)

Lz+u,t+udu

u=0

3
x,t/ upm(t)du
0

3
L., /0 [pa(8)]" du

Lot [1 - (1= ()
In(1 — g.(t))

Il
h

8



1.4. LA REPARTITION INTRA-ANNUELLE DES DECES

L'espérance de vie restante d’'un individu d’age = durant ’année ¢ est alors (en
notant w 'age limite) :

ex(t) = E[T:(t)]

I —exp(—pizyk(t + K
— Zexp(—k,ux(t)) [ :;(Jrklé +kli) ))}

w

_ - eXp(_,u’x(t)) + Z

1 — exp(—pasi(t + £))
,Ua:Jrk(t + k)

T (ot + )

J=0

Nous allons a présent chercher 'estimateur au maximum de vraisemblance
pour la force de mortalité. En considérant chaque individu de L,; vivant au
début de 'année ¢, on note D; une variable aléatoire dichotomique de Ber-
nouilli tel que :

1, si I'individu 7 décede a I'age x
0, sinon

En notant u; la fraction de 'année vécue par I'individu 4, on a :

Lz?t Lz,t

ZDZ» =D, et Zu =B,
1=1 =1

La contribution de chaque individu a la vraisemblance est alors :
p2(t) = exp(—p (1)), 'il survit
wiDa () s (E+ ;) = 1o () exp(—upiz (1)), s’il décede a la date u; au cours de année ¢

En supposant une indépendance des individus, la vraisemblance s’écrit alors :

9



CHAPITRE 1. MATHEMATIQUES DE L ASSURANCE VIE

Lz,t

Lo (1)) = [ [ (0) ™ exp(—uigea(t)) = (1a(£)) P exp(=Eiepia(t))

J=1

Lestimateur au maximum de vraisemblance de la force de mortalité est alors

[ (t) = g‘"”’z, ce qui correspond au taux de mortalité brut a I'age x, 'année t.

1.5 Les tables de mortalité

Une table de mortalité permet de décrire I’évolution de la mortalité au sein
d’une population regroupant, en général, initialement 100000 individus a ’dge
0 (naissance) et qui indique le nombre de survivant par age x. Elles per-

mettent de déterminer les probabilités de survie a chaque age :

La:+t
L,

tPx =

Une réglementation encadre les tables de mortalité utilisées par les assu-
reurs, que ce soit pour tarifer ou provisionner. Il est courant que des tables de
la population générale soit utilisées par défaut, mais un assureur peut tout
de méme utiliser ses propres tables. L'article A335-1 du code des Assurances
évoque le contexte dans lequel ’'assureur peut utiliser ses propres tables.

Il existe différents types de tables de mortalité.

Les tables de mortalité instantanées

Une table instantanée (ou du moment) est une table qui donne sur une pé-
riode donnée la mortalité observée. Elles sont généralement construites sur
de courtes périodes, entre 1 et 3 ans, et sont utilisées pour les contrats en ca-
pital, le paiement n’intervenant qu’une fois.

En France, la table de mortalité instantanée actuellement en vigueur pour les
hommes (resp. femmes) est la TH 00-02 (resp. TF 00-02). Ces tables sont ho-
mologuées par 'arrété du 20 décembre 2005 et modifie article A.335-1. Elles

ont été établies a 'aide de données de la population générale récoltées par

10



1.5. LES TABLES DE MORTALITE

I'INSEE entre 2000 et 2002.

Les tables de mortalité prospectives

Ce type de table donne la mortalité observée et projetée d'un génération (co-
horte ayant la méme année de naissance). Elles permettent d’observer les
caractéristiques démographiques d'une génération, puisque certains facteurs
affectent 'espérance de vie future. Ces tables sont apparues dans les années
1990, lorsque l'on a pris conscience que l'allongement de la vie humaine dé-
pendait de 'année de naissance, et, ont alors un intéret certain pour les ac-
tuaires lors de la tarification des rentes viageres.

L'arrété du 01/08/2006 modifie 'article A.335-1 et homologue les tables TGH
05 et TGF 05 comme tables de mortalités prospectives officielles. Elles sont
construites avec des données récoltées par 'INSEE entre 1962 et 2000 et des
données de la population ayant touchées des rentes entre 1993 et 2005. La
construction de ces tables est expliquée par SERANT [23] ou PLANCHET
[52].

Les tables de mortalité d’expérience

Ces tables sont établies par les compagnies d’assurances elles-mémes, en se
basant sur la mortalité observée de leur propre portefeuille. Le principal in-
convénient est que le nombre d’assurés est assez restreint ce qui provoque des

fluctuations conséquentes sur la mortalité.
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Chapitre 2

Présentation des données

2.1 Human Mortality Database

La "Human Mortality Database" a été lancée en 2002 pour fournir les don-
nées de mortalité des différents pays. Elle a été crée par le département de
démographie de I'Université de Berkeley aux Etats-Unis et le I'institut Max
Planck a Rostock en Allemagne. Cette base recense de nombreuses données
comme le nombre de naissances, de déces, la taille de population,... dans 37
pays et vise principalement les chercheurs, scientifiques, étudiants ou jour-
nalistes. La plupart des auteurs travaillant sur la mortalité ou la longévité
utilisent cette base.

Les données que nous utiliserons sont francaises, tirées de cette base, pro-
viennent de 'INSEE ou de 'INED (Institut National d’Etudes Demographiques).
Elles rassemblent toutes les publications officielles effectuées. Sur certaines
périodes, les nombres de décés sont approximatifs, c’est le cas notamment des

périodes de guerre.

Les dates disponibles s’étendent de 1816 a 2012 et concernent des ages com-
pris entre 0 et 110 ans. Les données sont tronquées, tous les individus agés
de plus de 110 ans sont notés "110™". Pour certains 4dges les plus extrémes,
aucune observation n’est recensée sur certaines périodes. Ce probleme nous
amene a travailler avec les données allant de 0 a 105 ans dans ce chapitre.
Plus d’informations sur le recensement de ces données ou les estimations faite

sur certaines périodes sont disponible sur le site www.mortality.org.

Dans ce mémoire, nous nous servirons de deux bases de données. La premiére
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2.2. EVOLUTION DE LA MORTALITE EN FRANCE

présente les expositions au risque, notée F,; en fonction de ’dge x et de 'année
t, en contenant l’effectif de la population totale au premier janvier de chaque
année. La seconde décrit le nombre total de déces, notée D,;, avec = 'age de
I'individu et ¢ 'année.

Nous allons a présent analyser I'évolution de la mortalité en France, de ma-
niére a savoir pourquoi les rentes viageres nécessitent la création de tables

prospectives ainsi que pour comprendre le phénomene de longévité.

2.2 Evolution de la mortalité en France

Dans le but de comprendre la nécessité d'une analyse dynamique de la dé-
mographie, nous pouvons commencer par visualiser la surface de mortalité.
Comme nous I'avons vu dans le chapitre précédent, le taux de mortalité ins-
tantané se note fi,;, = 22t. Les Figures et montrent les surfaces de

E.Tf :

mortalité des individus francais entre 1816 et 2012, agés de 0 a 100 ans.
On apercoit plusieurs tendances, notamment pendant les périodes de guerres
(1914-1918, 1939-1945) ou bien les épidémies (1830, 1850, 1870). Pour mieux

les comprendre, nous allons effectuer différentes coupes sur cette surface.
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i
il
r ”"Im“

Taux de déces (log)

FIGURE 2.1: Surface de mortalité francaise de 1816 a 2012 pour des femmes
de 0 2 100 ans

Taux de décés (log)

FIGURE 2.2: Surface de mortalité francaise de 1816 a 2012 pour des hommes
de 0 a4 100 ans
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2.2. EVOLUTION DE LA MORTALITE EN FRANCE

En fixant une certaine date sur la surface, on étudie la mortalité pour des per-
sonnes d’ages différents a un moment donné. Dans le temps, ces taux gardent
la méme allure comme le montrent les Figures et

Premierement, on peut constater une mortalité infantile sur 3-4 premieres
années de vie, avant de remarquer que ce taux de mortalité décroit. Mais la
mortalité subit un bond entre 15 et 20 ans : on parle de "bosse de I'accident'[l]
causée par les accidents automobiles des jeunes conducteurs ou les actes in-
conscients de certains. Cette tendance est plus prononcée chez les hommes
que chez les femmes. Ensuite, les taux progressent avec constance selon I'age.
On pourra tout de méme noter une assez forte variabilité aux ages supérieurs
a 90 ans. Evidemment, les périodes de guerre provoquent des sauts impor-
tants dans les taux de déces, notamment pour les hommes.

Taux de deces (log)

e
- e
o | 1846
1836
1826
S 1816
T

0 20 40 60 80 100 120

Taux de deces (log)

F1GURE 2.4: Coupe longitudinale de la surface de mortalité des hommes

IAccident Hump en anglais
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CHAPITRE 2. PRESENTATION DES DONNEES

En fixant un certain age sur la surface, on étudie la mortalité pour des per-
sonnes d’age identique sur différentes dates. Entre 1816 et 1900, les taux de
déces sont restés stables sur tous les ages, en subissant quelques légeres va-
riations. Apres cette période, ils n’ont cessé de diminuer.

La chute la plus importante concerne les déces infantiles, qui ont plongé lors
des cinquantes derniéres années. Auparavant, ils étaient proches, voir supé-
rieurs a ceux de 80 ans. Cette forte baisse implique évidemment la progres-
sion de I'espérance de vie a la naissance. Cette diminution a été rapide chez
les plus jeunes tandis qu’elle est plus lente chez les personnes agées. On re-
marquera également de gros sauts sur les périodes de guerres, qui sont moins
importants pour les classes d’ages les plus vieilles. (Figures et [2.6).

deces (log)
-4
.

T T T T
1850 1900 1950 2000

nnnnnn

FIGURE 2.5: Taux de déces pour des femmes a des ages différents

Taux de deces (log)
-6 -4
I I

nnnnnn

FIGURE 2.6: Taux de déces pour des hommes a des ages différents
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2.2. EVOLUTION DE LA MORTALITE EN FRANCE

A partir de ces surfaces de mortalités, il est également possible d’analyser
I’évolution des fonctions de survie dans le temps a la naissance (Figures et
2.8). Comme on peut le voir, les probabilités de survie n’ont cessé de s’amélio-
rer au fil des années. Malgré quelques brusques sauts durant les deux guerres
mondiales, on note une "rectangulisation" des fonctions de survie, causée prin-
cipalement par 'amélioration de la survie aux jeunes ages. Cette conséquence
implique une augmentation de 'dge médian des déces, avant 1900, 50% des
déces avaient lieu avant 60 ans, tandis qu’aujourd’hui, ces 50% ont lieu apres
80 ans.

- 2006
1996
1986
1976
1966
1956
1946
1936
1926
1916
1906
1896
1886
1876
1866
1856
1846
1836
1826
1816

Probabilite de survie a la naissance

FIGURE 2.7: Probabilités de survie a la naissance des femmes
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1926
1916
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1876
1866
1856
1846
1836
\ 1826
S 4 g S 1816

Probabilite de survie a la naissance

FIGURE 2.8: Probabilités de survie a la naissance des hommes
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L'espérance de vie dans le temps a certains dges peut également étre analysée
(Figures [2.9| et ). En presque 200 ans, 'espérance de vie a la naissance
a doublé en France. Elle a suivit une progression rapide depuis 1900, mais a
subit quelques sauts aux 19°siecle a cause des différentes épidemies (varioles
et choléra) et au siecle dernier a cause des deux guerres.

L'amélioration de I'espérance de vie a 20 ans a été plus plate jusque dans les
années 1930 ou elle a commencé a augmenter. Un individu de 20 ans a gagné
20 ans d’espérance de vie en 200 ans environ. On peut noter les mémes sauts
que précédemment expliqué.

Ensuite, plus les ages augmentent, moins le gain de l'espérance de vie est
grand. En effet, un individu de 40 ans a gagné environ 5 ans de vie, tandis
qu’un individu de 65 ans environ 3 ans et un autre de 80 ans, environ 2 ans.
L'espérance de vie a ages différents est resté le méme jusqu’a la deuxiéme

guerre mondiale, a peu pres.

Age
40
I

e T

T T T T
1850 1900 1950 2000

Annees

FIGURE 2.9: Evolution de I'espérance de vie des femmes

Age

R

T T T T
1850 1900 1950 2000

Annees

FIGURE 2.10: Evolution de 'espérance de vie des hommes
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2.2. EVOLUTION DE LA MORTALITE EN FRANCE

Cette maniere de regarder les surfaces de mortalité nous permet uniquement
de nous intéresser aux déces soit a une certaine date, soit a un certain age. Ici,
nous sommes motivés par la longévité des individus. La découpe de la surface
de mortalité ne s’effectue plus en fixant un 4ge ou une date, mais en suivant
directement une cohorte. On peut alors comparer les taux de mortalité d'une
cohorte née a une certaine date avec les taux de mortalité a cette date (Figure

2.11).

—— Mortalite de la cohorte homme 1960
o - — Mortalite de la cohorte femme 1960

- - - Mortalite des hommes en 1960 ,‘.'
- - - Mortalite des femmes en 1960 SN

Taux de deces (log)
Taux de deces (log)

-8

Mortalite de la cohorte homme 1920
Mortalite de la cohorte femme 1920

- - Mortalite des hommes en 1920
- - Mortalite des femmes en 1920
T T T T T T T T T T T T

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

-10
|
-10

Age Age

FIGURE 2.11: Comparaison des taux de déces (log) pour différentes cohortes

On constate un certain biais entre ces deux taux, par conséquent, si un assu-
reur tarifie ou provisionne avec le taux de mortalité instantané, cela amenera
des incohérences. Il faut donc prédire les taux de mortalité des personnes les

plus jeunes pour les années a venir.

Avant de pouvoir prédire la mortalité, il est nécessaire de trouver un modele
adéquat pour celle-ci. La prochaine partie du mémoire recense un état de I’'art
sur les différents modeles que 'on peut trouver concernant la modélisation et

la projection de la mortalité.
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Chapitre 3

Etat de ’art sur les modeles de
mortalités

Suite a la peste londonienne, on doit a GRAUNT [66] la premiere table de
mortalité. HALLEY [32] fit de méme en Pologne en étudiant la ville de Bres-
lau et en classant les individus par classe d’age. Mais la premiére table de
mortalité utilisée par les actuaires a été établie par MILNE [69] sur la base
statistiques de deux paroisses de Carlisle, en Angleterre.

Cependant, ces tables n’étaient basées que sur des observations.

3.1 Les modeles paramétriques

Le premier modele paramétrique, le plus simpliste par ailleurs, est celui de
DE MOIVRE, qui suppose que la durée de vie résiduelle d’'un individu d’age x
est uniformément distribué entre 0 et w-x, avec w la durée de vie limite. GOM-
PERTZ [13] propose plus tard un autre modele, en supposant que la force de
mortalité augmente exponentiellement avec I’dge. Ce dernier est repris par
MAKEHAM [119] qui le développe en tenant compte des causes de mortali-
tés indépendantes de 'adge. FORFAR et al. [27] proposent une généralisation
des modeles de la classe Gompertz-Makeham, mais MELNIKOV et al. [123]
précisent toutefois que l'utilisation de ces deux lois pour projeter la mortalité
n’est pas correcte et risque d’engendrer de sérieux problémes financiers a un

assureur ou un fond de pensions qui s’en serviraient.

PERKS [117], KANNISTO [115] et THATCHER [11]] modélisent la force de

mortalité par un modele logistique, qui permet un meilleur ajustement que les
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3.2. LES MODELES NON-PARAMETRIQUES

autres modeles, aux ages les plus extrémes. Cependant, 'estimation des pa-
rametres peut paraitre assez compliqué comme I'explique DORAY [1]]. BON-
GAARTS [65] reprend le modele de THATCHER [11] en rendant les taux de
déces non constants dans le temps. Ce dernier est repris par PLANCHET et
al. [5] pour modéliser la mortalité d’expérience future en ’abscence de don-

nées historiques suffisantes a partir d’'informations externes.

Ces modeles expliquent la force de mortalité. D’autres sont directement basés

sur la probabilité de déces.

C’est le cas de BEARD [106], de BARNETT [16] ou encore 'HELIGMAN et
al. [[71]. Ces derniers suggerent que la probabilité de déces peut-étre repré-
sentée par trois composantes différentes avec huit parametres dépendants du
temps : MCNOWN et al. [2] se servent alors des processus ARIMA pour pro-
jeter ces parametres.

Les parametres de ces lois de mortalité sont déterminés selon les données ob-
servées, taux de mortalité ou nombre de déces. Or, ces méthodes peuvent étre
intéressantes dans certains cas, notamment lorsque I'on dispose d’'un nombre
de données assez restreint, ou bien que 'on regarde la mortalité sur une cer-
taine période. Ici, on s’intéresse au risque de longévité des individus et I'extra-
polation de la mortalité par ces modeles n’est pas assez fiable. En revanche,
la fiabilité des modeles stochastiques utilisés depuis le début des années 1990

est supérieure.

3.2 Les modeles non-paramétriques

Deux types de modeles non-paramétriques s’opposent, les modeles Age-Période
et les modeles Age-Période-Cohorte. Le facteur période explique les effets glo-
baux sévissant sur la population comme I'amélioration des conditions sani-
taires ou de la médecine tandis que le facteur cohorte explique les effets his-
toriques, comme les guerres, les pandémies, les habitudes de certaines géné-

rations...
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3.2.1 Les modeles Age-Période

Le modele Age-Période le plus connu et utilisé est celui de LEE et CARTER
[85]. Ce dernier décompose 1’évolution des taux instantanés de mortalité en
trois composantes : I'une est spécifique a ’dge tandis que le produit des deux
autres décrit ’évolution de la mortalité dans le temps selon I'age. Ce modele
souffre cependant de plusieurs inconvénients, dont le plus important est de
considérer que les résidus du modéle sont homoscédastiques.

Sur les recommandations de BRILLINGER [28], ALHO [74] et WILMOTH
[75], BROUHNS et al. [73] utilisent le modele de Lee-Carter pour mettre au
point un modele Log-Poisson, qui permet alors de travailler dans un cadre
probabiliste donnant directement une estimation du nombre de déces, pour
un age et une année précise. Lhypothése d’homoscédasticité des résidus est
par ailleurs soulagée.

Cependant, la propriété d’équidispersion de la distribution de Poisson est ra-
rement vérifié. RENSHAW et al. ([110], [109] et [111]) préferent une distribu-
tion de Poisson surdispersée. Pour rajouter une part d’hétérogénéité chez les
individus, DELWARDE et al. [17]] modélisent le nombre de déces par une dis-
tribution négative binomiale, ce qui revient a supposer que le parametre de
surdispersion de la distribution de Poisson surdispersée suit une loi Gamma.
LI et al. [81] font de méme en supposant que ce parameétre est spécifique a
lage.

COSSETTE et al. [31] et RENSHAW et al. [112] optent eux pour une régres-
sion binomiale afin de déterminer les probabilités de déces.

Le modele de Lee-Carter n’utilise qu'un seul parametre pour la dimension
temporelle, ce qui qualitativement peu s’avérer trop limité et trop rigide. Des
termes bilinéaires sont alors rajoutés par RENSHAW et al. [109] et BOOTH
et al. [82]. Les résultats sont meilleurs, mais peut-étre pas assez convaincants
par rapport a I'ajout de la difficulté supplémentaire, notamment par la modé-
lisation d’une série multivariée lors de la projection ([10]).

Un autre modele Age-Période, plus récent, est celui de CAIRNS-BLAKE-DOWD
(CBD) [78]. Ces derniers utilisent un cas particulier du modele de PERKS
[117], en incluant deux facteurs de période, et via une transformation logit
sur les probabilités de déces, lissent I'effet de ’age. Deux facteurs de périodes
permettent la prise en compte de la corrélation des taux de mortalités entre

deux ages consécutifs.
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En Angleterre, la méthode des P-Splines est tres souvent appliquée. DURBAN
et al. [102] lissent les taux de mortalité via cette technique et utilisent la mé-
thode des B-Splines de EILERS et al. [14] pour ajuster les taux de mortalité.
Une caractéristique attrayante de cette méthode concerne la projection, qui

est une conséquence du processus de lissage.

Plus récemment, des processus AR(1)-ARCH(1) et BEKK-GARCH ont été uti-
lisé respectivement par GIACOMETTI et al. [48] et GAO et al. [18].

Dans le papier original, le modele de Lee-Carter implique la projection d’'un
terme représentant 1’évolution temporelle de la mortalité par un processus
ARIMA(0,1,0). Cependant, ces types de processus ne permettent pas de prendre
en compte les sauts dus a une éventuelle pandémie ou guerre. Dans leur ar-
ticle original, Lee et Carter ont supposé la grippe espagnole de 1918 comme
un événement exceptionnel et ne le prennent pas en compte dans leur mo-
dele. Des processus avec sauts existent et peuvent étre utilisés pour la projec-
tion de I'indice temporel du modele de Lee-Carter, on peut citer par exemple
les processus de Levy (HAINAULT et al. [41]]) , le processus Normal Inverse
Gaussien (MITCHELL et al. [79]), les sauts exponentiels doubles (DENG et
al. [103]). Bien que les résultats soient convaincants, la calibration des para-
metres reste assez compliquée. Le mémoire de KOUADIO et PONCELET [46]
recense 'application de différents processus sur des données francaises, avec
en plus de ceux cités, le processus de Merton, de Kou et le variance Gamma.

Cette projection de la mortalité via le modele Lee-Carter se fait en deux
étapes : le nombre de déces est d’abord ajusté au modele puis le terme tempo-
rel est ensuite extrapolé via une série temporelle ARIMA. Cette suite d’étapes
semble illogique pour CZADO et al. [91] qui décide de travailler dans un cadre
bayésien, via les méthodes MCMC, en utilisant le modele log-Poisson. GRECO
et al. [49] travaillent également avec un modéle bayésien hiérarchique pour
comparer la mortalité a travers les différentes régions de I'Italie. LI [67] pro-
pose une alternative MCMC au modéle de Lee-Carter lorsque le nombre de
données disponibles est restreint.

De manieére a prendre en compte une forte hausse (pandémie, guerre) ou

chute des taux de déces (découverte médicale sur le cancer, maladies cardio-
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vasculaires), certains auteurs préferent modéliser non pas le niveau du taux
de déces, mais par les changements dans ces taux : le terme du taux de déces
de 'année N dépend de celui de 'année N-1., MITCHELL et al. [79] utilisent
ce type de principe, repris par CHAI et al. [121] qui s’essaient a un modele
AR-GARCH, pour au final obtenir une meilleure qualité prédictive que le mo-
dele de Lee-Carter sur un backtest. Cette méthode permet un bien meilleur
ajustement aux taux de mortalité passés, mais peut également étre appliquée
a nimporte quel modele modélisant la force de mortalité.

3.2.2 Les modeles Age-Période-Cohorte

RENSHAW et al. [111] reprennent le modele de Lee-Carter pour y ajouter I'ef-
fet de cohorte a travers de nouveaux parametres, dont I’évolution est difficile-
ment interprétable. Ce modéle obtient un meilleur ajustement dans les pays
ou un effet de cohorte est observé dans le passé, mais souffre d'un manque
de robustesse. CURRIE [63]] se sert de ce méme modele et le simplifie pour
supprimer l'instabilité d’ajustement qui pouvait résider dans les nouveaux
parametres et suppose indépendant les facteurs d’age, de temps et de cohorte.
Cette amélioration peut sembler excessive car elle suppose que la baisse de
mortalité est la méme quelque soit 'Age de la personne.

CAIRNS al. [62] rajoute également un terme au modele CBD pour capturer
l’effet de cohorte. Cependant, ce modele est intéressant aux ages élevés seule-
ment, car lorsqu’il est utilisé pour toutes les classes d’ages, sa qualité d’ajus-
tement est faite.

PLAT [104] développe un nouveau modele stochastique principalement fondé
sur celui de CBD ou de Currie permettant un meilleur ajustement, une corré-
lation dans la structure du modeéle et une application pour toutes les classes
d’ages sauf les extrémes. En développant ce modele, BORGER al. [98] utilise
le logit des probabilités de déces et rajoute un terme pour prendre en compte
Peffet des ages élevés.

D’un point de vue pratique, les modeles de Age-Période-Cohorte souffrent
du fait que les données doivent étre étendues sur de longues périodes. Tout
comme les modeles Age-Période, ils considerent également une force de mor-
talité constante par morceaux, soit entre les ages, et font des prévisions sur
I’évolution future grace aux observations passées. Les modéles stochastiques

en temps continu sont alors plus réalistes mais beaucoup plus compliqué.
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3.3 Les modeles stochastique en temps continu

Pour étre plus réaliste, certains auteurs modélisent directement I'intensité
de mortalité en supposant que cette derniére est un processus stochastique

adapté a une filtration.

La modélisation des déces peut se faire via un processus de comptage. DAHL
[92] utilise un processus de diffusion pour modéliser 'intensité de mortalité.
Ce dernier modéle n’est pas tres réaliste car tous les changements de I'inten-
sité de mortalité sont similaires et touchent toute la cohorte, alors qu’elle de-
vrait étre affectée par plusieurs facteurs de mortalité de manieres différentes.
Mis a part les processus de comptage ou de diffusion, ceux a structure affine
sont également couramment utilisés. DAHL [92] postule que les modeles de
taux d’intéret peuvent étre appliqués pour modéliser la mortalité et emprunte
le modele de Cox-Ingersoll-Ross. Les modeles de taux forward sont également
utilisables.

L'inconvénient de ces modéles, bien que leurs résultats soient tres satisfai-
sants, est qu’ils sont trés sophistiqués et qu’ils nécessitent la connaissance
d’outils mathématiques puissants. Lauteur peut retrouver une bonne revue
et explication de ces modeles chez BEN DBABIS [25] ou PLANCHET [53].
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Chapitre 4
Modéliser la mortalité

Dans toute cette partie et les suivantes, nous notons :

e Le vecteur contenant les ages : x = {zy,..., 2, }
e Le vecteur contenant les années : t = {ty,...,t,}
e a={ay,...,q, }

o B=ABu,-- - Bon}

o k={Ki, .., K}

© ¢=A{0u, -, b, }

D,; : le nombre de déces d’adge x durant 'année ¢

E.; : exposition au risque a 'age = durant 'année ¢

e 1,(t) : la force de mortalité a ’age = durant ’année ¢

De plus, la période de temps que nous considérons pour travailler s’étale de
1950 a 2012. Nous considérons cette période pour plusieurs raisons :

e La plupart des auteurs prennent ces mémes périodes (voir a partir de
1970)

e Les taux de mortalité ont beaucoup baissé depuis 1950 et la qualité des
données n’est pas complétement stire avant cette date

e Aujourd’hui, les causes de déces les plus communes sont les maladies
cardiaques ou les cancers, ce qui n’était pas le cas auparavant
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Dans ce chapitre, nous aborderons trois modeles de mortalité stochastique
age-période, le modele de Lee-Carter, le modele log-Poisson et le modele Bino-
miale négatif. Nous introduirons également la notion d’hétérogénéité dans la
population. L'ajustement des modeéles aux données est également un point im-
portant avant de passer a la projeciton de la mortalité. Puis, nous traiterons
le point sensible de la fermeture des tables avec la modélisation des déces aux

ages extrémes.

4.1 Le modele de Lee-Carter

Le modele proposé par Lee et Carter [85] est assez simple, il spécifie que la

force de mortalité a une forme, tel que :

In /lz(t) =a; + B:c’it + €xt

avec les contraintes :

Tn tm
Zﬂle Zl-ﬂt:O

T=x1 t=t1

Sans elles, le modele n’est pas identifiable, il existerai une quantité infinie de
valeurs possibles pour 3, et x;.

Sur I’échelle logarithmique, le taux de mortalité a ’age = pour 'année ¢ est
donc décomposé en la somme d’'une composante spécifique a I'dge = et d’'un
produit entre un parametre temporel décrivant I’effet de période et un para-
metre spécifique a ’dge pur. Linterprétation des parametres est simple :

e o, : correspond a la forme de la force de mortalité au cours du temps (sur

I’échelle logarithmique).

e (3, : correspond a I’écart de la force de mortalité par rapport au compor-

tement moyen «, car :

d d
i | - B =
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Les ages = pour lesquels 3, est grand seront tres sensible a 1’évolution
temporelle.

e 1, : décrit I’évolution de la mortalité au cours du temps.

e ¢, : sont les résidus du modele, supposés homoscédastique, de moyenne

0 et de variance o2

4.1.1 Estimation des parametres

Etant donné qu’il n’y a pas de variables observables dans le terme de droite
du modele, une régression linéaire simple est impossible. Les parametres s’es-
timent alors via la méthode des moindres carrés ordinaires, en résolvant le

probleme d’optimisation :

(&w,ﬁm,ﬁ;t) = arg min Oy ¢

Qz,Px, Kt

avec

x tn
Omce = Z Z(ln flog — O — 595/‘%)2

rx=x1 t=11

On commence par estimer «, :

d
do

tn tn
O]WC =0 << Zln/)mt = (tn _tl + 1)ax+ﬂxz/€t

t=t1 t=t1

. tn < <
La contrainte ) ", x; = 0 amene a :

in

1
i, =— N Ing,
@ tn—t1+1tztn’”
=tl1

L'estimation de 3, et x; se fait via le premier terme de la décomposition en
valeurs singuliéres de la matrice Inm,(t) — &,. On note M la matrice des taux
de déces :
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May (t1) 0 Mgy ()

mxm (tl) e man (tn)

Le modele de Lee-Carter est donc ajusté pour étre le plus proche possible de
M.
On définit également la matrice Z tel que :

Rrity = In mwl (tl) - dl‘l T Raatn T In mﬂcl (tn) — Oy

Z=InM-a&a=

sztl - 1n mfm (tl) - dzm o sztn - 1n mfm (tn) - amm

On cherche alors Bw et k; tels qu’ils minimisent :

OMC(B? K“) - Z Z('zxt - ﬂ:):'%t)Q

r=t1 t=t1

La minimisation de cette fonction s’effectue par une décomposition en valeurs
singulieres de Z.

On définit u; comme le i-éme vecteur propre de la matrice Z*Z de dimensions
(t, —t; + 1) x (t, — t; + 1) correspondant a la valeur propre \,.
De méme, on définit v; comme le i-éme vecteur propre de la matrice ZZ" de

dimensions (z,, — z; + 1) X (x,, — 1 + 1) correspondant a la valeur propre \,.

On a alors pour \; # 0 :

1
1
u; = ZTUZ
Vi

Ce qui nous amene a :
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Zui = ; >\z

Puis, en multipliant des deux cotés par u; et en sommant sur les valeurs
propres de Z27T, on obtient :

) (Z ”“T) = > Vvl

i>1 i>1

Ce qui meéne a Z = g Viviul , appellé décomposition en valeurs singuliéres.
1>1

Lorsque la premiere valeur propre ;:; est bien supérieure aux autres, la meilleure

approximation de Z est alors donnée par :

Z = \//\_lvlulT

On peut en déduire que :

Ty —21+1

Bx:LetffAt:\/)\_l< Z Ulj>ul

Tm—x1+1
Jj=t1

2. v

Jj=t1

Tm—x1+1
Sous la contrainte que Z v1; # 0, ce qui implique le respect des contraintes
Jj=t1
du modele.

La décomposition en valeurs singulieres n’est pas I'unique méthode d’estima-

tion des parametres :

e La décomposition en valeurs singulieres se fait uniquement sur des ma-
trices rectangulaires, la mise en place d'un algorithme de Newton-Raphson
est envisageable et permet de soulager cet inconvénient.

e WILMOTH [75] utilise la méthode des moindres carrés pondérés de ma-
niére a pouvoir attribuer un poids (nombre de déces observés) aux obser-
vations. De cette maniere, les couples (z,t) dont le taux bruts instantané
est peu varibale aura moins d'importance que les plus volatiles.
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e Les parametres ne sont pas complétement lisses (surtout 3,), ce qui peut
causer des problemes lors de mise en place d’'une table de mortalité. Les
probabilités de déces doivent étre strictement croissantes dans le temps
et ne doivent pas subir de quelconque variation soudaine. DELWARDE
et al. [100] remedie a ce probleme via la méthode des moindres carrés

pénalisés.

4.1.2 Ajustement de x;

Pour reproduire exactement le nombre de déces lors de ’année ¢, il est néces-
saire de réajuster les parametres. Pour cela, nous re-calibrons #; tel que :

Zm Dy = Zm By exp(by, + Bufiy)

T=x1 r=x1

Le nouvel estimateur &, vérifie alors :

Z Ext eXp(OAé:r + Bm/%f) - th =0

r=x1

Une méthode de Newton-Raphson peut donc étre mise en place. En notant ¢
le parametre a estimer, f la fonction & minimiser et f’ sa dérivée, k la k-iéme

itération de I'algorithme, on fixe une valeur initiale pour ¥, puis on obtient :

f1(0%))

2(0 A . . < .
En fixant /@,g ) = ki, estimation du nouveau parametre se fait en quelques

itérations :

Z E:):t exp(dz + B:ﬁ’égk)) - D:ct

(k) _ a=2
t

Tm

Y Eubeexpln + Boiy”)

r=x1

2 (k+1 N
mi )=}

Il faut ensuite procéder a une transformation pour vérifier les contraintes du

modeéle :
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OAé:c — OAC&? + Bm/%t

t)XZmB$

r=x1

XRb>

/%t — (ét —

avec i, la moyenne des &,

Ici, les 5, du modele sont positif quelque soit ’'age. Si ce parametre vient
a changer de signe et passer négatif, cette méthode de réajustement offri-
rait plusieurs solutions pour x;, ce qui n’est pas cohérent. D’autres méthodes

existent :

e LEE [114] réajuste x; en se servant de 'espérance de vie future des in-
dividus a un certain age, ce qui permet de n’utiliser ni 'exposition au
risque, ni le nombre de déces observés. Ici encore, le probleme de signe
sur (3, persiste.

e BOOTH et al. [82] suppose que le nombre de déceés observés suit une dis-
tribution de Poisson puis, maximime la fonction de vraisemblance par
rapport a «; (ce qui revient a minimiser la déviance). Le probléeme de ré-

ajustement de x; n’existe plus.

La Figure représente les parameétres du modele, qui sont conformes aux
observations démographiques faite dans le Chapitre 2. Comme on peut le voir,
« traduit la croissance des taux de déces avec I'age, la forme de 8 montre que
Pamélioration relative a la mortalité est la plus importante sur la période O-
20 ans puis aux alentours de 80 ans et, k est décroissant ce qui montre bien

que le niveau général de la mortalité chute dans le temps.

La principale limite du modele de Lee-Carter est I’hypothése d’homoscédas-
ticité des résidus, nécessaire lors de I'estimations par moindres carrés. Cette
hypothese n’est pas vérifiée en pratique car la variance du logarithme des
taux de déces croit avec ’age, a cause de la baisse de la population vivante aux
ages extrémes. Cette forte variabilité est également présente lors des toutes

premiéres années de vie des individus. La Figure montre la variance des
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4.1. LE MODELE DE LEE-CARTER

résidus du modele selon 1’'dge. De plus, il peut étre intéressant de modifier
Papproche de ce modele de maniére a obtenir des estimateurs de type "maxi-
mum de vraisemblance" pour profiter des propriétés avantageuses de ceux-la,
comme la convergence des estimateurs, leurs efficacité et normalité asympto-

tique...

33



CHAPITRE 4. MODELISER LA MORTALITE

Alpha Beta Kappa
—— Femme —— Femme —— Femme
—— Homme —— Homme Homme
o
0 3
Q
o~ © 7
T S
e
g
¥ § -
= <
« ]
s g g o
5 8 g
o 0
4
2
=)
o
<
b
o | 2
T <
o i
=1
g 4
S
=)
3
T
=)
S
T
T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80 1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Age Age Annees

FIGURE 4.1: Parameétres du modéle de Lee-Carter

Femmes Hommes
3 0
b B
S o ]
8 8
© S
o
—
o
o
S
o
8 S
o _| o
o S —
2 3 g 2
S s ©
wn n)
‘L © R
® 8 e
1% o (%]
Q o (]
° o kel
() o (]
o (5]
5 g
8 < 2 )

s I =R
g g g g |
S S
o (=}

N

o

o

g |

S

o

o o

(=] o

o o

o o

S S

o T T T T I o T T T T I
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

Ages Ages

FIGURE 4.2: Variance des résidus du modele de Lee-Carter selon I'age
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4.2 Le modele Log-Poisson

BRILLINGER [28] estime qu’il «serait satisfaisant d’approcher la distribu-
tion du nombre de morts conditionnellement a la taille de la population, par
une loi de Poisson de moyenne proportionnelle a la taille de la population».
De maniére a améliorer la projection dans le modele originale de Lee-Carter,
WILMOTH [75] et ALHO [74] recommandent également I'utilisation de cette
distribution. La méthode mise au point par BROUHNS et al. [73] repose sur
cette hypothese :

th ~ P(Emtumt)

avec [,y = exp(a, + 5.k;) la force de mortalité a ’age x et ’année ¢. Les pa-
rametres ont la méme signification et les mémes contraintes que le modele

Tm tn
original de Lee-Carter, Z B, =1et Z ke = 0.

r=x1 t=t1

4.2.1 Estimation des parametres

La fonction de log-vraisemblance du modele se note :

E(aa ﬂ7 K, dmt) =1In H f(dzta «, ﬂ7 H)
x,t
dat
= lnHexp(—Emtumt) X e
ot xt:

= Z [_Ext,uxt + d:vt ln(Ethmt> —In dzt']
z,t

L'estimation des parameétres s’obtiant en résolvant le probleme d’optimisation
de cette fonction. A premiére vue, la résolution de ce probléme peut sembler
trivial. Pourtant, la présence du terme bilinéaire 3,x; rend impossible I'uti-
lisation d’'une régression poissonienne classique via un simple algorithme de
Newton-Raphson. Il faut alors utiliser I'algorithme de GOODMAN [84], qui
est le premier a proposer une méthode itérative pour estimer les modeles log-

linéaire contenant des termes bilinéaires.
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En notant 6 les parametres a estimer, f la fonction a optimiser, f’ et f” respec-
tivement la dérivée premiere et la dérivée seconde de f et k la k-iéme itération

de I'algorithme, le parameétre 6, est estimé par :

qo_ £6)

é(k—H)
J J A(k)
f"(057)

Il est évidemment nécessaire de fixer une valeur d’initialisation des para-

metres. Ici, nous prenons oY = =0, 6(0) =1let /-@g) = 0. Lalgorithme est le

suivant :

Etape 1 : Mise a jour des a,

Z{Dwt— sexp(af?) + B %k)ﬂ

Etape 2 : Mise a jour des k;

Tm

Z U+ [ vt — o exp(aE+D) _i_B;k—i-l)/%gk—l-l))}

Al _ plbeD) _o=m
— Z (Bg(ck—&-l ) [E eXp( (k+1) + 5 (k+1) 2. (k:+1))]
=T
QU = G, ) =
Etape 3 : Contraintes
d(xk+2) — A(xk+2) + R(k+2) % Bi,k“)
A(k+2) o ,\(k-+2) 7(k+2)
t = Ky :
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Etape 4 : Mise a jour des (3,

tn
Z ’%a(ka) [Dm — B exp(@:(vk“) + ﬁg(gkﬁ)/%gkﬂ))}
B(k+3) _ B(k+2) =t

tn
— Z(/%(Ikw))? [Ext eXp(d(xk-‘rQ) + 5g(ck+2)l%£k+2))}

t=t1

dg(ﬂk—i—?)) _ @;kw)’ &§k+3) _ /%EHQ)
Etape 5 : Contraintes
A(k+3)
o(k+3) _ x
B o me A(k+3)
r=x1 MT
I%Ek-i-B) _ /%l(tk+3) B R§k+3)

Malgré leur préconisation de stopper 'algorithme lorsque 'augmentation de
la valeur de la fonction de log-vraisemblance est supérieure a 107! (ce que
nous faisons ici), BROUHNS et al. [73] ’'arrétent lorsque cette valeur est su-
périeur a 106,

Pour une écriture sous forme matricielle de cette algorithme, le lecteur peut
se référer a DELWARDE [10].

Ici, étant donné que 'on modélise directement le nombre de déces, il n’est
pas nécessaire de procéder a un réajustement des x; comme dans le modéle
original de Lee-Carter. La tendance des parametres obtenus (Figure est
similaire a ceux du modele précédent et les mémes remarques peuvent étre
faites.

En considérant que le nombre de déces peut étre approché par une distribu-
tion de Poisson, on considere ici que la variance des déces équivaut a leurs
moyenne, d’apres la propriété d’équidispersion (Var[D,,] = E[D,]) de la loi de
Poisson. Cette propriété est tres criticable étant donné qu’elle n’est que tres
rarement respectée, comme le montre la Figure 4.4, La prise en compte d'un
parametre de dispersion semble nécessaire.
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4.3 La dispersion dans les données

Nous avons vu que le modele log-Poisson de BROUHNS et al. [73] est une
alternative cohérente au modele de Lee-Carter. Mais, en cas de données hété-
rogenes, la propriété d’équidispersion de la loi de Poisson est trop restrictive.
Une maniére de soulager le modele est de considérer une distribution de Pois-

son sur-dispersée pour le nombre de déces :

VCLT[Dwt] = QZSE[Dwt]
avec ¢ un parametre qui mesure le degres de surdispersion. Si celui-ci est égal

a 1, on retombe sur une distribution de Poisson standard. Cette méthode a été
utilisé par RENSHAW et al. ([110], [109] et [111]).

En général, ce parametre est estimé par :

ng - ZA);U 2 . .
avec y2 = Z (t[)—t), la statistique du x? de Pearson, n le nombre d’ob-
x,t xt

servations et p le nombre de parametres. Ici, nous avons alors ¢ = 6,24 pour
les femmes et ¢ = 11,41 pour les hommes. Cette technique possede néanmoins
un inconvénient majeur, elle n’autorise aucune inférence sur le parametre de
dispersion. Il est difficile de calculer la variance de I'’estimateur et donc sa si-
gnificativité.

Pour étre stir de la significativité de la sur-dispersion, nous pouvons appliquer
un test sur nos données. DEAN [21] a proposé différents tests statistiques
permettant d’évaluer la surdispersion liée a un modele de Poisson. Nous tes-
terons 'un d’entre eux :
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On teste ici Hy : "On ne rejette pas le modele de Poisson" contre H; : "On
rejette le modele de Poisson". La valeur de la statistique 7 est notée dans
la Table Les p-values obtenues sont inférieures a 1079, ce qui nous fait
rejeter 'hypothése de Poisson et nous indique la présence de surdispersion

dans les données, comme 1’'on pouvait s’en douter.

Statistique || Femme | Homme
T, 269,83 || 541,90

TABLE 4.1: Valeurs de la statististique du test de dispersion

Cette sur-dispersion dans les données de mortalité est causée par la présence
d’'un degré d’hétérogénéité chez les individus. En effet, dans une population,
chaque personne de méme age et de méme sexe peut présenter un risque de
mortalité différent.

4.4 Les facteurs d’hétérogénéité

L'identification et la prise en compte de ces facteurs sont utiles lors de la pro-
jection de la mortalité. Ces facteurs d’hétérogénéité peuvent étre observables
tandis que d’autres ne le sont pas.

4.4.1 Les facteurs d’hétérogénéité observables

e Les facteurs biologiques ou physiologiques (age, sexe, ...)

Les caractéristiques de 'environnement de vie (climat, pollution, condi-

tions sanitaires,...)

L'emploi exercé (probabilités d’accidents plus ou moins fortes)

Le mode de vie (alcool, tabagisme, drogue, activité physique, ...)

Les conditions de santé actuelles (antécédents médicaux familiaux, sta-

tut social, ...)

Mis a part le deuxieme point, qui touche la plupart de la population d'un pays
(c’est notamment pour cela que 1'on considere des zones géographiques pour
établir des tables de mortalité), les autres concernent les individus eux-méme

et peuvent étre observés : on parle de sélection individuelle d’un risque.
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Dans la grande majorité des cas, en assurance sur la vie, 'assureur va appli-
quer une sélection aux personnes qui sollicitent une assurance pour savoir si
le risque de mortalité de I'individu est cohérent avec ses hypothéses.

Cette sélection a pour but de prévenir le risque d’anti-sélection qui correspond
a ’écart d'information entre I'assuré et ’'assureur, sur le risque que porte 'as-
suré. La plupart du temps, I’évaluation de ce risque est effectuée via un ques-
tionnaire, voir méme une évaluation médicale. En cas de mensonges de la
part de I'assuré (qui viole ainsi I'article L113-2 du code des Assurances), il
tomberait sous le coup des articles .113-8 et L113-9 qui définissent les consé-
quences de cet acte.

4.4.2 Les facteurs d’hétérogénéité inobservables

Les facteurs inobservables sont souvent comportementaux (attitude de I'indi-
vidu envers sa propre santé, probléemes médicaux non diagnostiqués, ...).

Ces facteurs peuvent étre modélisés dans une approche continue, via une va-
riable aléatoire strictement positive, appelé fragilitd’ ayant pour but d’in-
clure tous les facteurs inobservables influant sur la mortalité. La fragilité est
définit comme une quantité strictement positive, dont le niveau exprime le
risque de mortalité inobservable. Un individu ayant une fragilité supérieure
a la moyenne décedera, en moyenne, plus tot qu'un autre, et inversement, un
individu ayant une fragilité inférieure a la moyenne décedera, en moyenne,

plus tard qu'un autre.

4.4.3 Quelles distributions pour la fragilité ?

Pour modéliser cette fragilité, toute distribution de probabilité ayant un sup-
port strictement positif peut étre utilisée.

La distribution la plus répandue dans les modeéles de fragilité est la distribu-
tion Gamma ([35], [64] ou [3]]).

Soit Z ~ T'(4, 0), alors la fonction de probabilité de Z est :

561
B 0%z 5

Hrailty en anglais

41



CHAPITRE 4. MODELISER LA MORTALITE

Avec z > 0, § > 0 représentant le parameétre d’'intensité, § > 0 représentant le
parametre d’échelle et I'(z) = 0+°° t*"te~tdt. De plus,

E[Z] = g ot Var(Z] 9% ot CV[Z] = %%Z] _ %
Le coefficient de variation montre que J joue un réle de mesure du niveau
d’hétérogeneité dans la population. Plus celui ci est grand, plus le coefficient
de variation est faible (proche de zéro), ce qui implique un homogénéité de la
population. Réciproquement, plus § est faible, plus le coefficient de variation
est grand (beaucoup de dispersion), ce qui implique une hétérogénéité de la
population.

Une autre distribution assez répandue dans les modeles de fragilité est la loi
Inverse-Gaussienne ([97] ou [101]]).

Soit S ~ ZG (i, A), alors la fonction de probabilité de S est :

=[] "o (252

27s3 2u2s

Avec s > 0, u > 0 représentant la moyenne et \ > 0 représentant le parametre
d’échelle. De plus,

ElS]=p et Varls]= “; et CV[S] = —% _ \/g

Comme on peut le voir, le coefficient de variation ne dépend plus d’'un seul
parametre mais de deux. Il apparait donc plus difficile de pouvoir examiner
I’hétérogénéité avec cette distribution. Pourtant, cette loi peut sembler plus
appropriée. En effet, en I'utilisant, la population devient de plus en plus homo-
geéne dans le temps, tandis qu’avec la distribution Gamma, elle reste constante
[38].

Ce point est soulevé par BUTT et al. [107] et MANTON et al. [34] qui estime

que celle-ci ne change pas dans le temps, mais differe avec I’age, puisque les
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individus les plus "faibles" sont censés décéder avant les plus "forts", ce qui a

pour conséquence de baisser le niveau d’hétérogénéité .

Dans la suite du mémoire, nous considérerons alors la distribution Gamma
comme référence pour modéliser la fragilité pour plusieurs propriétés de cette
fonction :

e Sa propriété d’échelle (i.e si X ~ I'(9,0) alors aX ~ T'(4, g))
e Son coefficient de variation ne dépend que d’'un parametre
e Elle a de bonnes propriétés lorsqu’elle est associée a la loi de Poisson

e Elle est flexible étant donné que la forme de sa distribution est tres va-
riable selon son parametre d’intensité.

Les modeles de fragilité les plus communs sont des extensions des modeles
de hazard proportionnel, le plus connu étant celui de COX [29], repris par
TOMAS et al.[54] pour développer un modele intégrant explicitement la prise
en compte de I’hétérogéneité avec données a priori issues de groupes hétéro-
génes. Pour une bonne revue des différents modeles paramétriques multipli-
catif existants, mais aussi des différentes possibilités qu’en a la modélisation
de la fragilité, le lecteur peut se réferer a WIENKE [6] et OLIVIEIRI [3].

Ici, nous cherchons a inclure ce degres d’hétérogéneité, présent a travers les
populations, dans le modele de Lee-Carter.

4.5 Le modele Binomial Négatif spécifique al’age

Comme nous I'avons précisé, la propriété d’équidispersion du modele log-Poisson
n’est pas tres raisonnable et utiliser une distribution de Poisson surdispersée
semble plus cohérent. Il est alors possible de considérer que ce parametre de
dispersion suit lui méme une loi de probabilité. On se place alors dans le cas
d’un modeéle de Poisson Mélange.

En utilisant une loi Gamma pour le parametre de dispersion dans son mé-
lange, DELWARDE et al. [17] modélisent le nombre de décés par une loi Né-
gative Binomiale. Cependant, ce dernier laisse constant le parameétre de dis-
persion. Comme expliqué plus haut, BUTT et al. [107] et MANTON et al. [34]

postulent que la fragilité des individus augmente avec ’age. LI et al. [81] se
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sont basé sur ce modele en prenant un parametre de dispersion spécifique a

lage.

Si on se réfere au diagramme de Lexis, le modele original de Lee-Carter [85]
et le log-Poisson [73] considerent que les taux de mortalité varient entre les
cellules , mais pas a l'intérieur de la cellule elle-méme. Comme nous 1’avons
expliqué, en réalité, des facteurs d’hétérogénéité, observables ou non, divisent

chaqu’une de ces cellules en plusieurs cellules.

On note N, le nombre de groupes compris dans chaque cellule initiale, x étant

l'age des individus. Par conséquent, chaque cellule aura une exposition au

Ezt
N,

noté D, (i) aveci = 1,2,..., N,.

risque équivalente a %, et le nombre de déces de chaque groupe sera alors

Le nombre de décés total dans une cellule sera alors :

Ny
Dmt == Z th(z)
=1

On suppose alors que D, (i) et D,(j) pour i # j sont indépendants, et que :

E
Dyy(i)|2:(i) ~ P (zx(i) X "’;\t[‘:“)
2:(1) ~ T'(04,0,)
avec [y = exp(am =+ 6:::"’%)'
Ici, z,(i) représente la fragilité de I'individu. On suppose que E[z,] = 1. De

cette facon, en moyenne, le groupe d’individus 7 a le méme niveau de morta-
lité que la cellule du diagramme de Lexis a laquelle il appartient. Cela dit,
2,(i) varie d’'un groupe a l'autre. Lorsque z,(i) > 1, les individus du groupe i
sont plus fragiles en moyenne, et inversement, lorsque z,(i) < 1, les individus
du groupe ¢ sont moins fragiles en moyenne. Toute distribution ayant un sup-
port positif peut donc étre choisi. Ici, nous avons retenu la loi Gamma comme
expliqué précédemment mais également grace a ses bonnes propriétés avec la

loi de Poisson.
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En ayant supposé que E[z,(i)] = 1, les parameétres de la loi de z,(i) sont donc
égaux. On a alors z,(:1) ~ T'(¢; 1, ¢, 1).

La distribution de D,; est donc :

Do) 22(1), ... 22(N,) = Zmet(Z.)m(i) o ( - 0 Eﬂ,m)

Avec zZ, la moyenne des z,(i) :

Pour conclure, le modele se caractérise comme :

Dwt|2:p ~ P(Ext,uxtgm)
Z ~ T (0,0, 0,7)

Pour en déduire la distribution de D,;, nous allons passer par les fonctions
génératrice des moments, en rapellant tout d’abord que la fonction génératrice
des moments d’une variable aléatoire Xest définie par My (h) = E [¢'¥], avec
h € R. On a alors :
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MDmtlZw(h) —E [thDmtlzw:I
=K [E[ehxDmlzw’%H
= exp (Ex(eh _ 1))
= M, (e" — 1)

1\ P
En utilisant le fait que M; (h) = ( a)f’”f_h> . On reconnait ici la fonction gé-

nératrice d'un loi Négative Binomiale. Alors :

- ’;l — d:L't
TFR (VRS 5 By W Y (A
‘ ’ F(gb;l)dxt' 1 + Ext,uxtQSx 1 + Ext,uxtgbx

- 1
Dy ~NB (¢, —_) 4.1
' < ’ 1 + Extﬂxtgbx ( )

Et:

Var[Dy)] = EVar[Du|z]] + Var[E[Du|2]] = E[Du] + és [E(Dy))?

On s’apergoit que si ¢, — 0, E[D,;] = Var[D,], ce qui revient a la propriété

d’équidispersion de la distribution de Poisson. La distribution de Poisson est

donc un cas limite de loi Négative Binomiale.

Pour toutes démonstrations concernant la loi mélange Poisson-Gamma, le lec-
teur peut se réferer aux ouvrages classique de théorie du risque ([57] ou [95]]).

4.5.1 Estimations des parametres

La fonction de log-vraisemblance du modele est alors donné par :
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L(Oé,ﬁ, R, sz, dzt) - lan(dl't;Oé767 Ky QZ_S)

_;,1 n dast
I H xt ‘|’ ¢, « ( 1 _ )(b‘ « ( Extﬂzt¢x_ )
dmt' 1 + Ext,uxtqsac 1 + Eact,ua:t¢x

ztl

=573 (@t — i) — 1n(dar)) + dut (s Burfr)

z,t =0

- (dazt + &;1) hl(l + éazE‘rt,u:pt)

En utilisant le fait que FéL)‘Bz) = T1%, (dwr + ¢, ' — k). Ici encore, pour maximi-
ser la log-vraisemblance du modele, on utilise un algorithme de GOODMAN
[84]. On note k la k-iéme itération de I'algorithme et, pour simplifier, nous
faisons comme LI et al. [81] et utilisons les fonctions suivantes :

D;t) = E,exp(a (k) 4 5 (k) & k))

1 A~ 1
o =08 ( D+ L) (1+305)
¢(k)

! —2 1
h;k): ~ - ~
t Z (1408 x i) ()2

® In (1+D(k+3) (k+3))
7 (k+3)2

Il est évidemment nécessaire de fixer une valeur d’initialisation des para-
R : N 0
metres. Ici, les parametres o\, 8" et /@E ) prennent les valeurs finales obte-

nues du modele log-Poisson et qﬁx = 1073. L’algorithme pour déterminer les
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parametres du modele est alors :

Etape 1 : Mise a jour des «,

Z(D — oMl

~ (k+1) _ a{(k) o t=t1
x x tn
$° (i) /(14 4059)
t=t1
R 0, A, e

Etape 2 : Mise a jour des 3,

tn

3 (DD - DR
Ak+2) _ Ak+1) t=t1
593 - ﬁl’ tn
Z (¢(k+1 (k+1)2 g(x:ﬂ)) /< +¢k+1 (k+1)>
t=t1
Gt = G+, A(k+2) §k+1), 5;,’”2) _ (Zg(CkJrl)

Etape 3 : Contraintes d’identification

A(k+2)
B(k+2) _ 6

Tm

Z k+2)

%§k+2) _ /%EIH_Q) x Z ng;k+2)

r=x1
Etape 4 : Mise a jour des k;
55 (bt gy
T x x x
I%IEIHS) _ /%gk+2) S— r=x]1
Z <_¢?(k+2)g(k+2)29(1§+2)> / (1 + ¢ (k+2) f) k+2))

r=x1

d;k-ﬁ-?)) — a{;k-&-?) 6 (k+3) B k’-i-?) ¢(k+3 ¢(k‘+2

Y
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Etape 5 : Contraintes d’identification

Al ) — aU8) | g9 o pk?)

§k+3) N /%(k+3)

Etape 6 : Mise a jour des ¢,

D,
ﬁW—£W+&W+At)

:

(k+3)

5(1&4) _ $(k+3) . t=t1 Pz
: : a k+3) Dy +2r (h+3) chg) 2 k+3 D(HS)

Z h(t+ ) . T2t + + g(t+ )

z k+3)2 (k43 z k+3) 7~ (k+3

o+ (o) Lot DG
A A A (k+4 k+3
aék+4) _ aik+3)7 B(k+4) ﬁ(k+3 ( +4) _ E +3)

Cette algorithme, par rapport au précédent nécessite un grand nombre d’ité-
rations pour voir converger le parameétre de dispersion. La procédure est donc
tres longue. Dans un soucis de temps, nous avons décider d’arréter 1’algo-

rithme lorsque la croissance entre deux log-vraisemblance est inférieur 4 107°.

L'interprétation des parametres «,, 3, et x; est similaire aux modeles précé-
dents. Comme on peut le voir, le paramétre d’hétérogénéité est tres variable
entre 0 et 40 ans surtout chez les femmes, ou il est plus important. Nous au-
rions pu nous attendre a I'inverse. Au dela de 40 ans, le parameétre varie tres

peu et est trés proche de zéro.
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FIGURE 4.5: Parameétres du modéle Binomiale Négatif

4.6 Ajustement aux données

Avant de continuer vers la projection de la mortalité, il est important de sa-
voir si les taux de déces sont correctement modélisés et s’ils sont en adéqua-
tion avec les taux bruts ou le nombre de déces, selon le modele.

Ici le modele de Lee-Carter n’aura pas les mémes indicateurs d’ajustement

que les autres, ces derniers étant estimés par maximum de vraimsemblance.

4.6.1 Taux d’inertie

Le taux d’inertie ne concerne que le modele de Lee-Carter. Cette indicateur
n’est calculable qu’en passant par la méthode de décomposition en valeurs

singulieres. Le taux d’inertie se définit par :

At

S

i>1

71

En plus de déterminer la pertinence de 'approximation de la matrice Z, ce
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pourcentage permet d’aide a la décision dans le rajout ou non d'un terme bili-
néaire temporel. Ici, nous obtenu un taux d’inertie de 43,34% pour les femmes
et de 44,65% pour les hommes. Ces résultats ne sont pas tres satisfaisants et
une meilleure approximation peut étre trouvéee en suivant les conseils de
BOOTH et al. [82] ou RENSHAW et al. [109].

4.6.2 Variance temporelle

Comme dans tous modeles, on souhaite que les résidus, ici ¢,;, soit le plus
petit possible. La majeure partie de la variance des . (t) a chaque age sera
expliquée par «,;. La variance temporelle expliquée par le modéle a un age =

donnée est alors le rapport :

e G0 - [ﬁ i(@(t»]

t=t1 t=t1

VTEMP(CE) =1-= ;

b 2 (a(0)” [ﬁ > ,:Lz@]

t=t1

avec fx(t) = pg(t) — exp(d, + Bxl%t) et 11,(1) les taux bruts. Cette variance peut
se calculer sur les trois modeéles (Figures [4.6] et [4.7).

Ici, les parts de variance expliquées par le modele de Lee-Carter sont tres va-
riables et fluctuent beaucoup, surtout pour les femmes. Pour ce sexe, elle ne
dépassent pas 90%, mais reste inférieur a 80% sur la plupart des dges avec
notamment de fortes parts non expliquées entre 16 et 20 ans puis entre 45 et
65 ans ou elle descend en dessous des 50%. Chez les hommes, cette variance
fluctue moins mais connait également un pic vers 20 ans.

Les deux autres modeles, log-Poisson et Négatif Binomiale, sont assez proche,
surtout pour les femmes. Chez les hommes, le modele Négatif Binomiale est
le moins performant lors des premieres années de vie. Dans les deux modeéles,
on note d’ailleurs une forte part de variance non-expliquée entre 16 et 23 ans.
Nous aurions pu penser quétant donné la valeur du parametre d’hétérogé-
neité sur ces ages, le modele Négatif Binomiale s’ajusterai mieux.
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FIGURE 4.6: Variance Temporelle des différents modeles pour les femmes
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4.6.3 AIC et SBC

Les modeles log-Poisson et Négatif Binomiale sont estimés par maximum de
vraisemblance et certaines statistiques utilisent justement la vraisemblance

pour mesurer I'ajustement aux données :

e AIC [58] (Akaike Information Criterion) : k — L. Il représente un compro-
mis entre le biais, qui diminue avec le nombre de parametre libres, et la

volonté de décrire les données en utilisant le moins de parameétres.

e SBC (ou BIC) [56] (Schwarz Bayesian Criterion ou Bayesian Information
Criterion) : —L + 0,5k1In(n). Il est plus pénalisant que le AIC puisqu’il
prend en compte le nombre de variables présent dans le modéle.

Avec L la log-vraisemblance du modele, i le nombre de parametres du modéle
et n le nombre d’observations. Ici, il n’est pas nécessaire de calculer ’AIC cor-
rigé, qui s’applique lorsque le nombre de données est 40 fois plus grand que le
nombre de parametres.

Dans le modele log-Poisson, nous avons 91(«,)+91(8,)+63(x;)—2(contraintes) =

243 parameétres. Le modéle Négatif Binomiale contient 91 parameétres de plus(¢,),

soit 334 parametres. Dans tous les cas, nous avons 91 x 63 = 5733 observations.
Les résultats obtenus se trouvent dans le tableau 4.2

Modele Femme Homme
L AIC SBC L AIC SBC
P -41576,14 || 41819,14 || 42627,6 || -56722,744 || 56965,74 || 57774,2
NB -16906,31 || 17240,31 || 18351,53 | -31513,08 || 31847,08 || 32958,3

TABLE 4.2: Indicateurs de la qualité des modeles log-Poisson et Binomial Né-
gatif

4.6.4 Analyse des résidus

Les résidus fournissent également une analyse pertinente. Il ne doivent re-
présenter aucune tendance, aucune structure, autrement cela signifierait que
le modele ignore certains mécanismes lié a la mortalité. On note y la variable
modélisée. Plusieurs type de résidus existent :

e Les résidus en ligne, représentés par la simple différence entre les va-

ligne

leurs observées et estimées : 7,/ = Yy, — Yot
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e Les résidus de Pearson : r[*rson = yg;;é’f“)
ar(Yzt

e Les résidus de Déviance : rDvianee = | /a;signe(y.; — §.:) avec a; la contri-
bution de I'observation i a la déviance D.

Pour le modele de Lee-Carter, nous utilisons les résidus en ligne :

ligne

Tot = Mot — Hat

Etant donné que nous avons effectué des régressions de Poisson et Négative
Binomiale pour les autres modeéles, nous allons regarder les résidus de Pear-

son, exprimés par :

PearsonP __ Dﬂ?t — Dﬂ?t
Tact - =
Dxt
PearsonN'B _ Dxt — Dxt

xt .
\/ Dxt + ¢1Dxt
Nous aurions également pu analyser les résidus de Déviance, mais ceux-ci

donne une tendance assez similaire ceux de Pearson. Nous donnons tout de

méme les formules de ces valeurs :

tn Tm

DevzanceP \/_Z Z D, ln Dy (Dmt — th)

t=t1 x=x1

t T =
| n Im D, R Doy + s
xt

t=t1 x=x1 Drt + QZS;E

Les résidus étant trop élevés aux ages infantiles pour le modele de Lee-Carter
(0 a 4 ans) et log-Poisson (0 a 2 ans), nous avons décidé de ne pas les repré-

senter sur les Figures[4.8] [4.9] [4.10| et [4.11] par soucis de représentation.
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La premiére remarque concernant le modeéle de Lee-Carter vient du fait qu’il
sur-estime les taux de mortalité chez les hommes (Figure mais qu’il les
sous-estime chez les femmes (Figure [4.8). Lajustement semble trés bien entre
4 et 15 ans pour les deux sexes avant de considérablement se dégrader. La
plus grosse tendance concerne la "bosse de I'accident", soit les ages entre 16
et 20 ans. A noter également I'effet de cohorte, qui est visible via des diago-

nales sur les résidus.

Pour le modéle log-Poisson (Figures et[d.11), on s’apercoit bien ici que les
résidus de Pearson décelent plusieurs tendances. On peut noter I'effet de co-
horte qui est bien présent, avec une sur-estimation du nombre de déces suivit
directement d'une sous estimation. Chez les femmes, le modele varie égale-
ment beaucoup entre sur et sous-estimation tandis que chez les hommes, mis
a part au début des années 1950 pour les ages les plus élevées, il sur-estime

le nombre de décés.

Pour le modeéle Négatif Binomiale (Figures et [4.13), T'effet de cohorte est
toujours présent. Une certaine partie des résidus de Pearson chez les hommes
(entre 22 et 40 ans aux alentours du milieu des années 1990) est surestimée,
comme c’était déja le cas avec le modele log-Poisson. On retrouve néanmoins
une variance moins importante de ces résidus comparé a ceux du modele pré-

cédent.
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Résidus du modele de Lee-Carter pour les femmes

FIGURE 4.8

Résidus du modele de Lee-Carter pour les hommes

FIGURE 4.9
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Résidus de Pearson du modele log-Poisson des femmes

FIGURE 4.10

Résidus de Pearson du modele log-Poisson des hommes

FIGURE 4.11
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Résidus de Pearson du modéle Negatif Binomiale des femmes

FIGURE 4.12

Résidus de Pearson du modéle Negatif Binomiale des hommes

FIGURE 4.13
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4.7 Modélisation aux ages extrémes

Comme nous I'avons évoqué auparavant, les données dont nous disposons sont
tres variable aux ages extrémes et risquent d’étre de mauvaise qualité. Les
modeles que nous avons utilisés sont trop sensibles aux fluctuations des taux
de déces résidant aux ages extremes. Des extrapolations des parametres a,
et 5, peuvent étre mises au point, par des méthodes de lissage ou de régres-
sion. Mais 'allure des parametres est trop aléatoire et cette méthode ne donne
pas des résultats tres satisfaisants. Les actuaires et démographes ont établis
certaines techniques permettant de meilleurs ajustements; on parle de mé-
thodes de "fermeture de table de mortalité". Pour une revue des différentes
techniques existantes, le lecteur peut se réferer a QUASHIE et al. [40].

4.7.1 La méthode de Coale-Kisker

Cette méthode suppose que :

fiz = figs exp (kz(z — 65))

Avec x < 65 ans et k, le taux de croissance de la mortalité a I'dge =. En exa-
minant les taux de croissance de la mortalité pour plusieurs pays, les auteurs
ont remarqué un pic des k, aux alentours de 80 ans avant de décroitre linéai-
rement. Ils supposent alors :

ky = kso + s x (x — 80), avecz < 65 ans

Le taux de mortalité pour un age ultime est ensuite fixé arbitrairement a 110

ans :

A 0.8 pour les femmes
fino(t) =
1 pour les hommes

On en déduit que :
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110
fi10(t) = firg(t) exp Z kx)

=80

110
= /179(25) exp Z kgo + s X (l‘ — 80))

=80

110
= firo(t) exp | 31 X kgo + s X Z(w — 80))

=80

30 x 31)

= ﬂ79(t) exp (31 X ]{?80 + s X

A7g(t)
ln(ﬂno(t) ) +31kso

465

Alors, s = — . Le calcul des taux de mortalité s’en déduit aisé-

ment :

fie(t) = fizo(t) exp (Z kso + s x (y — 80)) avec z € {80,81,...,109}
y=80
Les Figures et représentent 'extrapolation via la méthode Coale-
Kisker sur plusieurs dates, 1980, 1990, 2000 et 2010. On se rend bien compte
a la vue des graphiques, que la méthode semble de moins en moins perfor-
mante au fil des ans, les taux de déces bruts étants supérieurs aux taux de
déces calculés par la méthode. En effet, 'ajustement semble plus performant
pour 1980 et 1990 que pour 2000 et 2010. Cette tendance est également plus
voyante chez les femmes que chez les hommes. Nous choisissons de ne pas
modifier la méthode originale mais plusieurs possibilités existent pour 'amé-

liorer :

e Le pic de croissance des taux de mortalité (k,) est fixé ici a 80 ans comme
dans la méthode originale. Aujourd’hui, celui-ci doit étre un petit peu

plus élevée.

e Comme le montre QUASHIE et al. [40], 1a contrainte sur I’aAge limite joue
également un role et le choix de /1119 peut avoir un impact significatif sur

les courbes brutes.

Les mauvaises performances obtenues nous ameéne a essayer la méthode de
DENUIT et GODERNIAUX [42].
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4.7.2 Méthode de Denuit-Goderniaux

Cette méthode s’applique directement aux probabilités de déces. Elle consiste
a faire une régression sur ces probabilités :

Ing, = a+ bx + cx® + ¢,

Avec z I'age de I'individu et ¢, des bruits blancs de variance 2. De maniére
a assurer une concativité des probabilités de déces aux ages extrémes, on

suppose un age limite z,,,, avec q,,,, = 1 et ¢, =0, ce qui implique :

Ing, = (22, — 2T X Tmee + 1°) + €,
Ici, nous supposerons comme dans la méthode originale que I’age limite est de
130 ans, d’ou :

Inq, = ¢(130% — 260z + 2%)

Pour déterminer a partir de quel age nous utiliserons cette modélisation a
la place des probabilités de décés brutes, nous cherchons a4 maximiser le R?
ajusté sur la période d’age de 70 a 90 ans. Une attention doit étre portée a la
discontinuité qui réside lors de "I’age raccord". Pour lisser cette extrapolation,
nous remplacons la valeur de "I’age raccord" ¢, par une moyenne géométrique
de 5 ans sur les probabilités de déces.

Ici, étant donné que les modeles de mortalité que nous utilisons modélisent
directement les taux de déces, il suffira de repasser de la probabilité de déces
a la force de mortalité :

pe = —In(1 — q,)

Les résultats sont bien meilleurs que ceux du modele de Coale-Kisker, nous
retiendrons alors la méthode de Denuit-Goderniaux. Comme le souligne QUA-
SHIE et al. [40], celle-ci est une des meilleures pour mettre en évidence 1'ex-

position aux risques qui réside aux ages extrémes.
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4.8 Conclusion du chapitre

Le modele de Lee-Carter est un modeéle simple dont les composantes sont fa-
cilement interprétables et estimables. Plusieurs techniques existent pour es-
timer les parametres, nous avons utilisé ici la décomposition en valeurs sin-
guliéres, qui suppose l'utilisation de données dans une matrice rectangulaire.
Un réajustement du parametre temporel est ensuite nécessaire pour modé-
liser au mieux le nombre de déces intervenant chaque année. Le principal
inconvénient de ce modele est ’hypothese d’homoscédasticité des résidus des
taux de déces. En effet, cette hypothése est incohérente puisque la variance

des taux de déces augmente avec I’age, étant donné que la population décroit.

Le modele log-Poisson permet de supposer une hétéroscédascité de ces rési-
dus. Nous avons vu que l'estimation des parametres se fait via ’algorithme
de Goodman, basé sur celui de Newton-Raphson, mais est spécifique aux mo-
deles log bilinéaire. Ce modéle a plusieurs avantages par rapport a celui de
Lee-Carter : il permet de déterminer directement le nombre de déces inter-
venant chaque année pour chaque age, de soulager le modéle de 'hypothéese
d’homoscédascité des résidus, et d’avoir une estimation des parametres par
maximum de vraisemblance, apportant toutes les bonnes propriétés de ces
estimateurs. La distribution de Poisson suppose une équidispersion, qui est
rarement vérifiée. Ici, la variance des déces est souvent supérieure a son es-

pérance, a cause du degré d’hétérogéneité de la population.

La prise en compte d'un parametre de dispersion permet de représenter ce
degres d’hétérogénéité. Nous avons supposé ici qu’il était spécifique a chaque
age et distribué selon une loi Gamma. Cette hypothése nous ameéne a sup-
poser que le nombre de déces est distribué selon une distribution Négative
Binomiale. L'estimation des parametres du modele s’effectue encore par un
algorithme de Goodman. Ce modele est certes plus compliqué d’'un point de
vue estimation des parametres, mais il permet d’obtenir une meilleure qua-
lité d’ajustement aux données comme nous I’avons vu sur le AIC ou le BIC
pour les deux sexes. Le degré d’hétérogéneité est tres variable selon ’age, ce
qui remet en cause ’hypothése de DELWARDE et al. [17] de le laisser général.

Néanmoins, ces modeles étant tous dérivés de celui de Lee-Carter, ils ignorent
les mécanismes sous-jacent a la mortalité, comme les avancées médicales ou

changements environnementaux, ce qui engendre une mauvaise modélisation
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lors des guerres (effets de cohorte), ou des événements "catastrophes" (cani-

cule de 2003 sur les personnes agées), comme le montrent les résidus.

La modélisation aux ages extrémes est tres volatile et les modeles de morta-
lité classiques refletent mal cette tranche d’ages. La méthode de DENUIT et
GODERNIAUX est la plus adaptée. Elle se base sur une régression polyno-
miale des probabilités de déces et, par une transformation, permet d’appro-
cher quasi-naturellement les taux de déces bruts.
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Chapitre 5
Projeter la mortalité

La projection des modeles se fait par 'extrapolation du parametre ;. En effet,
les taux de déces a la date ¢ + h seront calculés via i, 1n = exp (o + Befitin)-
Cependant, ces derniers sont projetés a partir du dernier point du modele, et
non de la derniére donnée observée, ce qui crée un saut. Un réajustement des

parametres est alors nécessaire.

Dans cette partie, nous verrons tout d’abord comment régler le probleme de
saut dans la projection pour les deux modeéles sur lesquels nous travaillons,
puis nous analyserons la série x; pour déterminer un processus cohérent a
ceux-la. Comme précisé dans le chapitre 3, plusieurs facons existent pour pro-
jeter x; (ARIMA(p,d,q), loi de sauts exponentielle double, processus de Lévy,
processus NIG,...). Ici, étant donné que nous travaillons avec des données
n’ayant pas vraiment de variabilité (nous ne notons pas de sauts dans la sé-
rie), nous traiterons uniquement avec un processus ARIMA(p,d,q). Nous ef-
fectuerons plusieurs étapes pour obtenir un processus cohérent qui répondra
aux différentes hypotheses émises.

5.1 Correction du saut dans la projection

Comme expliqué, les taux de mortalité établis par les modeles ne sont pas

identiques a la derniére observation. Une condition s’impose alors :

In g1, (tn) = In fig ()
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Si cette condition n’est pas respectée, on notera alors une incohérence dans la
projection. Dans l'article original, Lee et Carter [85], 'accepte en expliquant
que ce saut n’a pas un impact conséquent lors du calcul des espérances de
vie. Cette explication peut sembler cohérente lorsque le modele s’ajuste tres
bien aux données, ce qui n’est pas le cas pour tous les ages. BELL [120] et
LEE et al. [114] propose une méthode pour corriger ce saut, ce qui améliore

la projection. Deux contraintes s'imposent :

G = In g ()

/‘itn:O

Elles signifient que le parameétre «, correspond au dernier taux de mortalité
de I'age z, et le recalibrage de x; provoquera alors I’'ajustement du modele sur

les derniers taux de mortalité observé.

Certaines étapes des algorithmes précédent doivent alors étre modifiées.

5.1.1 Modele log-Poisson

Dans le modele log-Poisson, I’étape 1 change et devient :

5 5 . (k+1 - (k
5(k+1) — ﬂ(k) gD RE )

T t -

Idem pour les contraintes de I'étape 3 :

A (k+2)
C(I

~ (k+2
(e

Ak+2) 4 %§k+2) « B(mz)
§k+2) /%(kH)

— Ry,

|
x>

Les nouveaux parametres sont représentés dans la Figure 5.1

5.1.2 Modele Négatif Binomial

Dans le modele Négatif Binomial, I'étape 1 change et devient :
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Agﬁ—l) = In e (ty)
0 = B, R = A, g = gl

Idem pour les contraintes de I'étape 5 :

@;k:m) _ A§3k:—&-2) +’%§IZ+2) y Bﬂ(ﬁk-&-Q)
I%Ek+2) /%gkr-i-Q) B I%gizﬂ)

Les nouveaux parametres sont représentés sur les Figures et On peut
constater que le parametre 3., quelque soit le modele et le sexe est trés vo-
latil, ce qui est causé par le réajustement des x;. Linterprétation effectuée
auparavant n’est plus possible. On peut cependant noter que le parametre ¢,

est cette fois plus elevé pour les hommes.
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5.2 Modélisation de x;

Le parameétre x; se définit comme une série temporelle puisqu’il s’agit d’'un
jeu de données spécifiques au temps. Box et Jenkins [43] ont proposé une
démarche de prévision pour ces séries, basée sur les processus ARIMA(p,d,q).
L’analyse doit se faire par étapes :

e Etape 1 : Examination de la série de maniere a déceler une éventuelle
tendance, saisonnalité ou valeur aberrante voir des changements bru-

taux

e Etape 2 : Enlever la tendance ou la saisonnalité de maniéere a rendre les
résidus de la série stationnaire

e Etape 3 : Choisir un modele pour ajuster les données

e Etape 4 : Analyser les résidus du modéle pour vérifier que celui-ci est

adéquat

e Etape 5 : Projection de série

Pour plus de précision sur les séries temporelles, le lecteur peut se réferer a
BROCKWELL et al. [39].

5.2.1 Analyse de la série

Les Figures[5.1] et [5.2| contiennent les parametres «; des deux modeles. On se
rend compte que ceux-la décroissent linéairement dans le temps, il y a alors

une tendance. Aucun signe de saisonnalité n’est a signaler.

Une série X, est dite stationnaire si elle répond a deux propriétés statistique :

e E[X;] est indépendant de ¢

o Cov(X;ip, Xy) est indépendant de ¢ pour tout h

La fonction d’autocorrélation et la fonction partielle d’autocorrélation peuvent
étre analysées pour vérifier la corrélation entre les observations. UACF a une
décroissance linéaire et toutes les observations jusqu’a 'ordre 15 sont corré-
lées au seuil de 95%, il est alors certain que la série n’est pas stationnaire.
Pour enlever cette stationnarité, nous allons passer par une différenciation

de la série x;.
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5.2.2 Analyse de la série différenciée

Pour estimer cette composante de tendance, plusieurs méthodes existent, comme
les moyennes mobile, le lissage exponentiel ou I'ajustement polynomial. Ici,
plutét que de chercher a estimer cette tendance, nous chercherons a 1’élimi-
ner en différenciant la série.

On note V? l'opérateur qui définit la différenciation au temps d :

d
v/‘it:/ﬁt—/ﬁltfl—...—/ﬁ)t,d

Pour rappel, un processus ARIMA(p,d,q) se note :

p q
Vi = Z Okt + Z Oper—r + €
k=1 k=1
Avec ¢, ~ BB(0,0?), les résidus du modele

Ici, en différenciant a 'ordre 1, on obtient les séries des Figures[5.3|et[5.4], qui
n’offrent pas de structure particuliere, leurs comportements étant ératique.

Pour déterminer les processus adéquats a la modélisation de «; différenciée,
nous calculons les fonctions d’autocorrélation et les fonctions partielles d’au-
tocorrélation, représentées sur les Figures et La Table contient
le numéro des observations sortant de l'intervalle de confiance a 95% de ces
deux fonctions.

Femme Homme
Fonction P NB P NB
ACF let8 let8 1,6,8et 12 || 1,6 et 12
PACF 1,6et8 | 1,6et8 6 5et6

TABLE 5.1: Numéros de 'observations sortant de I'IC & 95% de ’ACF et de la
PACF
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FIGURE 5.3: Série «; différenciée a 'ordre 1 du modele log-Poisson
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5.2.3 Estimation des parametres du modele

En supposant les résidus normalement distribués et indépendants, (¢, ,. .., €, )
est un vecteur gaussien. k est ici différencié a l'ordre 1, les composantes du
vecteur « forment alors un vecteur gaussien. La vraisemblance du modeéle a

maximiser est donc :

1 1 1
2\ m—1
L(k,$,0,07) = o 2)% X = X exp (——2 5K [ n)

Avec I' la matrice des covariances de . Sans rentrer dans les détails de I'op-

timisation :

in

Z(“t — ky)?

N t=t1
0'2 =
tn - tl

Et, les estimateurs au maximum de vraisemblance de ¢ et # sont tels qu’ils

minimisent la fonction :

tn tn*tl

Z(l‘it — l%t)2 Z hl(Gj,l)
1($,0) =In | =2 =
(¢,6) =In Pa— A—

Les estimateurs au maximum de vraisemblance convergent vers des distribu-

tions normales :
®1 1

A bp ,U—an
91 91 tn_tl

éq 0,

Cette estimation permet de calculer des intervalles de confiance pour les pa-

rametres. Dans la suite, nous avons utilisé la fonction arima du package
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forecast de R pour déterminer la valeur des parametres ainsi que leur er-
reur associée.

Les tables en annexe donnent les valeurs de ’'AIC et du BIC pour les proces-
sus testés. Comme d’habitude, nous cherchons a minimiser ces indicateurs.

5.2.4 Analyse des résidus

Pour valider un modele, les résidus des modeles doivent répondre a plusieurs
hypotheses : ils doivent étre centrés, normalement distribués et indépendants.

Plusieurs tests sont applicables :

e Le T-Test (1) pour tester si les résidus sont centrés, c’est a dire leur
moyenne est nulle (hypothése H : les résidus ne sont pas centrés contre
Ihypothése H; : les résidus sont centrés)

e Le test de Box-Pierce (2) pour tester la non corrélation des résidus (hy-
pothése H, : les résidus sont corrélés contre hypothese H; : les résidus
ne sont pas corrélés)

e Les tests de normalité pour tester I'allure normale des résidus (hypo-
these H : les résidus ne sont pas distribués selon une loi normale contre
I’hypotheése H; : les résidus sont distribués selon une loi normale)

— Anderson-Darling (3)

— Lilliefors (4), qui est une adaptation du test de Kolmogorov-Smirnov

- Jarques-Bera (5), qui se base sur le kurtosis et le coefficient d’asy-
métrie

— Shapiro-Wilk (6)

Les test utilisés proviennent des packages nortest et tseries de R. Les p-
values des tests sont données en annexe.

Le modele log-Poisson

Pour les femmes, le processus minimisant ’AIC est un ARIMA(1,1,8), celui
minimisant le BIC est un ARIMA(1,1,1). Au vu des tests sur les résidus, de
sa bonne qualité et de sa simplicité, nous décidons de choisir le processus
ARIMA(1,1,1). La Figure montre quelques graphiques sur les résidus du
modele :
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e Les résidus semblent centrés, leur moyenne est 0,032

e La fonction d’autocorrélation montre que les résidus sont bien non corré-
1és au seuil de 5%, une seule observation sort de I'intervalle de confiance
(1a 8™¢).

e Les résidus semblent distribués normalement, commme le montre I’his-
togramme, le QQ-Plot et la droite d’Henry.

Le modeéle pour les femmes s’écrit alors :

Kt — Kim1 = § 4+ Qr1k—1 + 0161 + €
ke — ki1 = —2,0919 — 0, 2462kK;_1 — 0,4496¢€;_1 + €

Avec ¢ une constante et ¢, ~ BB(0;6,751), indépendant et identiquement dis-

tribué.

Pour les hommes, le processus minimisant ’AIC est un ARIMA (6,1,6), celui
minimisant le BIC est un ARIMA (6,1,1). Malgré ces criteres de sélection non-
optimal, nous décidons d’opter pour le processus ARIMA (6,1,8) au vu des
résultats des tests sur les résidus. La Figure montre quelques graphiques

sur les résidus du modele :
e Les résidus semblent centrés, leur moyenne est -0,05

e La fonction d’autocorrélation montre que les résidus sont bien non cor-

rélés au seuil de 5%.

e Les résidus semblent distribués normalement, commme le montre I’his-

togramme, le QQ-Plot et la droite d’Henry.

Le modeéle pour les hommes s’écrit alors :

6 8
Kt — Ke—1 = & + Z Orki—i + Z Orer—i + €
1 1

Kt — K1 = —1,784 — 0, 156K;—1 — 0,0003K;_2 — 0,086kK;_3 — 0,0302K;_4
+ 0,054K;—5 + 0,808k—¢ — 0,272¢,1 + 0,31€e,9 + 0,215€;_3
+0,09¢,_4 — 0,3305€¢,_5 — 0,4141€;_¢ + 0,5876€;_7 — 0,4774€;_g + €
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Avec ¢ une constante et ¢, ~ BB(0;2,468), indépendant et identiquement dis-
tribué.

Le modele Binomiale Négatif

Pour les femmes, le processus minimisant 'AIC et le BIC est un ARIMA
(1,1,1), mais celui-ci ne répond pas assez bien aux hypothéses sur les rési-
dus pour étre adéquat. Nous préférons le processus ARIMA (1,1,8). La Figure
montre quelques graphiques sur les résidus du modele :

e Les résidus ne sont pas correctement centrés, leur moyenne est 0,18

e La fonction d’autocorrélation montre que les résidus sont bien non cor-
rélés au seuil de 5%.

e Les résidus ne semblent pas normalement distribués a cause des valeurs
extrémes.

Le modele pour les femmes s’écrit alors :

8
Kt — Ki—1 = § + 01k g Or€i—i + €
k=1

Ky — ki1 = —2,0712 — 0,453k,_1 — 0,3161€,_1 — 0,0244¢,_5 — 0, 0746¢,_5 — 0, 0776¢;_4
—0,1326,_5 4+ 0,1522¢,_6 — 0, 1056€;_7 — 0,422¢, 5 + &

Avec ¢ une constante et ¢, ~ BB(0;5), indépendant et identiquement distribué.

Pour les hommes, le processus minimisant ’AIC est un ARIMA(5,1,6), celui
minimisant le BIC est un ARIMA(5,1,1). Au vu des tests effectués sur les ré-
sidus, nous choisissons ’ARIMA(5,1,6). La Figure |5.10| montre quelques gra-
phiques sur les résidus du modéle :

e Les résidus semblent centrés, leur moyenne est -0,07

e La fonction d’autocorrélation montre que les résidus sont bien non cor-
rélés au seuil de 5%.

e Lesrésidus semblent suivre une distribution normale mis a part quelques

valeurs extrémes.
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Le modele pour les hommes s’écrit alors :

5 6
Kt — Ki—1 =& + Z OrpRi—k + Z Orer—i, + €
k=1 k=1

Kt — K1 = —1,6613 4 0,0673K;—1 — 0,1368K;—2 + 0, 1210k;_5 — 0, 2336K;_4 + 0, 1635K;_5
—0,7285¢,1 + 0,5876¢, 5 — 0,2306¢, 5 + 0, 3768¢,_4 — 0, 4626¢,_5
+ O, 87567576 + €

Avec ¢ une constante et ¢, ~ B5(0;4,71), indépendant et identiquement distri-

bué.
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5.3 Projection de x;

Nous entrons a présent dans la derniéere étape du processus, la projection des
k. Dans tous les cas, les processus que nous utilisons sont des ARIMA(p,1,q)

dont la prédiction a ’'ordre ¢ + h sera :

P q
Kith — Kigh—1 = § + E OkKtyh—tk + g Or€rsn—i + €yn
k=1 k=1

La meilleure prédiction a la date ¢ + h est notée :

l%t—‘rh =E [I{t+h|/{17 X3 l{t]

P
§+ Ripno1+ Z Orkirn—r poOUr h >q

_ k=1
- p q
§+ Repn1 + Z PrRiyn—k + Z Ok€rynr pour 1 < h <gq
k=1 k=1

En se servant de I’hypothese de bruit blanc des résidus, on peut déterminer

un intervalle de confiance pour k;,, au niveau 1 — « :
h
— Fpn ~ N 0,0%) 02
Rit+h — Kt+h O k
k=0

- A2
Ktvh € [Kith —q1-¢ X 0

h

2 . p ~2
E 0c 5 FReentqi-g X0
k=0

Les Figures et montrent les meilleures prédictions ainsi que leurs
intervalles de confiance a 95%, qui sont plus larges pour le modele Négatif
Binomiale. Pour les femmes, la décroissance est quasi identique entre les mo-
deles tandis qu’elle est différente chez les hommes. On notera une tres forte
décroissance pour le modele log-Poisson tandis que dans I'autre, ’extrapola-

tion du parametre est légerement incurvée.

Bien que cette méthode d’extrapolation soit simple et séduisante, on peut

douter de sa performance sur le long terme. La stricte décroissance de x; in-
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dique que le niveau général de la mortalité ne sera strictement décroissant
dans le temps, alors qu’il semble vraisemblable qu’a une certaine date, ce pa-
rametre devrait rester stable.
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5.4 Conclusion du chapitre

Avant de projeter le parametre, nous avons recalculé les différents estima-
teurs du modeéle, de maniere a éviter le "saut" de la premiére année de pro-
jection, qui est préjudiciable dans le calcul d’indicateur comme I’espérance de
vie. Ce réajustement s’obtient en posant certaines conditions et modifie com-

pletement les parametres utilisés précédemment dans la modélisation.

Etant donné que x; est un parametre dépendant du temps, sa modélisation
et sa projection peut s’effectuer via une série temporelle. Pour définir cette
série, nous avons utilisé la procédure de Box-Jenkins [43]]. Il a été nécessaire
de procéder a une différenciation de la série x; pour la rendre stationnaire,
celle-ci ayant une tendance quasi-linéaire. Les parameétres sont estimés a
leur maximum de vraisemblance, ce qui nous a permis de calculer des indica-
teurs d’ajustement du modele a la série, 'AIC et le BIC. Choisir a ce moment
donné le modele minimisant I'un des deux criteres n’est pas optimal puisque
les résidus ne répondent pas nécessairement a certaines hypotheses. Quim-
porte le sexe, I'article original de Lee-Carter [85], préconise I'utilisation d’'un
ARIMA(0,1,0), ce qui est repris par de nombreux auteurs. Concernant le mo-
dele log-Poisson, BROUHNS et al. [73] préferent un ARIMA(0,1,1). Ici, nous
avons donc cherché des processus plus complexes, mais plus adéquats.

Les estimateurs des processus choisis sont estimés par maximum de vrai-
semblance, il est donc possible de déterminer des intervalles de confiance.
Dans les projections, nous avons choisi de montrer celui a 95%. Les inter-
valles obtenus sont plus larges pour le modele Négative Binomiale. Nous
avons également noté que la forme légerement quadratique de la série des
hommes ameéne a une décroissance importante du parametre pour le modele
log-Poisson.

Les données sur lesquelles nous travaillons pour la prédiction de la mortalité
vont de 1950 a 2012 pour des raisons évoquées en début de chapitre, mais
des techniques de sélection de périodes optimales pour calibrer la projection
existent :

e BOOTH et al [82] utilise la plus longue période sur lesquelles les #; sont
linéaire

e DENUIT et al. [42] cherche une date de départ sur les dernieres années
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d’observations, de maniere a ce que 5, soit représenté par une droite.

e VAN BERKUM et al. [37] utilise les changements dans l'indice de mor-
talité.

Malgré tout, cette approche ne tient pas compte des potentielles améliora-
tions de la longévité apportées par une importante découverte médicale ou
de nouveaux traitements. Réciproquement, des détériorations de la longévité
humaine a cause d'une épidémie, de nouvelles maladies ou de facteurs inob-
servables comme la pollution ou les ondes ne sont donc pas pris en compte
dans la projection.
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Chapitre 6

Intervalles de confiance des
modeles et backtest

6.1 Intervalles de confiance par bootstrap

Calculer un indicateur souléve trois sources d’incertitude :

e Llincertitude sur la nature stochastique du modele, soit ici I'incertitude

sur la projection des x;
e Llincertitude sur les valeurs des parametres du modele

e Lincertitude liée a la sélection du modéle

L'analyse de ces risques est primordial pour I’actuaire car elle permettra, dans
notre cas, de tarifer une prime adéquate pour les rentes viageres, tout en
considérant une marge de sécurité.

D’apres Lee et Carter, la premiére source d’'incertitude citée est la plus im-
portante concernant le risque de longévité, cependant, prendre en compte les

deux premiers types de risque s’avere nécessaire.

La complexité des indicateurs des modeles étudiés nous invite a utiliser des
simulations. En effet, deux sources différentes d’incertitude sont combinées,
Perreur sur les parametres des modeles et ’erreur de projection de la série
ARIMA(p,d,q). BROUHNS et al. [72] ont proposé d’estimer les intervalles de
confiance via des simulations de Monte-Carlo, en utilisant le fait que les para-
metres du modeéle Log-Poisson sont estimés par maximum de vraisemblance
et qu’ils sont donc distribués asymptotiquement selon une loi normale multi-

variée. Cette technique suggere deux choses, que le modele soit correctement
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spécifié et que la taille de I'échantillon soit assez grand pour pouvoir utiliser
la loi asymptotique des estimateurs. Mais, RENSHAW et al. [113] soulignent
que le résultat de cette approche repose beaucoup sur les contraintes du mo-
dele. Etant donné que celles-ci ne sont pas uniques et que ce choix engendre
des conséquences sur les résultats des simulations, il est préférable de ne pas
avoir recours a cette technique. Nous procéderons alors par Bootstrap.

Plusieurs méthodes de Bootstrap existent, ici nous nous intéressons unique-
ment au bootstrap paramétrique, qui est introduit par BROUHNS et al. [61]],
et utilise le simple fait que les déces sont distribués selon leur loi supposée
(Poisson ou Négative Binomiale). Apres avoir ajusté le modele sur les don-
nées et obtenus les parametres, on répete N fois la procédure suivante :

e Etape 1 : Simulation de D,; en utilisant le fait que : D,; ~ P(E i 11:1) 0u
D NB (3,1

0 1+Eact Mzt &r

Etape 2 : Estimation des parametres du modele sur les déces simulés

Etape 3 : Estimation d’une série chronologique sur les &; et projection

Etape 4 : Extrapolation de la surface des taux de déces via la méthode
Coale-Kisker

Etape 5 : Calcul de I'indicateur souhaité

Deux indicateurs attirent notre attention ici, I’espérance de vie pour un indi-
vidu de 65 ans en 2012 (e45(2012)) et le prix en valeur de marché d'une rente
pour un individu de 65 ans en 2012 (ag45(2012)). Nous choississons 65 ans a

cause de I’dge de la retraite :

1 — exp(—pe5(2012))

665(2012> = M65(2012)
* i Iﬁ ( (2012 + j)) 1 — exp(—pes5+£(2012 + k))
exp(— A
k=1 \j=0 P / tes+k (2012 + k)

ag5(2012) = {ﬁexp(—u65+j(2012 +j))} X (;)

1+r
= Uizo + T20124k
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Avec r; le taux d’une obligation zéro coupon de maturité ¢. Ici, étant donné
que nous calculons le prix d’'une rente d'un individu de 65 ans et que I'age
limite est de 130 ans dans notre modélisation, nous avons besoin d’utiliser les
taux de toutes les maturités jusqu’en 2077. La courbe des taux zéro-coupons
utilisées est celle des taux swaps fournit par le Comité de Normalisation
Obligataire (Figure [6.I). Cette derniére ne proposant pas de taux pour des

maturités supérieures a 60 ans, nous fixons un Ultimate Forward Rate (i.e
31/12/2012 _ 31/12/2012
p21/12/2012 _  31/12/2012)

25

Taux zéro coupon (%)
1.5 2.0
l

1.0

0.5

T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Maturité

FIGURE 6.1: Taux zéro-coupon au 31/12/2012

Les Figures[6.2] et [6.3| représentent le résultat des 2000 simulations de boots-
trap paramétriques sur les parametres pour du modele log-Poisson. Chez les
femmes, les parametres o, et 5, sont plus volatiles que chez les hommes, sur-
tout entre 0 et 40 ans. Les Figures [6.4] et sont les simulations pour le
modele Négatif Binomiale. On note la méme tendance que pour le précédent
modele sauf que la volatilité est moindre. Ceci s’explique vraisemblablement
par la présence du parametre ¢,, qui ce dernier a un intervalle de confiance
tres étroit. Comme attendu, les intervalles de confiance des parametres «;
sont tres proches des projections des Figures et

Les Figures et représentent les espérances de vie, tandis que les Fi-
gures et représentent le prix d'une rente sous forme d’histogramme.
Comme l'on pouvait s’y attendre par rapport a la projection du parametre «;,
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les intervalles de confiance des indicateurs du modele Négatif Binomiale sont
plus larges que ceux du modele log-Poisson. Les quantiles a 0%, 5%, 20%,
50%, 80%, 95% et 100% sont donnés dans des tables en annexes.
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FIGURE 6.4: 2000 simulations de bootstrap paramétriques sur le modele Né-
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FIGURE 6.6: Histogramme de ¢g5(2012) pour les femmes
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FIGURE 6.8: Histogramme de a45(2012) pour les femmes
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Le principal inconvénient du Bootstrap paramétrique est qu’il est applicable
uniquement en présence d'une éventuelle distribution. Le modele original de
Lee-Carter n’est donc pas utilisable avec cette méthode.

D’autres type de bootstrap ont été appliqués aux modeles de mortalité :

e BROUHNS et al. [61] introduisent le bootstrap non paramétrique, en
supposant que les déces peuvent étre approchés par une loi multino-
miale. Une bonne explication sur la maniére de procéder peut étre trouvé
dans DELWARDE [10].

e KOISSI et al. [59] utilisent un bootstrap résiduel, qui consiste a simuler
de nouvelles matrices de déces, a 'aide des résidus de Pearson ou de
déviance.

e LIU et al. [68] postulent que ’hypothese d’indépendance et d’identique
distribution des résidus n’est pas tout a fait correcte a cause de l'exis-
tence de certaines corrélations entre I'age et le temps, ce qui entraine
une sous estimation du risque de mortalité. Ils se servent alors du bloc
bootstrap résiduel pour répondre a cet inconvénient en gardant la struc-
ture de dépendance sous-jacente des résidus, et en générant des échan-
tillons plus réalistes. La dépendance spatiale des résidus est donc prise
en compte, au moins localement. La principale difficulté de ce type de
simulation réside dans la détermination de la taille des blocs.

e Plus récemment, pour réduire la variance qui réside dans les techniques
par simulations, D’AMATO et al. [24] utilisent un bootstrap stratifié,
quasi similaire a un block bootstrap.

6.2 Backtest

La meilleure facon de tester la prédiction des modeles est d’établir un back-
test, comme le souligne DOWD et al. [93]. Ici, nous ferons un backtest de 21
ans, sur la période de 1991 a 2012. Nous regarderons la qualité de prédiction
du modele sur différents taux de déces de maniere a pouvoir déterminer jus-
qu’a quel horizon de risque le modele semble applicable. La procédure est la

suivante :

e Simulations de 1000 bootstrap paramétriques sur une période de 1950 a
1990
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e Détermination des surfaces de mortalité a différents quantiles (5%, 50%
et 95%)

e Détermination de la surface de mortalité bruts entre 1950 et 2012.

e Analyse des taux de déces

Ici, nous ne réeffectuons pas toute ’analyse concernant «; et supposons que
ce parametre peut étre modélisé de la méme manieére que sur la période d’ob-
servation de 1950 a 2012.

Les résultats sont présentés sur les Figures et Nous avons choisi
de montrer les taux de déces (log) pour différents ages (15, 40, 60 et 70 ans).
Comme on peut le voir, les intervalles de confiance du modele Négatif Bino-
miale sont plus larges que ceux du log-Poisson.

Chez les femmes, les modeles choisis ne sont pas trés performants lors des
premieéres années pour les dges de 15 et 40 ans mais, les intervalles de confiance
des ages plus élevés (60 et 70 ans), sont plus performants étant donné la dé-
croissance quasi-linéaire des taux de déces.

Chez les hommes, on retrouve le méme probléme pour les premieres années
de projection, mais ici, pour les ages les plus élevés, la décroissance des taux
n’est pas quasi-linéaire, ce qui entraine la sortie de quelques observations de
I'intervalle de confiance a 95% pour le modele log-Poisson (a 40 et 70 ans entre

autre).
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Conclusion Générale

La longévité des individus est un risque important pour les assureurs-vie

>
principalement pour les produits viagers, et sa modélisation est primordiale.
Pour tarifer un produit comme les rentes viageres, la création de tables pros-
pectives s’avere nécessaire car l'utilisation de tables instantanées provoque-

rait une mauvaise tarification et pourrait engendrer un sous-provisionnement.

Depuis le 17¢siecle, les démographes et les actuaires s’intéressent alors a mo-
déliser et projeter la mortalité. On recense aujourd’hui un grand nombre de
modeles, qu’ils soient paramétriques ou stochastiques. Le modele de LEE et
CARTER [85] est certainement le plus connu puisque qu’il a fait ses preuves
dans de nombreuses études de populations [20]. En modélisant la force de
mortalité, il s’avere trés pratique grace a son faible nombre de parametres fa-
cilement interprétables et sa simplicité ; il est aujourd’hui utilisé par certaines
administrations publiques des Etats-Unis. Néanmoins, ce modele dispose de
plusieurs inconvénients, comme la supposition de ’homoscédasticité des taux
de mortalité.

En cherchant directement a modéliser le nombre de déces par une distribution
de Poisson pour chaque age et chaque année, BROUHNS et al [73] soulage le
modele de cette hypothese. Les résultats sont plus performants. Cependant,
la loi de Poisson est trop restrictive a cause de la propriété d’équidispersion.
En effet, il est rare que celle-ci soit vérifiée. Considérer un facteur de disper-
sion ayant pour but de représenter I’'hétérogénéité dans la population s’avere
étre bénéfique.

Supposer les individus de méme risque peut paraitre incohérent étant donné
que des facteurs observables ou inobservables, autres que 1’age et le temps,
influencent le risque de mortalité. Ce parametre est trés variable selon 1’age
et sa prise en compte provoque une amélioration de la qualité d’ajustement
selon le AIC et le BIC, pour les deux sexes. On suppose alors que les déces

sont distribués selon une distribution négative binomiale.
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La variabilité du nombre de déces aux ages extrémes dans le temps provoque
une mauvaise adéquation des modeles aux alentours des 80 ans. Il est alors
important de passer par une méthode dites de "fermeture de tables". Nous en
avons ici comparé deux et choisi d’utiliser celle de DENUIT et GODERNIAUX

[42] qui s’ajuste mieux a nos données.

La projection de la mortalité par le modele de Lee-Carter peut s’effectuer
de plusieurs manieres. On retrouve dans la littérature plusieurs méthodes
d’extrapolation du parametre représentant le niveau de la mortalité dans le
temps, que ce soit par simple régression linéaire ou bien par des complexes
modeles de sauts. La manieére la plus répandue est un processus ARIMA(p,d,q).
Lee et Carter utilise une marche aléatoire simple, mais ce modele viole les di-
verses hypotheses faites concernant les séries temporelles. Nous avons cher-

cher de meilleurs processus répondant correctement a ces dernieres.

Le calcul d’'indicateur souléve plusieurs sources d’incertitudes. Ici, nous nous
sommes intéressés a celles concernant la projection du parametre dépendant
du temps et la valeur des parametres des modeles. En passant par des simu-
lations de bootstrap, nous avons pu déterminer des intervalles de confiance
aussi bien sur les parametres du modele que sur des indicateurs comme 1’es-
pérance de vie ou le prix d'une rente. De maniere a tester la qualité prédictive
des deux modeles, nous avons procédé a un backtest. Le fait que les intervalles
de confiance soient plus larges pour le modele Négatif Binomiale, moins d’ob-

servations sortent de ce dernier.

Les modeles que nous avons abordés ne sont pas directement applicables a un
portefeuille d’assurés. En effet, ceux-ci détiennent trop peu de données mais
également des périodes d’observations beaucoup plus courtes. Les assureurs
ne peuvent également pas directement prendre les données de la population
nationale sur celles de leur portefeuille, étant donné que le risque n’est pas le
méme. On parle de risque d’antisélection, qui découle d’'une asymétrie entre
Passureur et I'assuré, et est trés persceptible sur le marché des rentes via-
geres, car la plupart des contractants espérent vivre plus longtemps que la
moyenne. Pour prendre en compte ce type de risque, il est préférable d’utili-
ser des modeles relationnels, comme celui de COX ou de BRASS, qui utilise
tout de méme les taux de mortalité de la population nationale. Sur le mo-
dele Négatif Binomiale, HOK KWAN [80] utilise une approche bayésienne,
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qui a 'avantage de pouvoir étre appliqué en cas de données limitées ou man-
quantes.

On note souvent la présence de sur-dispersion dans les portefeuilles d’assurance-
vie, pas uniquement a cause de 'hétérogénéité, mais également da a la pré-
sence de contrats "doubles" dans les portefeuilles. En effet, il est courant quun
contractant détienne plusieurs contrats d’assurance, ce qui a pour but d’aug-

menter la variance du nombre de déces [[17].

Dans ce mémoire, nous n’avons pas cherché a améliorer le modele de LI et
al. [81], mais plusieurs pistes pourraient étre explorées, comme la prise en
compte de parametres servant a expliquer 'effet de cohorte ou bien rajouter
des termes extra-bilinéaires temporels. Nous avons émis I’hypothese que I'hé-
térogénéité des individus pouvait étre approchée par une loi Gamma. Nous
avons introduit la distribution Inverse-Gaussienne, qui peut étre une tres
bonne alternative, car la distribution Poisson Inverse-Gausienne permet de
modéliser aussi bien la sur-dispersion que la sous-dispersion dans les don-
nées. Cependant, les calculs semblent plus laborieux. Une approche MCMC,
qui permettrait d’estimer les parametres et d’effectuer la projection en méme
temps, est possible en utilisant 'approche de CZADO et al. [91] sur le modele
log-Poisson.
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F1GURE 12: ACF et PACF de la série x; modele log-Poisson
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F1GURE 13: ACF et PACF de la série x, modele Négative Binomiale



Qualité des modeles ARIMA (p,d,q)

(femme)

(homme)

ARIMA | (1,1,1) || (1,1,8) || (6,1,1) || (6,1,8) || (8,1,1) || (8,1,8)
AIC 302,84 || 302,75 || 309,53 || 304,09 || 304,75 || 310,6
BIC 311,35 || 326,15 || 328,67 || 338,12 || 328,15 | 348,89
TABLE 1: Qualité des modeles ARIMA pour le x; du modele log-Poisson
ARIMA | (6,1,1) || (6,1,6) || (6,1,8) || (6,1,12)
AIC 291,06 || 283,53 || 286,94 || 289,34
BIC 310,21 || 313,31 || 320,97 | 331,88
TABLE 2: Qualité des modeles ARIMA pour le x; du modele log-Poisson
ARIMA | (1,1,1) || (1,1,8) || (6,1,1) || (6,1,8) || (8,1,1) || (8,1,8)
AIC 301,27 || 302,04 || 306,56 || 302,32 || 300,03 || 305,92
BIC 309,78 || 325,44 || 325,7 || 336,35 || 323,43 || 344,21

TABLE 3: Qualité des modeles ARIMA pour le x; du modele Négative Bino-
miale (femme)

ARIMA || (5,1,1) || (5,1,6) || (5,1,12) || (6,1,1) || (6,1,6) || (6,1,12)
AIC 313,47 || 308,67 || 311,26 || 307,46 || 305,7 | 313,27
BIC 330,49 || 336,32 || 351,67 || 326,6 | 353,48 | 355,82

TABLE 4: Qualité des modeles ARIMA pour le x; du modele Négative Bino-
miale (homme)




Tests sur les résidus des modéeles ARIMA(p,d,q)

ARIMA | (1,1,1) || (1,1,8) || (6,1,1) || (6,1,8) || (8,1,1) || (8,1,8)
(1) 0,922 || 0,725 || 0,947 || 0,725 | 0,950 || 0,789
(2) 0,953 | 0,925 || 0,722 | 0,968 || 0,648 || 0,970
(3) 0,956 | 0,975 | 0,820 || 0,945 || 0,1496 || 0,5372
(4) 0,929 || 0,980 || 0,6084 || 0,821 || 0,272 || 0,350
(5) 0,840 | 0,945 || 0,937 | 0,831 | 0,601 || 0,916
(6) 0,978 | 0,992 || 0,917 | 0,887 || 0,342 || 0,680

ARIMA | (6,1,1) || (6,1,6) || (6,1,8) | (6,1,12)
(1) 0,977 || 0,870 || 0,799 0,616
(2) 0,683 | 0,715 | 0,577 0,197
(3) 0,117 | 0,443 | 0,8741 | 0,911
(4) 0,113 || 0,367 || 0,693 0,917
(5) 0,777 || 0,973 || 0,890 0,785
(6) 0,411 || 0,661 0,93 0,928

TABLE 5: Comparaison des p-values des tests sur les résidus des ARIMA du
modele log-Poisson (femme)

TABLE 6: Comparaison des p-values des tests sur les résidus des ARIMA du
modele log-Poisson (homme)

ARIMA | (1,1,1) || (1,1,8) || (6,1,1) || (6,1,8) || (8,1,1) || (8,1,8)
(1) 0,906 || 0,729 | 0,937 || 0,782 | 0,634 || 0,737
(2) 0,944 || 0,989 | 0,638 || 0,972 | 0,940 || 0,940
(3) 0,712 || 0,872 || 0,6737 || 0,08 0,202 | 0,199
(4) 0,607 || 0,866 || 0,727 || 0,075 || 0,3185 || 0,3531
(5) 0,353 || 0,615 || 0,964 | 0,381 || 0,417 || 0,466
(6) 0,734 || 0,938 || 0,863 | 0,1501 || 0,475 || 0,271

TABLE 7: Comparaison des p-values des tests sur les résidus des ARIMA du
modele Négative Binomiale (femme)




ARIMA | 5,1,1) || (5,1,8) || (5,1,12) || (6,1,1) || 6,1,6) || (6,1,12)
(1) 0,951 | 0,941 | 0,900 || 0,875 | 0,840 | 0,641
(2) 0,857 | 0,732 | 0,898 || 0,741 | 0,865 | 0,511
(3) 0,042 | 0,570 | 0,157 || 0,109 | 0,199 | 0,079
(4) 0,026 | 0,851 | 0,392 || 0,120 | 0,216 | 0,093
(5) 0,576 | 0,725 | 0,380 || 0,656 | 0,542 | 0,441
(6) 0,106 | 0,372 | 0,308 || 0,293 | 0,250 || 0,190

TABLE 8: Comparaison des p-values des tests sur les résidus des ARIMA du
modele Négatif Binomiale (homme)



Quantiles des indicateurs des 2000 simulations de bootstrap

Quantile
Modele | 0% 5% 20% || 50% | 80% | 95% | 100%
P 22,8 || 24,02 || 24,69 || 25,37 || 26,03 || 26,66 || 28,15
NB 22,14 || 23,53 || 24,5 || 25,5 || 26,49 || 27,34 || 29,19
TABLE 9: Quantile de e45(2012) pour les femmes
Quantile
Modele | 0% 5% 20% || 50% | 80% | 95% | 100%
P 20,82 || 21,64 || 22,06 || 22,56 || 23,06 | 23,5 || 24,42
NB 17,49 || 20,06 || 21 | 21,93 | 22,89 || 23,75 | 25,3
TABLE 10: Quantile de eg5(2012) pour les hommes
Quantile
Modele | 0% 5% 20% || 50% | 80% | 95% | 100%
P 17,51 || 18,21 || 18,58 || 18,96 || 19,32 || 19,67 || 20,4
NB 16,47 || 18,03 || 18,52 || 19,03 || 19,56 || 20,07 | 21,23
TABLE 11: Quantile de a45(2012) pour les femmes
Quantile
Modele | 0% 5% 20% || 50% | 80% | 95% | 100%
P 16,12 || 16,61 || 16,86 || 17,14 || 17,41 || 17,67 | 18,15
NB | 14,64 | 15,72 | 16,26 || 16,78 || 17,27 || 17,77 || 18,75

TABLE 12: Quantile de ag;(2012) pour les hommes




Lee-Carter P NB
Age Ay 51’ Ay 6ac Oy 6$ ¢x
0 -4.3832 | 0.0270 | -4.6727 | 0.0247 | -4.6426 | 0.0229 | 0.0026
1 -6.8936 | 0.0270 | -7.1095 | 0.0276 | -7.0407 | 0.0241 | 0.0289
2 -7.4426 | 0.0226 | -7.6957 | 0.0210 | -7.6865 | 0.0205 | 0.0021
3 -7.7171 | 0.0215 | -7.9764 | 0.0184 | -7.9723 | 0.0182 | 0.0015
4 -7.9171 | 0.0225 | -8.1780 | 0.0172 | -8.1750 | 0.0172 | 0.0013
5 -8.0324 | 0.0216 | -8.2929 | 0.0165 | -8.2920 | 0.0166 | 0.0035
6 -8.1307 | 0.0205 | -8.3816 | 0.0151 | -8.3815 | 0.0153 | 0.0037
7 -8.2282 | 0.0208 | -8.5069 | 0.0146 | -8.5080 | 0.0148 | 0.0037
8 -8.2674 | 0.0208 | -8.5326 | 0.0127 | -8.5354 | 0.0131 | 0.0080
9 -8.3196 | 0.0205 | -8.6233 | 0.0125 | -8.6224 | 0.0126 | 0.0026
10 | -8.3377 | 0.0192 | -8.6373 | 0.0129 | -8.6391 | 0.0133 | 0.0148
11 | -8.3051 | 0.0184 | -8.6444 | 0.0127 | -8.6426 | 0.0128 | 0.0022
12 | -8.2140 | 0.0163 | -8.5548 | 0.0122 | -8.5537 | 0.0124 | 0.0043
13 | -8.1157 | 0.0167 | -8.5123 | 0.0117 | -8.5106 | 0.0118 | 0.0049
14 | -7.8057 | 0.0148 | -8.3385 | 0.0112 | -8.3393 | 0.0113 | 0.0056
15 | -7.5548 | 0.0137 | -8.1233 | 0.0112 | -8.1256 | 0.0114 | 0.0061
16 | -7.2932 | 0.0124 | -7.9633 | 0.0100 | -7.9745 | 0.0105 | 0.0251
17 | -7.0415 | 0.0119 | -7.8084 | 0.0103 | -7.8208 | 0.0109 | 0.0234
18 | -6.7669 | 0.0099 | -7.6542 | 0.0087 | -7.6687 | 0.0091 | 0.0289
19 | -6.6715 | 0.0091 | -7.6105 | 0.0094 | -7.6201 | 0.0097 | 0.0165
20 | -6.6476 | 0.0077 | -7.5859 | 0.0095 | -7.5920 | 0.0096 | 0.0088
21 | -6.6226 | 0.0072 | -7.5824 | 0.0100 | -7.5869 | 0.0101 | 0.0075
22 | -6.5863 | 0.0079 | -7.5561 | 0.0108 | -7.5589 | 0.0109 | 0.0116
23 | -6.5742 | 0.0080 | -7.5563 | 0.0113 | -7.5574 | 0.0113 | 0.0079
24 | -6.5729 | 0.0084 | -7.5422 | 0.0113 | -7.5453 | 0.0113 | 0.0112
25 | -6.5701 | 0.0083 | -7.5018 | 0.0114 | -7.5045 | 0.0113 | 0.0132
26 | -6.5629 | 0.0077 | -7.4514 | 0.0113 | -7.4534 | 0.0112 | 0.0130
27 | -6.5533 | 0.0082 | -7.4237 | 0.0112 | -7.4249 | 0.0111 | 0.0123
28 | -6.5295 | 0.0078 | -7.3849 | 0.0118 | -7.3872 | 0.0115 | 0.0149
29 | -6.4977 | 0.0086 | -7.3355 | 0.0119 | -7.3372 | 0.0117 | 0.0116
30 | -6.4621 | 0.0086 | -7.2604 | 0.0113 | -7.2625 | 0.0111 | 0.0131
31 | -6.4317 | 0.0084 | -7.2176 | 0.0115 | -7.2190 | 0.0115 | 0.0130
32 | -6.3892 | 0.0087 | -7.1381 | 0.0107 | -7.1371 | 0.0108 | 0.0060
33 | -6.3343 | 0.0087 | -7.0724 | 0.0105 | -7.0708 | 0.0106 | 0.0084
34 | -6.2683 | 0.0088 | -7.0019 | 0.0101 | -6.9990 | 0.0103 | 0.0065
35 | -6.2006 | 0.0089 | -6.9036 | 0.0101 | -6.9015 | 0.0103 | 0.0054
36 | -6.1280 | 0.0082 | -6.8331 | 0.0103 | -6.8332 | 0.0103 | 0.0040
37 | -6.0534 | 0.0086 | -6.7489 | 0.0100 | -6.7481 | 0.0101 | 0.0028
38 | -5.9759 | 0.0085 | -6.6609 | 0.0095 | -6.6611 | 0.0095 | 0.0022
39 | -5.8984 | 0.0085 | -6.5903 | 0.0089 | -6.5918 | 0.0089 | 0.0027
40 | -5.8040 | 0.0086 | -6.5036 | 0.0092 | -6.5044 | 0.0093 | 0.0014
41 | -5.7183 | 0.0082 | -6.4126 | 0.0089 | -6.4150 | 0.0089 | 0.0016
42 | -5.6179 | 0.0083 | -6.3434 | 0.0087 | -6.3457 | 0.0087 | 0.0014
43 | -5.5315 | 0.0084 | -6.2402 | 0.0085 | -6.2425 | 0.0085 | 0.0012
44 | -5.4326 | 0.0082 | -6.1695 | 0.0082 | -6.1720 | 0.0082 | 0.0013
45 | -5.3437 | 0.0083 | -6.0768 | 0.0082 | -6.0798 | 0.0082 | 0.0014




Lee-Carter P NB

Age Ay 51’ Ay 6ac Oy 6$ ¢x
46 | -5.2514 | 0.0082 | -5.9930 | 0.0084 | -5.9954 | 0.0084 | 0.0015
47 | -5.1626 | 0.0081 | -5.9054 | 0.0083 | -5.9084 | 0.0083 | 0.0014
48 | -5.0639 | 0.0082 | -5.8278 | 0.0083 | -5.8313 | 0.0083 | 0.0016
49 | -4.9808 | 0.0080 | -5.7480 | 0.0081 | -5.7508 | 0.0081 | 0.0014
50 | -4.8850 | 0.0083 | -5.6679 | 0.0083 | -5.6707 | 0.0083 | 0.0015
51 | -4.8020 | 0.0081 | -5.6012 | 0.0082 | -5.6041 | 0.0082 | 0.0017
52 | -4.7238 | 0.0083 | -5.5214 | 0.0083 | -5.5239 | 0.0083 | 0.0013
53 | -4.6429 | 0.0083 | -5.4539 | 0.0086 | -5.4566 | 0.0085 | 0.0014
54 | -4.5576 | 0.0086 | -5.3876 | 0.0086 | -5.3899 | 0.0086 | 0.0014
55 | -4.4759 | 0.0085 | -5.3199 | 0.0086 | -5.3225 | 0.0086 | 0.0014
56 | -4.3986 | 0.0088 | -5.2550 | 0.0088 | -5.2571 | 0.0088 | 0.0013
57 | -4.3220 | 0.0090 | -5.1734 | 0.0089 | -5.17568 | 0.0089 | 0.0012
58 | -4.2460 | 0.0092 | -5.1070 | 0.0091 | -5.1095 | 0.0091 | 0.0012
59 | -4.1674 | 0.0093 | -5.0291 | 0.0094 | -5.0310 | 0.0094 | 0.0012
60 | -4.0869 | 0.0094 | -4.9496 | 0.0096 | -4.9521 | 0.0096 | 0.0013
61 | -4.0133 | 0.0097 | -4.8794 | 0.0098 | -4.8815 | 0.0098 | 0.0011
62 | -3.9360 | 0.0099 | -4.7873 | 0.0100 | -4.7887 | 0.0100 | 0.0010
63 | -3.8564 | 0.0100 | -4.7083 | 0.0103 | -4.7097 | 0.0103 | 0.0011
64 | -3.7805 | 0.0101 | -4.6206 | 0.0107 | -4.6216 | 0.0107 | 0.0010
65 | -3.7012 | 0.0102 | -4.5280 | 0.0109 | -4.5289 | 0.0109 | 0.0010
66 | -3.6260 | 0.0105 | -4.4360 | 0.0111 | -4.4366 | 0.0111 | 0.0010
67 | -3.5446 | 0.0105 | -4.3432 | 0.0112 | -4.3439 | 0.0112 | 0.0010
68 | -3.4580 | 0.0106 | -4.2401 | 0.0114 | -4.2397 | 0.0114 | 0.0010
69 | -3.3792 | 0.0107 | -4.1363 | 0.0116 | -4.1368 | 0.0117 | 0.0010
70 | -3.2897 | 0.0108 | -4.0266 | 0.0118 | -4.0272 | 0.0119 | 0.0010
71 | -3.2039 | 0.0108 | -3.9191 | 0.0119 | -3.9197 | 0.0120 | 0.0010
72 | -3.1126 | 0.0107 | -3.8022 | 0.0120 | -3.8030 | 0.0121 | 0.0010
73 | -3.0246 | 0.0108 | -3.6868 | 0.0119 | -3.6880 | 0.0121 | 0.0010
74 | -2.9322 | 0.0108 | -3.5656 | 0.0120 | -3.5669 | 0.0122 | 0.0010
75 | -2.8373 | 0.0107 | -3.4466 | 0.0120 | -3.4477 | 0.0122 | 0.0010
76 | -2.7419 | 0.0106 | -3.3207 | 0.0119 | -3.3221 | 0.0120 | 0.0010
77 | -2.6452 | 0.0105 | -3.1986 | 0.0118 | -3.2002 | 0.0120 | 0.0011
78 | -2.5475 | 0.0103 | -3.0742 | 0.0116 | -3.0756 | 0.0117 | 0.0011
79 | -2.4490 | 0.0102 | -2.9443 | 0.0113 | -2.9458 | 0.0115 | 0.0011
80 | -2.3451 | 0.0098 | -2.8192 | 0.0110 | -2.8212 | 0.0111 | 0.0011
81 | -2.2461 | 0.0095 | -2.6932 | 0.0106 | -2.6953 | 0.0108 | 0.0011
82 | -2.1429 | 0.0093 | -2.5664 | 0.0103 | -2.5685 | 0.0104 | 0.0011
83 | -2.0440 | 0.0089 | -2.4392 | 0.0100 | -2.4412 | 0.0100 | 0.0011
84 | -1.9462 | 0.0086 | -2.3171 | 0.0096 | -2.3191 | 0.0096 | 0.0011
85 | -1.8489 | 0.0083 | -2.1991 | 0.0091 | -2.2013 | 0.0091 | 0.0011
86 | -1.7445 | 0.0080 | -2.0794 | 0.0088 | -2.0818 | 0.0087 | 0.0011
87 | -1.6560 | 0.0076 | -1.9620 | 0.0083 | -1.9647 | 0.0083 | 0.0011
88 | -1.5589 | 0.0072 | -1.8514 | 0.0078 | -1.8549 | 0.0078 | 0.0011
89 | -1.4672 | 0.0068 | -1.7399 | 0.0073 | -1.7433 | 0.0073 | 0.0011
90 | -1.3785 | 0.0062 | -1.6349 | 0.0069 | -1.6381 | 0.0069 | 0.0011

TAB;E 13: Parametres o, 5, et ¢, des différents modeles (femmes) pour la
modlisation Chapitre 4



Lee-Carter P NB
Age Ay 51’ Ay 6ac Oy 6$ ¢x
0 -4.6465 | 0.0223 | -4.4308 | 0.0331 | -4.3521 | 0.0271 | 0.0215
1 -7.0534 | 0.0233 | -6.9708 | 0.0360 | -6.8508 | 0.0280 | 0.0391
2 -7.6840 | 0.0198 | -7.4596 | 0.0254 | -7.4517 | 0.0249 | 0.0014
3 -7.9785 | 0.0181 | -7.7221 | 0.0225 | -7.7228 | 0.0226 | 0.0011
4 -8.1903 | 0.0179 | -7.9141 | 0.0229 | -7.9189 | 0.0233 | 0.0010
5 -8.3121 | 0.0175 | -8.0227 | 0.0212 | -8.0291 | 0.0218 | 0.0010
6 -8.3994 | 0.0160 | -8.1154 | 0.0199 | -8.1231 | 0.0205 | 0.0010
7 -8.5377 | 0.0161 | -8.2090 | 0.0196 | -8.2174 | 0.0203 | 0.0011
8 -8.5613 | 0.0141 | -8.2498 | 0.0198 | -8.2580 | 0.0204 | 0.0010
9 -8.6438 | 0.0136 | -8.2996 | 0.0193 | -8.3073 | 0.0199 | 0.0010
10 | -8.6627 | 0.0140 | -8.3230 | 0.0186 | -8.3300 | 0.0190 | 0.0010
11 | -8.6581 | 0.0135 | -8.2911 | 0.0177 | -8.2973 | 0.0181 | 0.0010
12 | -8.5720 | 0.0130 | -8.2026 | 0.0159 | -8.2076 | 0.0162 | 0.0010
13 | -8.5237 | 0.0119 | -8.0992 | 0.0159 | -8.1046 | 0.0162 | 0.0010
14 | -8.3573 | 0.0118 | -7.7946 | 0.0146 | -7.7991 | 0.0149 | 0.0010
15 | -8.1440 | 0.0119 | -7.5382 | 0.0133 | -7.5436 | 0.0136 | 0.0011
16 | -7.9959 | 0.0108 | -7.2664 | 0.0117 | -7.2744 | 0.0121 | 0.0012
17 | -7.8412 | 0.0112 | -7.0041 | 0.0111 | -7.0159 | 0.0117 | 0.0016
18 | -7.6902 | 0.0093 | -6.7250 | 0.0091 | -6.7463 | 0.0100 | 0.0113
19 | -7.6361 | 0.0099 | -6.6326 | 0.0084 | -6.6522 | 0.0093 | 0.0108
20 | -7.6057 | 0.0099 | -6.6038 | 0.0071 | -6.6255 | 0.0079 | 0.0131
21 | -7.5989 | 0.0102 | -6.5727 | 0.0066 | -6.5965 | 0.0074 | 0.0165
22 | -7.5717 | 0.0111 | -6.5522 | 0.0071 | -6.5691 | 0.0078 | 0.0085
23 | -7.5675 | 0.0114 | -6.5555 | 0.0073 | -6.5614 | 0.0076 | 0.0012
24 | -7.5580 | 0.0115 | -6.5582 | 0.0078 | -6.5624 | 0.0081 | 0.0012
25 | -7.5163 | 0.0114 | -6.5566 | 0.0077 | -6.5603 | 0.0079 | 0.0012
26 | -7.4651 | 0.0113 | -6.5512 | 0.0072 | -6.5540 | 0.0074 | 0.0012
27 | -7.4356 | 0.0111 | -6.5405 | 0.0076 | -6.5435 | 0.0078 | 0.0012
28 | -7.3991 | 0.0115 | -6.5165 | 0.0073 | -6.5191 | 0.0075 | 0.0013
29 | -7.3483 | 0.0118 | -6.4824 | 0.0078 | -6.4858 | 0.0081 | 0.0013
30 | -7.2734 | 0.0112 | -6.4474 | 0.0080 | -6.4518 | 0.0083 | 0.0050
31 | -7.2302 | 0.0115 | -6.4179 | 0.0077 | -6.4219 | 0.0081 | 0.0042
32 | -7.1444 | 0.0109 | -6.3782 | 0.0082 | -6.3805 | 0.0085 | 0.0039
33 | -7.0784 | 0.0107 | -6.3231 | 0.0083 | -6.3256 | 0.0085 | 0.0012
34 | -7.0050 | 0.0104 | -6.2571 | 0.0083 | -6.2597 | 0.0085 | 0.0012
35 | -6.9066 | 0.0103 | -6.1897 | 0.0084 | -6.1922 | 0.0086 | 0.0012
36 | -6.8384 | 0.0103 | -6.1178 | 0.0079 | -6.1207 | 0.0080 | 0.0012
37 | -6.7518 | 0.0099 | -6.0455 | 0.0084 | -6.0479 | 0.0085 | 0.0011
38 | -6.6646 | 0.0094 | -5.9685 | 0.0083 | -5.9711 | 0.0084 | 0.0011
39 | -6.5968 | 0.0088 | -5.8907 | 0.0084 | -5.8936 | 0.0085 | 0.0011
40 | -6.5075 | 0.0091 | -5.7957 | 0.0085 | -5.7990 | 0.0086 | 0.0011
41 | -6.4199 | 0.0087 | -5.7097 | 0.0081 | -5.7132 | 0.0082 | 0.0010
42 | -6.3500 | 0.0085 | -5.6108 | 0.0083 | -5.6139 | 0.0083 | 0.0010
43 | -6.2467 | 0.0083 | -5.5218 | 0.0083 | -5.5260 | 0.0084 | 0.0010
44 | -6.1759 | 0.0080 | -5.4256 | 0.0081 | -5.4289 | 0.0082 | 0.0010
45 | -6.0843 | 0.0080 | -5.3375 | 0.0083 | -5.3403 | 0.0084 | 0.0010




Lee-Carter P NB

Age Ay 51’ Ay 6ac Oy 6$ ¢x
46 | -5.9986 | 0.0082 | -5.2445 | 0.0082 | -5.2477 | 0.0082 | 0.0010
47 | -5.9122 | 0.0081 | -5.1577 | 0.0081 | -5.1598 | 0.0081 | 0.0010
48 | -5.8356 | 0.0080 | -5.0595 | 0.0082 | -5.0614 | 0.0082 | 0.0010
49 | -5.7543 | 0.0079 | -4.9764 | 0.0081 | -4.9783 | 0.0081 | 0.0010
50 | -5.6743 | 0.0081 | -4.8806 | 0.0084 | -4.8824 | 0.0083 | 0.0010
51 | -5.6078 | 0.0080 | -4.7976 | 0.0083 | -4.7994 | 0.0082 | 0.0010
52 | -5.5269 | 0.0082 | -4.7194 | 0.0084 | -4.7212 | 0.0084 | 0.0010
53 | -5.4597 | 0.0084 | -4.6382 | 0.0084 | -4.6403 | 0.0083 | 0.0010
54 | -5.3927 | 0.0084 | -4.5530 | 0.0087 | -4.5550 | 0.0086 | 0.0010
55 | -5.3255 | 0.0084 | -4.4715 | 0.0086 | -4.4735 | 0.0085 | 0.0010
56 | -5.2595 | 0.0086 | -4.3936 | 0.0089 | -4.3960 | 0.0089 | 0.0010
57 | -5.1783 | 0.0087 | -4.3173 | 0.0091 | -4.3198 | 0.0090 | 0.0010
58 | -5.1120 | 0.0090 | -4.2399 | 0.0093 | -4.2433 | 0.0092 | 0.0010
59 | -5.0330 | 0.0092 | -4.1622 | 0.0094 | -4.1653 | 0.0093 | 0.0010
60 | -4.9547 | 0.0094 | -4.0810 | 0.0095 | -4.0847 | 0.0094 | 0.0010
61 | -4.8836 | 0.0096 | -4.0073 | 0.0097 | -4.0113 | 0.0097 | 0.0010
62 | -4.7903 | 0.0098 | -3.9309 | 0.0099 | -3.9344 | 0.0099 | 0.0010
63 | -4.7114 | 0.0101 | -3.8508 | 0.0100 | -3.8548 | 0.0100 | 0.0010
64 | -4.6230 | 0.0104 | -3.7743 | 0.0102 | -3.7788 | 0.0102 | 0.0010
65 | -4.5302 | 0.0106 | -3.6954 | 0.0102 | -3.6997 | 0.0102 | 0.0010
66 | -4.4378 | 0.0109 | -3.6202 | 0.0105 | -3.6245 | 0.0105 | 0.0010
67 | -4.3451 | 0.0110 | -3.5383 | 0.0105 | -3.5429 | 0.0106 | 0.0010
68 | -4.2404 | 0.0112 | -3.4527 | 0.0106 | -3.4568 | 0.0106 | 0.0010
69 | -4.1376 | 0.0115 | -3.3737 | 0.0108 | -3.3778 | 0.0108 | 0.0010
70 | -4.0280 | 0.0117 | -3.2849 | 0.0108 | -3.2886 | 0.0109 | 0.0010
71 | -3.9204 | 0.0118 | -3.1993 | 0.0108 | -3.2028 | 0.0109 | 0.0010
72 | -3.8038 | 0.0119 | -3.1085 | 0.0107 | -3.1116 | 0.0107 | 0.0010
73 | -3.6889 | 0.0119 | -3.0208 | 0.0108 | -3.0237 | 0.0109 | 0.0010
74 | -3.5678 | 0.0120 | -2.9289 | 0.0108 | -2.9313 | 0.0108 | 0.0010
75 | -3.4487 | 0.0120 | -2.8339 | 0.0108 | -2.8364 | 0.0108 | 0.0010
76 | -3.3230 | 0.0119 | -2.7388 | 0.0107 | -2.7410 | 0.0107 | 0.0010
77 | -3.2013 | 0.0118 | -2.6422 | 0.0105 | -2.6443 | 0.0106 | 0.0010
78 | -3.0768 | 0.0116 | -2.5452 | 0.0104 | -2.5467 | 0.0103 | 0.0010
79 | -2.9469 | 0.0113 | -2.4472 | 0.0103 | -2.4483 | 0.0102 | 0.0010
80 | -2.8225 | 0.0110 | -2.3429 | 0.0099 | -2.3444 | 0.0098 | 0.0010
81 | -2.6967 | 0.0106 | -2.2442 | 0.0096 | -2.2455 | 0.0095 | 0.0010
82 |-2.5699 | 0.0103 | -2.1413 | 0.0094 | -2.1424 | 0.0093 | 0.0010
83 | -2.4425 | 0.0099 | -2.0422 | 0.0090 | -2.0434 | 0.0089 | 0.0010
84 | -2.3205 | 0.0095 | -1.9450 | 0.0087 | -1.9458 | 0.0086 | 0.0010
85 | -2.2027 | 0.0090 | -1.8472 | 0.0083 | -1.8482 | 0.0083 | 0.0010
86 | -2.0831 | 0.0086 | -1.7434 | 0.0080 | -1.7440 | 0.0080 | 0.0010
87 | -1.9660 | 0.0082 | -1.6548 | 0.0075 | -1.6553 | 0.0076 | 0.0010
88 | -1.8566 | 0.0077 | -1.5579 | 0.0071 | -1.5585 | 0.0072 | 0.0010
89 | -1.7447 | 0.0072 | -1.4671 | 0.0067 | -1.4671 | 0.0068 | 0.0010
90 | -1.6396 | 0.0068 | -1.3779 | 0.0062 | -1.3785 | 0.0062 | 0.0010

TAB;E 14: Parametres o, 5, et ¢, des différents modeles (hommes)pour la
modlisation Chapitre 4



Femmes Hommes
Lee-Carter P NB Lee-Carter P NB
Année Ky Ky Ky Ky Kt Ky
1950 46.1919 59.2286 | 60.5707 69.1044 43.2693 | 40.8892
1951 46.0424 62.3973 | 64.1525 69.7319 45.1181 | 44.0199
1952 39.7422 55.0320 | 55.7157 59.3641 39.7024 | 36.6333
1953 39.6201 57.6438 | 59.2122 58.8629 41.3024 | 40.1121
1954 34.5786 50.3097 | 50.7965 51.3301 36.9965 | 33.5619
1955 34.0290 49.5277 | 49.5095 47.9884 36.3645 | 33.5430
1956 33.5943 50.1901 | 50.4695 47.2092 37.1918 | 35.8463
1957 34.6620 46.2020 | 46.4795 45.4046 34.9255 | 34.4024
1958 25.9303 40.5625 | 39.3759 36.8042 28.5229 | 25.1627
1959 27.9736 39.5643 | 39.1846 38.2812 28.4053 | 26.4744
1960 24.7144 38.8853 | 38.4097 34.6466 28.3393 | 26.4101
1961 24.1589 33.1115 | 32.4014 30.4721 24.7752 | 23.3326
1962 26.3449 37.7811 | 36.9751 33.3638 28.2272 | 27.5683
1963 26.1847 38.5145 | 37.6048 33.3232 29.4708 | 28.7199
1964 22.7482 30.1720 | 29.9451 27.5281 23.7579 | 22.8508
1965 23.9153 31.6966 | 31.4301 28.1317 25.2117 | 25.8090
1966 21.4324 27.7252 | 27.6048 25.3696 22.6642 | 22.1868
1967 22.2891 27.9078 | 27.7475 26.3401 23.1963 | 23.4605
1968 23.2540 28.1727 | 27.6126 25.5160 23.5605 | 24.4055
1969 25.4355 29.5096 | 29.7713 27.6880 25.6124 | 27.0735
1970 21.2999 23.5253 | 23.2358 22.3714 19.6523 | 20.6388
1971 21.8742 23.3020 | 23.2550 23.3725 19.7814 | 21.5334
1972 20.8715 20.4334 | 20.9397 22.0597 18.2513 | 20.3101
1973 20.1803 20.6251 | 20.2851 20.5488 17.5795 | 19.8089
1974 18.5338 17.2294 | 16.8387 16.8090 16.1159 | 18.1658
1975 16.8859 16.7950 | 16.0721 14.7466 16.1929 | 17.9104
1976 14.9005 14.2947 | 13.4009 12.9874 14.8613 | 16.4701
1977 12.8697 8.5248 | 8.0734 10.1703 10.9889 | 12.7954
1978 12.2366 8.1438 | 7.2136 7.9124 10.8616 | 12.7708
1979 10.5457 5.1771 | 4.2649 5.3934 8.6483 | 10.7326
1980 10.2976 4.0937 | 3.1296 5.6710 7.8297 | 9.6536
1981 8.1856 4.0702 2.4212 4.5299 6.9281 8.2316




Femmes Hommes
Lee-Carter P NB Lee-Carter P NB
Année Ky Ky Ky Ky Ky Kt

1982 5.2420 0.1217 -1.2088 1.1226 3.9748 5.4137

1983 5.8173 1.5494 | -0.4104 1.7786 4.3771 5.9812

1984 2.4308 -3.7192 | -5.3458 -3.2899 1.0961 2.6792

1985 0.2712 -3.8476 | -6.2189 -5.0743 1.1002 1.7660

1986 -0.9324 -6.5877 | -8.6496 -7.4701 -1.2076 | -0.2409
1987 -4.8592 -12.4980 | -13.7189 | -11.9263 -5.3627 | -4.8050
1988 -6.8166 -14.8239 | -15.8894 | -13.6250 -7.9572 | -7.3242
1989 -7.5051 -16.5438 | -17.6610 | -14.0932 -9.2327 | -8.1388
1990 -9.8846 -19.3547 | -20.7707 | -18.3380 | -11.6294 | -10.3656
1991 -9.8573 -21.7035 | -22.3620 | -17.7948 | -13.2334 | -11.5813
1992 -13.1559 | -24.8611 | -25.0284 | -20.9190 | -15.4702 | -13.6818
1993 -13.5696 | -24.8597 | -25.1348 | -21.1707 | -16.0396 | -14.2679
1994 -16.2983 | -29.4868 | -28.7894 | -25.1199 | -19.5513 | -17.1453
1995 -18.6515 | -29.2426 | -28.7834 | -24.7537 | -20.2862 | -18.0339
1996 -20.7426 | -30.5759 | -30.2883 | -28.5883 | -21.3208 | -20.1002
1997 -24.4376 | -32.9186 | -32.7820 | -31.8241 | -24.3575 | -24.1109
1998 -27.9395 | -34.0045 | -34.0287 | -33.9341 | -25.6117 | -26.1115
1999 -29.7153 | -34.7581 | -35.1437 | -34.6868 | -27.3152 | -28.0595
2000 -31.0431 | -37.9955 | -37.9769 | -37.7559 | -30.0407 | -30.7473
2001 -31.4142 | -40.0064 | -39.2619 | -38.8710 | -32.0902 | -32.3292
2002 -35.1096 | -40.5874 | -40.3158 | -40.5090 | -34.2431 | -34.8080
2003 -36.5700 | -39.1409 | -39.9224 | -43.4382 | -34.5216 | -35.7774
2004 -43.9304 | -49.7466 | -48.0488 | -50.3446 | -42.2690 | -43.6868
2005 -44 9887 | -49.0409 | -48.3605 | -51.5494 | -42.5036 | -44.1598
2006 -47.9458 | -53.6108 | -51.4230 | -53.6654 | -46.8678 | -48.2698
2007 -51.0002 | -55.6260 | -53.6236 | -56.1580 | -48.8441 | -50.5916
2008 -52.6339 | -55.4450 | -53.1093 | -56.2236 | -50.4865 | -52.4526
2009 -52.3420 | -56.9168 | -54.3407 | -56.5058 | -52.4218 | -53.7648
2010 -55.0933 | -59.3656 | -56.6671 | -60.9556 | -54.7168 | -56.0384
2011 -58.1970 | -63.5550 | -59.8684 | -63.4798 | -58.7812 | -59.8960
2012 -60.6507 | -61.1971 | -58.9687 | -63.8691 | -58.4918 | -60.8353

TABLE 15: Parametres «; des différents modeles (hommes) pour la modlisa-
tion Chapitre 4




NB

Age Ay 69& Ay Ba: gbw

0 |-5.7789 | -5.7789 | -5.7789 | 0.0190 | 0.0070
1 |-8.3971 | -8.3971 | -8.3971 | 0.0219 | 0.0196
2 | -8.9215 | -8.9215 | -8.9215 | 0.0196 | 0.0009
3 |-8.9014 | -8.9014 | -8.9014 | 0.0157 | 0.0005
4 |-9.3573 | -9.3573 | -9.3573 | 0.0179 | 0.0002
5 |-9.6822 | -9.6822 | -9.6822 | 0.0199 | 0.0019
6 |-9.1966 | -9.1966 | -9.1966 | 0.0134 | 0.0001
7 1-9.7556 | -9.7556 | -9.7556 | 0.0178 | 0.0006
8 |-9.7539 | -9.7639 | -9.7539 | 0.0170 | 0.0013
9 |-9.4825 | -9.4825 | -9.4825 | 0.0131 | 0.0000
10 | -9.7685 | -9.7685 | -9.7685 | 0.0161 | 0.0004
11 | -9.3794 | -9.3794 | -9.3794 | 0.0118 | 0.0000
12 | -9.6052 | -9.6052 | -9.6052 | 0.0151 | 0.0003
13 |-9.1776 | -9.1776 | -9.1776 | 0.0108 | 0.0001
14 | -9.0010 | -9.0010 | -9.0010 | 0.0105 | 0.0002
15 | -9.0235 | -9.0235 | -9.0235 | 0.0132 | 0.0011
16 | -9.2367 | -9.2367 | -9.2367 | 0.0175 | 0.0269
17 | -8.8880 | -8.8880 | -8.8880 | 0.0152 | 0.0141
18 | -8.4659 | -8.4659 | -8.4659 | 0.0116 | 0.0107
19 | -8.3269 | -8.3269 | -8.3269 | 0.0106 | 0.0045
20 | -8.2523 | -8.2523 | -8.2523 | 0.0101 | 0.0025
21 | -8.4398 | -8.4398 | -8.4398 | 0.0124 | 0.0050
22 | -8.3036 | -8.3036 | -8.3036 | 0.0114 | 0.0034
23 | -8.3478 | -8.3478 | -8.3478 | 0.0120 | 0.0026
24 | -8.4616 | -8.4616 | -8.4616 | 0.0134 | 0.0063
25 | -8.3111 | -8.3111 | -8.3111 | 0.0122 | 0.0044
26 | -8.1807 | -8.1807 | -8.1807 | 0.0113 | 0.0040
27 | -8.2718 | -8.2718 | -8.2718 | 0.0126 | 0.0059
28 | -8.2113 | -8.2113 | -8.2113 | 0.0125 | 0.0060
29 | -8.0276 | -8.0276 | -8.0276 | 0.0110 | 0.0043
30 | -8.0226 | -8.0226 | -8.0226 | 0.0116 | 0.0056
31 | -8.1060 | -8.1060 | -8.1060 | 0.0132 | 0.0085
32 | -7.8388 | -7.8388 | -7.8388 | 0.0109 | 0.0031
33 | -7.7882 | -7.7882 | -7.7882 | 0.0110 | 0.0046
34 | -7.8556 | -7.8556 | -7.8556 | 0.0125 | 0.0087
35 | -7.7005 | -7.7005 | -7.7005 | 0.0118 | 0.0061
36 |-7.6104 | -7.6104 | -7.6104 | 0.0116 | 0.0043
37 | -7.3921 | -7.3921 | -7.3921 | 0.0100 | 0.0023
38 | -7.2728 | -7.2728 | -7.2728 | 0.0095 | 0.0018
39 | -7.2432 | -7.2432 | -7.2432 | 0.0098 | 0.0035
40 | -7.2152 | -7.2152 | -7.2152 | 0.0105 | 0.0029
41 | -7.0359 | -7.0359 | -7.0359 | 0.0094 | 0.0018
42 | -6.9608 | -6.9608 | -6.9608 | 0.0093 | 0.0016
43 | -6.8363 | -6.8363 | -6.8363 | 0.0090 | 0.0013
44 | -6.6865 | -6.6865 | -6.6865 | 0.0080 | 0.0011
45 | -6.6108 | -6.6108 | -6.6108 | 0.0082 | 0.0013




P NB
Age Ay 69& Ay Ba: gbw
46 | -6.4640 | -6.4640 | -6.4640 | 0.0075 | 0.0015
47 | -6.3836 | -6.3836 | -6.3836 | 0.0076 | 0.0014
48 | -6.2620 | -6.2620 | -6.2620 | 0.0071 | 0.0020
49 | -6.2455 | -6.2455 | -6.2455 | 0.0078 | 0.0013
50 | -6.1536 | -6.1536 | -6.1536 | 0.0077 | 0.0016
51 | -6.0145 | -6.0145 | -6.0145 | 0.0068 | 0.0025
52 | -5.9400 | -5.9400 | -5.9400 | 0.0069 | 0.0019
53 | -5.8335 | -5.8335 | -5.8335 | 0.0065 | 0.0031
54 | -5.8308 | -5.8308 | -5.8308 | 0.0073 | 0.0019
55 | -5.7367 | -5.7367 | -5.7367 | 0.0070 | 0.0023
56 | -5.6701 | -5.6701 | -5.6701 | 0.0070 | 0.0023
57 | -5.5780 | -5.5780 | -5.5780 | 0.0069 | 0.0026
58 | -5.5296 | -5.5296 | -5.5296 | 0.0072 | 0.0025
59 | -5.5054 | -5.5054 | -5.5054 | 0.0079 | 0.0017
60 | -5.4371 | -5.4371 | -5.4371 | 0.0081 | 0.0019
61 |-5.3384 | -5.3384 | -5.3384 | 0.0078 | 0.0023
62 | -5.2899 | -5.2899 | -5.2899 | 0.0083 | 0.0015
63 | -5.2451 | -5.2451 | -5.2451 | 0.0088 | 0.0015
64 | -5.1853 | -5.1853 | -5.1853 | 0.0092 | 0.0013
65 | -5.0726 | -5.0726 | -5.0726 | 0.0091 | 0.0016
66 | -5.0681 | -5.0681 | -5.0681 | 0.0101 | 0.0010
67 | -4.9456 | -4.9456 | -4.9456 | 0.0098 | 0.0012
68 | -4.8461 | -4.8461 | -4.8461 | 0.0099 | 0.0012
69 | -4.8030 | -4.8030 | -4.8030 | 0.0107 | 0.0009
70 | -4.6880 | -4.6880 | -4.6880 | 0.0107 | 0.0009
71 | -4.6688 | -4.6688 | -4.6688 | 0.0117 | 0.0008
72 | -4.5468 | -4.5468 | -4.5468 | 0.0117 | 0.0009
73 | -4.4119 | -4.4119 | -4.4119 | 0.0114 | 0.0009
74 | -4.3321 | -4.3321 | -4.3321 | 0.0119 | 0.0010
75 | -4.2034 | -4.2034 | -4.2034 | 0.0118 | 0.0010
76 | -4.0516 | -4.0516 | -4.0516 | 0.0115 | 0.0009
77 | -3.9613 | -3.9613 | -3.9613 | 0.0118 | 0.0011
78 | -3.8201 | -3.8201 | -3.8201 | 0.0116 | 0.0011
79 | -3.6585 | -3.6585 | -3.6585 | 0.0111 | 0.0011
80 | -3.5272 | -3.5272 | -3.5272 | 0.0110 | 0.0012
81 | -3.3851 | -3.3851 | -3.3851 | 0.0107 | 0.0012
82 | -3.2439 | -3.2439 | -3.2439 | 0.0104 | 0.0013
83 | -3.0723 | -3.0723 | -3.0723 | 0.0098 | 0.0012
84 | -2.9412 | -2.9412 | -2.9412 | 0.0096 | 0.0012
85 | -2.7883 | -2.7883 | -2.7883 | 0.0091 | 0.0012
86 | -2.6400 | -2.6400 | -2.6400 | 0.0087 | 0.0011
87 | -2.4999 | -2.4999 | -2.4999 | 0.0083 | 0.0012
88 | -2.3635 | -2.3635 | -2.3635 | 0.0078 | 0.0012
89 | -2.1893 | -2.1893 | -2.1893 | 0.0070 | 0.0011
90 | -2.0444 | -2.0444 | -2.0444 | 0.0064 | 0.0011

TABLE 16: Parametres «,, (5, et ¢, des différents modeles (femmes) pour la
projection Chapitre 4



P NB
Age Ay 69& Oy 6&6 gbx

0 |-5.56852 | 0.0221 | -5.5852 | 0.0210 | 0.0339
1 |-8.0712 | 0.0223 | -8.0712 | 0.0210 | 0.1277
2 | -8.6127 | 0.0187 | -8.5127 | 0.0181 | 0.0393
3 | -8.9045 | 0.0194 | -8.9045 | 0.0193 | 0.0088
4 | -8.9643 | 0.0179 | -8.9643 | 0.0178 | 0.0158
5 |-9.1941 | 0.0189 | -9.1941 | 0.0190 | 0.0024
6 | -9.5757 | 0.0218 | -9.5757 | 0.0221 | 0.0032
7 1-9.3400 | 0.0180 | -9.3400 | 0.0181 | 0.0033
8 |-9.56210 | 0.0197 | -9.5210 | 0.0198 | 0.0019
9 |-9.5243 | 0.0190 | -9.5243 | 0.0191 | 0.0020
10 | -9.4699 | 0.0179 | -9.4699 | 0.0180 | 0.0013
11 | -9.4555 | 0.0179 | -9.4555 | 0.0180 | 0.0017
12 | -9.1731 | 0.0152 | -9.1731 | 0.0153 | 0.0015
13 | -9.5194 | 0.0205 | -9.5194 | 0.0209 | 0.0203
14 | -8.7021 | 0.0142 | -8.7021 | 0.0142 | 0.0021
15 | -8.6298 | 0.0161 | -8.6298 | 0.0163 | 0.0125
16 | -8.3185 | 0.0153 | -8.3185 | 0.0155 | 0.0219
17 | -7.9643 | 0.0141 | -7.9643 | 0.0142 | 0.0272
18 | -7.6221 | 0.0129 | -7.6221 | 0.0131 | 0.0398
19 | -7.4229 | 0.0115 | -7.4229 | 0.0116 | 0.0338
20 |-7.3835 | 0.0111 | -7.3835 | 0.0112 | 0.0447
21 | -7.3065 | 0.0104 | -7.3065 | 0.0105 | 0.0508
22 | -7.2663 | 0.0103 | -7.2663 | 0.0104 | 0.0303
23 | -7.3514 | 0.0113 | -7.3514 | 0.0115 | 0.0215
24 | -7.2593 | 0.0102 | -7.2593 | 0.0104 | 0.0121
25 | -7.1764 | 0.0092 | -7.1764 | 0.0093 | 0.0086
26 | -7.1509 | 0.0089 | -7.1509 | 0.0090 | 0.0096
27 | -7.1594 | 0.0092 | -7.1594 | 0.0093 | 0.0103
28 | -7.1165 | 0.0089 | -7.1165 | 0.0090 | 0.0123
29 | -7.2145 | 0.0106 | -7.2145 | 0.0108 | 0.0186
30 | -7.1010 | 0.0097 | -7.1010 | 0.0098 | 0.0173
31 | -7.0611 | 0.0095 | -7.0611 | 0.0096 | 0.0159
32 | -6.9964 | 0.0093 | -6.9964 | 0.0094 | 0.0138
33 | -7.0051 | 0.0102 | -7.0051 | 0.0102 | 0.0116
34 | -6.9368 | 0.0101 | -6.9368 | 0.0102 | 0.0110
35 | -6.9858 | 0.0116 | -6.9858 | 0.0117 | 0.0172
36 |-6.8922 | 0.0112 | -6.8922 | 0.0113 | 0.0154
37 |-6.7181 | 0.0101 | -6.7181 | 0.0101 | 0.0060
38 | -6.6287 | 0.0099 | -6.6287 | 0.0099 | 0.0044
39 | -6.4683 | 0.0089 | -6.4683 | 0.0089 | 0.0023
40 | -6.4372 | 0.0097 | -6.4372 | 0.0097 | 0.0030
41 | -6.2678 | 0.0086 | -6.2678 | 0.0086 | 0.0021
42 | -6.2026 | 0.0090 | -6.2026 | 0.0090 | 0.0018
43 | -6.1704 | 0.0097 | -6.1704 | 0.0097 | 0.0032
44 | -6.0403 | 0.0093 | -6.0403 | 0.0093 | 0.0022
45 | -5.9336 | 0.0091 | -5.9336 | 0.0091 | 0.0018




P NB
Age Ay 69& Oy 6&6 gbx
46 | -5.8497 | 0.0092 | -5.8497 | 0.0092 | 0.0020
47 | -5.7443 | 0.0089 | -5.7443 | 0.0089 | 0.0018
48 | -5.6441 | 0.0089 | -5.6441 | 0.0089 | 0.0015
49 | -5.5209 | 0.0084 | -5.5209 | 0.0084 | 0.0013
50 | -5.4027 | 0.0082 | -5.4027 | 0.0081 | 0.0013
51 | -5.3269 | 0.0082 | -5.3269 | 0.0082 | 0.0014
52 | -5.2539 | 0.0083 | -5.2539 | 0.0083 | 0.0013
53 | -5.1213 | 0.0077 | -5.1213 | 0.0077 | 0.0013
54 | -5.0113 | 0.0074 | -5.0113 | 0.0074 | 0.0015
55 | -4.9057 | 0.0071 | -4.9057 | 0.0071 | 0.0016
56 | -4.8531 | 0.0075 | -4.8531 | 0.0075 | 0.0016
57 | -4.7717 | 0.0075 | -4.7717 | 0.0074 | 0.0016
58 | -4.7028 | 0.0076 | -4.7028 | 0.0076 | 0.0018
59 | -4.6216 | 0.0076 | -4.6216 | 0.0075 | 0.0017
60 | -4.5486 | 0.0077 | -4.5486 | 0.0076 | 0.0017
61 | -4.5071 | 0.0082 | -4.5071 | 0.0081 | 0.0015
62 | -4.4645 | 0.0086 | -4.4645 | 0.0086 | 0.0013
63 | -4.3904 | 0.0087 | -4.3904 | 0.0087 | 0.0013
64 | -4.3501 | 0.0092 | -4.3501 | 0.0091 | 0.0012
65 | -4.2666 | 0.0092 | -4.2666 | 0.0091 | 0.0012
66 | -4.2517 | 0.0100 | -4.2517 | 0.0099 | 0.0011
67 | -4.1138 | 0.0093 | -4.1138 | 0.0092 | 0.0013
68 | -4.0576 | 0.0096 | -4.0576 | 0.0096 | 0.0011
69 | -4.0047 | 0.0100 | -4.0047 | 0.0100 | 0.0011
70 | -3.9207 | 0.0101 | -3.9207 | 0.0101 | 0.0010
71 |-3.9126 | 0.0110 | -3.9126 | 0.0110 | 0.0011
72 | -3.7742 | 0.0104 | -3.7742 | 0.0104 | 0.0010
73 | -3.6664 | 0.0102 | -3.6664 | 0.0102 | 0.0010
74 | -3.6285 | 0.0109 | -3.6285 | 0.0109 | 0.0010
75 | -3.5213 | 0.0107 | -3.5213 | 0.0107 | 0.0010
76 | -3.4086 | 0.0105 | -3.4086 | 0.0105 | 0.0010
77 | -3.2923 | 0.0102 | -3.2923 | 0.0102 | 0.0010
78 | -3.1980 | 0.0102 | -3.1980 | 0.0102 | 0.0010
79 | -3.0427 | 0.0095 | -3.0427 | 0.0094 | 0.0010
80 | -2.9625 | 0.0097 | -2.9625 | 0.0097 | 0.0010
81 | -2.8346 | 0.0093 | -2.8346 | 0.0093 | 0.0010
82 |-2.7211 | 0.0091 | -2.7211 | 0.0091 | 0.0010
83 | -2.5644 | 0.0083 | -2.5644 | 0.0083 | 0.0010
84 | -2.4523 | 0.0080 | -2.4523 | 0.0080 | 0.0010
85 | -2.3165 | 0.0075 | -2.3165 | 0.0075 | 0.0011
86 | -2.2149 | 0.0075 | -2.2149 | 0.0075 | 0.0010
87 |-2.0813 | 0.0068 | -2.0813 | 0.0068 | 0.0011
88 | -1.9544 | 0.0063 | -1.9544 | 0.0064 | 0.0012
89 | -1.8529 | 0.0061 | -1.8529 | 0.0062 | 0.0012
90 | -1.7225 | 0.0055 | -1.7225 | 0.0055 | 0.0011

TABLE 17: Parametres a,, (5, et ¢, des différents modeles (hommes) pour la
projection Chapitre 5



Femmes Hommes
P NB P NB
Année Ky Ky Ky Ki
1950 | 125.8001 | 127.5710 | 109.9878 | 104.2861
1951 | 129.4679 | 130.6729 | 112.8237 | 108.5726
1952 | 121.1053 | 121.3675 | 105.5828 | 100.5448
1953 | 124.3551 | 124.5678 | 108.4098 | 105.5392
1954 | 115.9586 | 115.5731 | 102.5454 | 98.1250
1955 | 115.2037 | 114.0544 | 102.0946 | 98.2180
1956 | 116.1665 | 115.0846 | 103.5986 | 101.4330
1957 | 111.7333 | 111.2470 | 100.8804 | 99.0341
1958 | 105.6127 | 103.7498 | 92.7773 | 89.3861
1959 | 104.6178 | 103.8860 | 92.8866 | 90.8096
1960 | 104.0274 | 102.8342 | 93.1321 | 91.6985
1961 | 97.7136 | 96.7367 | 88.8947 | 87.4565
1962 | 102.9489 | 101.4615 | 93.3254 | 92.9519
1963 | 103.7213 | 102.0453 | 94.9209 | 94.4013
1964 | 94.6484 | 94.2345 | 88.0777 | 87.4781
1965 | 96.4432 | 95.8831 | 90.2467 | 91.0788
1966 | 92.1154 | 91.8873 | 87.0070 | 86.7002
1967 | 92.4276 | 92.3979 | 87.9033 | 88.6365
1968 | 92.7147 | 92.0707 | 88.4742 | 89.7078
1969 | 94.1638 | 94.4974 | 91.1413 | 92.5375
1970 | 87.8529 | 87.8541 | 84.0478 | 85.2472
1971 | 87.6791 | 88.1500 | 84.4360 | 86.4222
1972 | 84.6845 | 85.9585 | 82.8989 | 84.7568
1973 | 84.9752 | 85.4092 | 82.1849 | 84.4639
1974 | 81.4158 | 81.6824 | 80.4874 | 82.7239
1975 | 80.9834 | 80.6504 | 80.7299 | 83.2922
1976 | 78.4539 | 78.1298 | 79.3557 | 81.5157
1977 | 72.3971 | 73.0056 | 74.9757 | 77.2087
1978 | 72.0651 | 71.8729 | 74.9206 | 77.3855
1979 | 68.9700 | 68.8162 | 72.5621 | 74.9552
1980 | 67.8753 | 67.9689 | 71.5607 | 73.7890
1981 | 67.9124 | 67.3006 | 70.5237 | 72.7467




TABLE 18: Parameétres «; des différents modeles (hommes) pour la projection

du Chapitre 5

Femmes Hommes
P NB P NB
Année Ky Ky Ky Ky
1982 | 63.7429 | 63.3651 | 67.2463 | 69.2598
1983 | 65.3290 | 64.3940 | 67.8135 | 69.9940
1984 | 59.8323 | 59.1914 | 64.1960 | 66.0722
1985 | 59.7125 | 58.1263 | 64.0805 | 65.6992
1986 | 56.8575 | 55.5243 | 61.5776 | 63.3122
1987 | 50.6318 | 50.0727 | 56.9080 | 58.2512
1988 | 48.1756 | 47.7384 | 54.0860 | 54.9940
1989 | 46.4285 | 46.1165 | 52.8197 | 53.9048
1990 | 43.5000 | 42.7736 | 50.2929 | 51.1185
1991 | 41.0305 | 41.2746 | 48.6665 | 49.6510
1992 | 37.7968 | 38.5453 | 46.3749 | 47.3018
1993 | 37.8392 | 38.4875 | 45.8914 | 46.8238
1994 | 32.9847 | 34.5458 | 42.3089 | 43.8095
1995 | 33.3388 | 34.8762 | 41.7007 | 43.3204
1996 | 31.9151 | 33.0010 | 40.4298 | 41.8140
1997 | 29.4501 | 30.0061 | 37.1044 | 38.3244
1998 | 28.3448 | 28.7321 | 35.7951 | 36.6770
1999 | 27.6352 | 27.7251 | 33.9828 | 34.8693
2000 | 24.2135 | 24.4260 | 31.0374 | 32.1054
2001 | 22.1046 | 23.0127 | 28.9394 | 30.1679
2002 | 21.5736 | 21.8285 | 26.6834 | 27.6643
2003 | 23.0735 | 21.9590 | 26.2837 | 26.9868
2004 | 11.9468 | 12.9058 | 18.0421 | 18.6627
2005 | 12.8274 | 12.6879 | 17.7265 | 18.2806
2006 | 8.0850 | 9.1249 | 12.9510 | 13.7052
2007 | 6.0124 | 6.6177 | 10.7220 | 11.1188
2008 | 6.2080 | 6.9535 | 8.9402 | 9.3120
2009 | 4.6776 | 5.6000 | 6.7553 | 7.3703
2010 | 2.0019 | 2.7790 | 4.2632 | 5.0213
2011 | -2.4021 | -0.7252 | -0.0491 | 0.8941
2012 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
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