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PREMIERE PARTIE : CADRE THEORIQUE

INTRODUCTION

Mon étude a pour objectif de démontrer que des éleves de cycle 1 peuvent progresser
sur la notion de conceptualisation du nombre grace a la manipulation dans une démarche

d’investigation en mathématiques.

Le choix de faire cette recherche se justifie par le fait que la manipulation a pris une
place fondamentale a 1’école maternelle dans les programmes de 1I’Education Nationale
publiés en 2015. Il me semblait intéressant de pouvoir mettre en avant une démarche autour
de la manipulation pour observer son impact sur la progression des éléves en mathématiques.
Etant professeur des écoles stagiaire, cela me permettra également d’axer mon enseignement

autour de la manipulation pour faire acquérir aux éleves de nouvelles notions.

J’ai mené cette expérimentation en Moyenne Section : les éléves commencent a
construire les premiéres représentations du nombre qui leur serviront tout au long de leur

scolarité.

Dans une premicre partie, j’aborderai le cadre théorique, issu de différents ouvrages
pédagogiques. Cette partie permettra de découvrir le point de vue de différents courants

théoriques sur la conceptualisation du nombre et son apprentissage.

Dans un deuxiéme temps, il s‘agira de prendre connaissance de ma démarche
méthodologique : je présenterai la population étudiée, le matériel et la procédure utilisée pour

verifier mes hypotheses.

Une troisieme partie sera consacrée a I’analyse de mes résultats, la critique de mon
étude et enfin a la conclusion qui me permettra de répondre a la problématique de ma

recherche.




1. QUELQUES DEFINITIONS POUR MIEUX COMPRENDRE

Nombre, chiffre, dénombrer, compter, 1’ensemble de ce vocabulaire est utilisé au quotidien
par les enseignants. Cependant, selon les études menées par la chercheuse en pédagogie des
mathématiques Stella Baruk en 2003, de nombreux enseignants ne sont pas capables de

donner une définition précise de ces termes.

1.1. Qu’est-ce qu’un nombre ?
D’apres Stella Baruk, « un nombre est un élément d’un ensemble de nombres » (2003 p.28).
Cette definition est quelque peu abstraite et, selon Baruk, « frustrante » (2003, p.28). Elle
nous conduit a approfondir nos recherches sur la compréhension des ensembles de nombres.
D’apres le didacticien des mathématiques et membre de 1’équipe ERMEL Roland Charnay, il

existe « différents ensembles de nombres inclus les uns dans les autres » (2013, p.10).

N : ensemble des nombres entiers naturels Z : ensemble des nombres entiers relatifs

@ : ensemble des nombres rationnels D : ensemble des nombres décimaux
Nombres qui peuvent s’écrire sous la forme 4 | Nombres qui peuvent s'écrire sous la forme i,;,
avec a et b entiers relatifs (avec b # 0) avec a entier relatif et n entier naturel

R : ensemble des nombres réels
Nombres rationnels et irrationnels

Figure 1- Représentation des ensembles de nombre

A T’école maternelle, I’apprentissage des mathématiques s’appuie sur le vécu des éleves.
Aussi, les nombres utilisés sont ceux que les enfants rencontrent hors de I’école et a 1’école,
ceux qui leur permettent de compter des objets ou des personnes. Cet ensemble de nombres
est appelé « ensemble des nombres entiers naturels » et est désigné en mathématiques par la
lettre [,



1.1.1. Les fonctions du nombre : A quoi sert le nombre ?
Pour que les éléves puissent accéder a la compréhension du nombre. Ils doivent en saisir le
sens et ['usage.
En 2006, les enseignants Ney, Rajain et Vaslot, définissent trois fonctions du nombre :
(Ney, Rajain, & Vaslot, 2006)

e « Les nombres servent a mémoriser les quantités et a construire ainsi des collections
ayant le méme nombre d’éléments, sans la présence explicite de la collection de
référence. » ;

e «Les nombres servent a comparer les quantités sans la présence explicite des
collections. » ;

e « Lesnombres servent a agir sur les quantités sans la présence explicite des collections
de référence (a les transformer, les réunir, les partager, donc a calculer) ».

Les ¢leves devront progressivement apprendre a résoudre des situations d’apprentissages

impliquant ces trois fonctions.

1.1.2. Les représentations du nombre
D’aprés Dominique Pernoux, ex-formateur en mathématiques a I’'IUFM d’Alsace, il est
primordial d’offrir aux éleves différentes représentations du nombre. Selon Charnay et le
didacticien Raymond Duval, il est important de développer chez les éléves de maternelle la
capacité a passer de 1’une a I'autre des représentations, c’est ce que Charnay appelle le

transcodage. (Charnay, 2013).

Supports
calenidrier ;
bandes numeériques (pistes numenoées) ;
tabdear: des nombres ;
Comphewrs ;
calculsinice ;
monnaie

Représentation du nombre
daoigls ;

conssellations ;

collections #moins ;

goaques

Figure 2 - Les différentes formes de représentations du nombre et les quantités



Il existe donc trois facons de représenter des nombres :

Diverses représentations du nombre

Forme imagee / \ Signes et assemblages de signes
= collections- témoins / X
Inorganisées Organisées Forme écrite
¥ <

* Constellations Doigt | e son « sept » / N

* ® | e )
% * ° e L w Le mot Le chiffre 7

X

« sept »

x X

1.2. Qu’est-ce qu’un chiffre ?

Avant de définir un chiffre, il est intéressant de rappeler que I’homme n’a pas toujours eu
besoin d’utiliser 1’écriture chiffrée. Une 1égende raconte que pour compter ses moutons, un
berger mettait dans un panier autant de cailloux que de moutons. C’est ce que I’on appelle la
correspondance terme a terme : un caillou correspondant a un mouton. Seulement, ce systéme
finit par atteindre ses limites ; I’expression des grandes quantités étant fastidieuse. Avec les
civilisations Egyptienne, et Romaine, on voit naitre des écritures du nombre sous forme de
symboles. Chaque symbole représentant une quantité.

Il existe différentes numérations : I’additive chez les Egyptiens, 1’hybride chez les Romains.
En France, nous utilisons actuellement la numération de position, c’est un systeéme d’écriture
des nombres qui utilise un nombre limité de chiffres : {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, mais en fonction
de la position des chiffres, la quantité exprimée change.

Exemple : 52 est différent de 25

1.3. Qu’est-ce que compter ?
D’apres les didacticiens des mathématiques, Fabien et Fabienne Emprin « Dans le langage
courant, 1’action de compter correspond a réciter ce que I’on nomme comptine numérique :
un, deux, trois ...c’est énoncer la suite des mots-nombres ». (Emprin, 2010 ; Durpaire et
Mégard, 2010 p.23) Charnay, précise que compter « c’est énumérer en désignant chacun des

objets par un nombre, dans I’ordre de la suite des mots-nombres et en commencant par un »
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(2013 p 17). Ces trois auteurs s’accordent pour dire que savoir compter n’est pas la scule
capacité que les éleves doivent acquérir. Pour Fabien et Fabienne Emprin, « cette action de
récitation n’est qu’une partie de ce que I’¢éléve doit étre capable de faire pour dénombrer des
quantités en comptant : le comptage-dénombrement » (Emprin, 2010 ; Durpaire et Mégard,
2010 p.23). A ce stade de I’apprentissage, les éléves de maternelle ne sont pas encore
capables d’utiliser les fonctions du nombre. Or, comme le précisent les chercheurs du groupe
ERMEL, au cycle 1 « le but que nous poursuivons [...] se situe dans la prise de conscience de
I’utilité du nombre. » (Charnay et al, 2005 p. 39)

1.4. Qu’est-ce que dénombrer ?

Fabienne et Fabien Emprin définissent le dénombrement comme étant la capacité a « extraire
le nombre de » (Durpaire et Mégard, 2010 p.23). Charnay précise que « c’est une activité qui
consiste a déterminer le nombre des éléments d’une quantité » (2010 p.17). Selon les
didacticiennes des mathématiques, Cerquetti-Aberkane et Marilier, « cette connaissance est
proche des notions autant que, plus que, moins que » (Cerquetti Aberkane & Marilier).

Dénombrer, ¢’est avoir compris que le nombre traduit une quantité. Le r6le des enseignants de
Moyenne Section va étre de proposer des situations d’apprentissage visant a conduire
progressivement les éléves vers ce concept, en adaptant leur pédagogie aux capacités des

différents éleves.

2. L’ENFANT ET LE NOMBRE
Aujourd’hui, pour faire acquérir au mieux ces notions aux éléves de 1’école maternelle, il
convient de s’interroger sur les différentes études menées au sujet de I’acquisition du nombre

chez I’enfant.

2.1. La construction du concept de nombre avant Piaget

Depuis Pythagore et jusqu’au 19° siecle, il existait une thése affirmant que les nombres
naturels étaient innés chez I’homme. Ce concept se trouvait encore dans les Cahiers de
pédagogie moderne (Ed. Bourrelier, 1958) ot I’on pouvait encore lire : que « c¢’est du concept
de cet enfant vierge que doit normalement partir une réflexion qui veut aboutir a I’¢laboration
d’une méthode et d’une progression valable pour I’enseignement du calcul au CP » (Charnay
etal., 2005).

Les programmes de 1945, stipulent que « dans 1’enseignement au CP, ’apprentissage des
nombres doit se faire par I’observation de collections, d’objets simples ou usuels, maniés ou

dessinés [...]. Pour avoir véritablement la notion d’un nombre, il faut pouvoir le reconnaitre
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sous ses aspects divers ; connaitre son nom, sa figure, sa constitution. ». Malheureusement,
avec ces méthodes, on s’apercoit que « le nombre est souvent confondu avec la collection :

c’est a la fois un mot, un signe, une collection, une constellation » (Charnay et al., 2005 p.

19).

2.2.La construction du concept de nombre selon Piaget
C’est a cette époque que Piaget, psychologue suisse, et son éleve Szeminska développent une
théorie que Piaget décrit dans La genése du nombre chez [’enfant en 1941, Dans cet ouvrage,
I’auteur s’intéresse au processus de développement de la pensée enfantine jusqu’a
I’adolescence et conclut qu’il se scinde en différents stades. Le passage d’un stade a un autre
résulte d’une instabilité due a des situations provoquant un conflit intellectuel. En ce qui
concerne le nombre, Piaget a démontré que ce concept fait appel a des constructions
préalables présentes chez 1’enfant. Il n’est pas intuitif comme on pouvait le penser avant. Il
déclare que le nombre est la syntheése des structures de classification et d’ordre (aspect
cardinal et ordinal). Ses expériences montrent que la construction de chacun de ces aspects
passe par un certain nombre d’étapes obligatoires. Leur ordre est fixe mais leur durée peut

varier selon les enfants.

2.2.1. L’aspect cardinal : Acquisition de la notion de conservation
Pour construire ’aspect cardinal, Piaget préconise dans un premier temps d’utiliser une
collection d’objets similaires. L’épreuve a laquelle est soumise 1’enfant vise a mettre en avant
la notion de conservation. Il est vain pour 1’éleve de compter une quantité s’il n’est pas
convaincu de la conservation de la quantité. Par exemple, on présente a un enfant une
collection A. On lui demande de construire une méme collection B. Dans un second temps, on

dispose cette collection différemment (B”), comme le montre le schéma suivant :

A e e e @ 00 © © A @O0 @0 @@ © o
B oooooo oo B' PP

L’enfant doit comprendre que la disposition de la collection a changé mais que la quantité de
celle-ci est la méme. Cette certitude peut se traduire par les énoncés tels que nous »n’avons
rien enlevé, ni rajouté ou par le processus de correspondance des collections d’abord

visuellement, puis par comparaison de chacun des termes.

2.2.2. L’aspect ordinal : Acquisition de la capacite de sériation



Pour construire 1’aspect ordinal, I’enfant doit développer la capacité de sériation, il s’agit par
exemple de ranger des objets par longueur croissante. La difficulté la plus récurrente dans le
concept de sériation est I’intercalation. L’enfant va voir qu’un objet est petit ou grand mais il

n’est pas aisé pour lui de passer a des considérations relatives du type plus grand que.

2.3. De nouvelles recherches
Des recherches plus récentes ont vu le jour en 1978 avec le couple R. Gelman, professeur de
psychologie et C.R. Gallistel, spécialiste des processus cognitifs de 1’apprentissage et de
neurobiologie. Ces auteurs analysent, de facon empirique, les capacités de comptage de
I’enfant. L’activité de comptage serait selon eux, gouvernée par cing « principes » permettant
de déenombrer.

1) Le principe d’ordre stable : la liste de la chaine numérique est une liste fixe

2) Le principe de correspondance terme a terme : chaque objet pointé doit étre mis en

correspondance terme a terme avec un mot de la liste.

3) le principe cardinal : le dernier mot-nombre prononcé désigne le cardinal de I’ensemble

des objets contenus dans la collection.

4) Le principe d’ordre indifférent : 1’ordre dans lequel les éléments d’une collection sont

énumérés n’affecte pas le comptage.

5) Le principe d’abstraction : on peut compter des objets de natures différentes.
Selon R. Gelman et C.R. Gallister, ces principes sont présents implicitement chez I’enfant dés
I’age de trois ans : bien plus tot que ce que prévoyait Jean Piaget. Cependant, c’est leur mise
en ceuvre simultanée qui poserait probléme au jeune enfant. Cette étude, fait nettement
apparaitre le role de la liste numérique comme outil de dénombrement et I’importance de la
reconnaissance globale de petites collections (subitizing). Elle sera appuyée par des
recherches plus récentes, notamment celles menées en 2013 par M. Fayol qui apportent un

jour nouveau sur les pratiques de comptage et de calcul de I’enfant.

3. L’ENFANT ET LA CONSTRUCTION DU NOMBRE

3.1. Les attentes institutionnelles : Programme de I’école maternelle 2015
Le bulletin officiel spécial n°2 du 26 mars 2015 publié par le Ministére de 1’Education
Nationale précise les attentes ministérielles vis-a-vis de 1’école maternelle : elle « doit
conduire progressivement chaque éléve a comprendre que les nombres permettent a la fois
d’exprimer des quantités (usage cardinal) et d’exprimer un rang ou un positionnement dans

une liste (usage ordinal) » (p. 3).



Le bulletin officiel fixe des objectifs, ainsi qu’un cadrage ; les progressions. En fin d’école
maternelle, les éleves doivent étre capables :
e « D’évaluer et comparer des collections d’objets avec des procédures numériques ou

non numeériques.

De reéaliser une collection dont le cardinal est donné. Utiliser le dénombrement pour
comparer deux quantités, pour constituer une collection de taille donnée ou pour
réaliser une collection de quantité égale a la collection proposée.
e Dr’utiliser des symboles analogiques, verbaux et écrits, conventionnels ou non
conventionnels pour communiquer des informations orales et écrites sur une quantité.
e D’avoir compris que le cardinal ne change pas si on modifie la disposition spatiale ou
la nature des éléments
e Quantifier des collections jusqu’a dix au moins ; les composer et les décomposer par
manipulations effectives puis mentales. Dire combien il faut ajouter ou enlever pour
obtenir des quantités ne dépassant pas dix.
e Dire la suite des nombres jusqu’a trente. Lire les nombres écrits en chiffre jusqu’a
dix » (M.E.N, 2015, p. 15)
L’enfant arrive a I’école maternelle avec des connaissances sur le nombre, néanmoins il n’en
a pas encore saisi la fonction. L’école doit construire le concept de nombre chez les éleves en
s’appuyant « sur la notion de quantité, sa codification orale et écrite, I’acquisition de la suite

orale des nombres et I’'usage du dénombrement. » (MEN, 2015 p 13 et 14).

3.2.L’apprentissage du dénombrement.
Lors des premieres manipulations, les enfants, par manque de connaissance sur le nombre,
vont utiliser des procédures non numériques, pour comparer des collections, notamment la
correspondance terme a terme ou [’estimation globale pour comparer des collections.
Progressivement, comme le précise, Ney, Rajan et Vaslot en 2006, I’enfant doit passer de la
« débrouillardise a 1’usage du nombre » (Ney et al., 2006, p .32). L’enseignant doit apporter
aux éleves des situations d’apprentissages favorisant 1’'usage du nombre en mettant a distance
les procédures « sensori-motrices ». (Ney et al, 2006 p 32). Aussi, pour développer le recours
au nombre, il faut proposer des situations-problemes faisant appel a la mémorisation,
I’anticipation ou la comparaison. L’enseignant veille toujours a proposer des situations

adaptées au niveau des éléves.

3.2.1. Mémoriser la suite numérique jusqu’a 30



Normalement acquise entre 2 et 6 ans, la suite orale des nombres est utilisée dans des
situations de dénombrement. Selon la didacticienne des mathématiques, Karen Fuson, les
procédures de dénombrement sont fortement liees a la maitrise de la suite numérique. Elle
définit quatre niveaux d’acquisition :

o Niveau 1: Le niveau chapelet (undeuxtrois) :
Les mots sont énoncés les uns a la suite des autres. Lors d’un dénombrement, il existe des
problémes de coordination entre le geste et la récitation. L’éléve rencontre des difficultés a
associer un mot-nombre a chaque objet.

o Niveau 2 : Le niveau de la chaine insécable :
Tous les mots sont distincts, mais la chaine est un ensemble. L’éléve sait dire la suite en
commencant par un, mais la récitation a partir d’un autre nombre reste difficile. A ce stade,
les éléves sont capables de dire la suite des nombres, en s’arrétant a un nombre défini mais cet
exercice reste encore complexe.

o Niveau 3 : Le niveau chaine sécable :
Les ¢éléves sont capables de compter a partir d’un nombre (différent de un), jusqu’a un autre
nombre fixé a I’avance. IIs sont également capables de compter a rebours.

o Niveau 4 : Le niveau chaine terminale :
Les nombres sont connus et distincts les uns des autres. Les €léves sont capables d’avancer ou

de reculer.

En 2007, Brissiaud et Fuson s’accordent a dire que connaitre la suite numérique n’est pas
savoir dénombrer. Aussi, Brissiaud rajoute que 1’enfant doit d’abord comprendre comment se
forment les nombres avant de connaitre leurs noms. Les activités de dénombrement proposées
seront établies en lien avec les connaissances de la suite numérique des éléves. Ainsi, lors des
situations de manipulation, I’enseignant veillera a proposer une tache en lien avec la
connaissance de la suite numérique. Si I’éléve connait la suite numérique jusqu’a 10, le
dénombrement ne devra pas excéder 10. La suite numérique ne doit pas étre un frein a la
compréhension de dénombrement.

Afin de poursuivre 1’apprentissage de la comptine, 1’enseignant proposera des situations
d’apprentissage spécifiquement liées a I’apprentissage de la suite numérique, afin que chaque

éleve en fin de cycle 1 la maitrise jusqu’a 30.

3.2.2.  Dénombrer une quantité en utilisant la suite orale des nombres connus

3.2.2.1. Le comptage



Pour réussir le dénombrement d’une quantité, les éleves doivent maitriser 1I’énumération. Elle
consiste & mettre en place une procédure visant a organiser sa réflexion en associant objet et
pointage. Le but est de rapprocher un objet a un pointage en les pointant une seule fois. Les
procédures d’énumération sont liées a la nature de la collection, a son organisation spatiale, et
au fait que les objets soient déplacables ou non. Comme vu précédemment, ils doivent
également, maitriser les cing « principes » énoncés par Gelman et Gallister.

Lors de la mise en place d’activités de dénombrement de collections, 1’enseignant doit étre
vigilant aux situations proposées a ses éléves. Selon Brissiaud, les éléves doivent avoir
recours au « comptage-dénombrement » et non au «comptage-numérotage ». (Brissiaud,
2007, p.29).

Le principe de cardinalité s’acquiert également par le comptage rapide, appelé « subitizing »
ou reconnaissance perceptive immediate des petites quantités. Selon Charnay, le subtizing est
« la capacité a estimer tres rapidement (quasi instantanément) et de facon slre et précise de
tres petites quantités (de 1a 3 objets parfois 4), a condition que les objets soient facilement
individualisés » (Charnay, 2013, p.30). Selon Brissiaud, le subitizing joue «un réle crucial
dans I’accés a 1’idée de totalisation et de nombre » (Brissiaud, 2007, p.33).

Il est important de créer des images mentales, et de présenter aux éléves différentes
représentations de la quantité par 1’intermédiaire de constellations de dés, de doigts, de
batons, etc. appelées collections témoins. Ceci explique I’intérét des affichages avec les

mains, les dés et un nombre d’objets représentant le méme nombre a I’école maternelle.

3.2.2.2.  Les collections témoins

Il existe de nombreuses fagons de représenter les nombres de fagcon non linguistique, c’est ce
que I’on appelle la collection témoin. Elle permet de mettre en correspondance terme a terme
les éléments d’une collection de départ avec une autre collection. On décompose le nombre en
un, puis un, puis un etc. Cela favorise la création mentale d’une représentation du nombre.
Les chercheurs Baruk, Fayol et Brissiaud, partagent 1’idée qu’il est primordial de construire le
nombre a travers des représentations figuratives.

La collection de doigts est I’'une des collections témoins les plus utilisées. Fayol, lui attribue
un réle de médiateur du fait de son caractére kinesthésique. Malgré cela, Brissiaud pense que
les configurations de doigts peuvent étre un frein a la compréhension.

En effet, pour certains enfants, cette représentation de la quantité trois par la constellation des

doigts peut étre pergue comme un pouce, un index et un majeur. Cette présentation peut
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s’avérer étre un obstacle a la compréhension et a 1’acquisition du nombre. A contrario, la

quantité représentée avec 1’image de trois coccinelles, comme ci-dessous :

fait référence a une seule et méme image, celle d’une coccinelle représentée trois fois. Il est
indispensable d’apprendre a créer des liens entre les différentes représentations du nombre

pour en construire le sens.

3.2.3. Associer le nom des nombres connus avec leur écriture chiffrée

Selon Emprin, les éléves a 1’école maternelle percoivent les écritures chiffrées comme des
images, au méme titre que les collections témoins. 1l est important de travailler le transcodage
pour qu’ils aient différentes représentations de la quantité. L’auteur souligne également
I’importance de la manipulation de « quantités réellement présentes » (Emprin, 2010 ;
Durpaire et Mégard, 2010 p.23) plutdt que des dessins de collections.

Pour les éleves, le fait de fréquenter différents supports présentant des nombres favorise
I’apprentissage des éléves. Les calendriers, les affichages, les bandes numériques, des jeux de
loto, de dominos, de cartes traditionnelles, de dés sont autant de support d’apprentissage a

exploiter lors des situations d’enseignements.

3.3. Les différentes situations de vie de classe et I’usage du nombre
En 2005, les chercheurs du groupe ERMEL, ont défini différentes situations
d’apprentissages : La situation dite « fonctionnelle » qui s’appuie sur le vécu en classe, la
situation dite «rituelle » et la situation dite « construite ». Pour cette derniére, c’est la
séquence d’apprentissages que le professeur des écoles congoit pour viser un apprentissage
précis. Elle peut viser des objectifs différents en fonction des moments ou elle est mise en
place.
o Objectif de construction ou de découverte d’une connaissance (phase de
recherche et d’acquisition du savoir)
o Objectif de maitrise (phase d’entrainement)
o Objectif de transfert (phase de réinvestissement)
o Objectif de prise de conscience des compétences (phase d’évaluation)
Lorsque I’on aborde un nouvel apprentissage, il est intéressant de rechercher des situations
permettant a ’enfant de vivre réellement le probléme en mettant en jeu I’aspect sensori-

moteur.
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4. LESDIFFERENTES ETAPES DE L’APPRENTISSAGE MATHEMATIQUE

En 2006, la didacticienne des mathématiques, Catherine Berdonneau défini trois étapes dans

I’apprentissage des mathématiques :

e La phase d’activité motrice qui implique tout le corps. Ce sont les situations-

mathématiques vécues en salle de motriciteé.

Exemple d’activité : Jeu dansé « il était un bergere... »

e La phase d’activité restreinte qui n’utilise que les membres supérieurs du corps

(doigts, main, poignet) et 1’espace se reduit.

Exemple d’activité : Jeu de doigts « voici ma main... »

e La phase de la représentation mentale (ou phase d’abstraction). C’est une phase

intériorisée qui met en évidence les différents liens établit par 1’éléve. Cette étape

permet de valider 1’acquisition des concepts. Elle est primordiale dans I’acquisition du

vocabulaire. La situation peut utiliser la manipulation mais 1’action ne peut étre réussie

que si I’¢leve a établi des liens entre les différentes activités.

Exemple d’activité : Jeu de marchande « apporte moi quatre assiettes... »

Ces differentes phases de mise en action de I’enfant lui permettent d’appréhender la notion

mathématique au niveau sensoriel et moteur. Pour Piaget, c’est en interaction avec son

environnement que I'enfant construit ses premiers raisonnements.

5. LA MANIPULATION AU SERVICE DE L’APPRENTISSAGE MATHEMATIQUE
5.1. Définition

D’aprés le dictionnaire Larousse, la manipulation est « I’action de soumettre quelque chose a

des opérations diverses, en particulier dans le but de recherche ou d’apprentissage ».

Cette définition attribue a la manipulation la notion d’apprentissage. Cependant, comme le

précise Berdonneau c’est grace a la maniere dont le maitre exploite les supports de

manipulation que I’éléve va pouvoir assimiler la connaissance.

5.2. Les stades sensori-moteur et préopératoire chez Piaget

Selon Piaget, les éléves de 1’école maternelle passent par deux grands stades : le stade sensori-

moteur et le stade préopératoire. En ce qui concerne le stade sensori-moteur, Piaget pense que,

sur la base de leurs comportements innés et aléatoires, les bébés seraient en mesure de

coordonner des informations sensorielles et motrices pour résoudre des problemes simples. Il

s’agit donc d’une construction de D’intelligence a partir des sens, de I’action et des

12

Phase

| d’actio




déplacements qui précedent le langage. Pendant la période de la naissance de 1’enfant jusqu’a
ses deux ans environ, se produisent les changements les plus rapides et fondamentaux de son
développement. Piaget observe que les changements de ce stade se divisent en six sous-stades,
ou les actions réflexes vont devenir, par répétition, des actions intentionnelles :
e L’enfant exerce ses réflexes.
e L’enfant utilise des réactions circulaires primaires : il répéte des actions qui lui sont
agréables.
e L’enfant utilise des réactions circulaires secondaires: il répete des actions qui
produisent des résultats qui I’intéressent. Il n’a pas encore d’objectifs.
e L’enfant utilise des comportements orientés vers un but.
e L’enfant utilise des réactions circulaires tertiaires: il explore et découvre
intentionnellement le monde qui I’entoure.
e L’enfant utilise des combinaisons mentales : il se représente mentalement et anticipe
le résultat d’une action.
On comprend alors que I’action de I’enfant sur les objets qui 1’entourent va développer sa
pensée et son rapport au monde.
Le stade préopératoire, c’est l'intelligence par la représentation. L’enfant développe le
langage, il est capable de penser en terme symbolique, de se représenter des choses a partir de
mots ou de symboles. L’enfant saisit aussi des notions de quantité. Ce stade apparait entre 2 et
7 ans ; I’enfant peut alors se représenter des actions passees ou futures grace a la fonction
sémiotique. Le langage détient donc une fonction importante pour structurer la pensée de
I’enfant, mais 1’action reste primordiale pour qu’il continue d’explorer celle-ci sur les objets
et son pouvoir d’anticipation : « L’apprentissage se construit a partir des actions intériorisées
du sujet sur le réel. Donc apprendre, c’est dépasser les actions sensori-motrices afin d’accéder
a des opérations mentales qui favorisent I’anticipation et la conceptualisation. Le matériel est
nécessaire a condition que le probléme posé, c’est-a-dire les contraintes imposées, soit

pertinent pour forcer ces opérations. » (Ney et al, 2006, p. 33).

5.3. Enjeux
D’aprés Catherine Berdonneau, il existe trois raisons de développer 1’usage de la
manipulation :
e (’estun outil d’aide a I’¢laboration de représentations mentales.
Le fait de passer par I’aspect kinesthésique va faciliter la mémorisation mais va

également permettre a 1’éléve d’élaborer des concepts.
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e FElle permet un apprentissage spécifique et libere 1’¢éléve de toutes contraintes
extérieures (graphie, collage, découpage. Etc.).
Les éléves, libérés des contraintes extérieures, peuvent centrer leur attention
sur la tache a accomplir, et la répéter a plusieurs reprises.

e FElle est un outil d’évaluation de progres pour 1’enseignant.
De par I’observation des actions des ¢éléves, 1’enseignant peut suivre et analyser

les démarches mentales de I’enfant.

5.3.1. Un outil au service de I’enseignant

Selon Catherine Berdonneau en 2005 et Thierry Dias, plus tard, en 2012, la manipulation est
primordiale pour I’enseignant et pour 1’¢éléve. Il s’agit d’un outil qui met 1’éléve dans une
situation d’apprentissage effective. Il pourra s’engager davantage dans une action réelle,
différente de I’action symbolique et schématique que I’on retrouve avec un travail sur fiche. Il
va y trouver une aide pour élaborer des représentations du nombre. De plus, il constitue un
indicateur de vigilance car la manipulation ne laisse pas la place au « faire semblant » qui sera
facilement décelable par I’enseignant. Celui-ci pourra suivre, de fagon fiable, le raisonnement
de I’éléve qui procédera par essai-erreur. Par conséquent, la manipulation dans la situation
d’apprentissage fournira au professeur des écoles une évaluation siire et généralement aisée.
En effet, I’observation des gestes et des manipulations entreprises par les €léves lors d’une
tache de dénombrement est révélatrice pour I’enseignant des acquis ou des procédures en
cours d’acquisition chez I’¢éleve. Elle va permettre a I’enseignant de proposer des activités
annexes visant a la consolidation des pré-requis. Elle facilite ainsi la gestion de
I’hétérogénéité de la classe, et permet de mettre en place une différenciation en fonction du
niveau des éleves afin de les faire progresser vers la réussite.

Pour des éleves en difficulté de langage 1’utilisation de supports de manipulation permet a des
situations mathématiques de prendre sens malgré 1’obstacle du langage. Cependant, le support
de manipulation ne contient pas le savoir. L’apprentissage nécessite une médiation de
l'enseignant. C’est grace a la manicre dont le maitre exploite les supports de manipulation que

I’¢éleéve va pouvoir assimiler la connaissance correspondante.

5.3.2. Outil au service de I’éléve
Berdonneau relate différents avantages a mettre en place la manipulation dans les
apprentissages mathématiques. Elle répond a un besoin sensoriel et permet de s’adapter aux

differentes facons de penser de I’enfant. Elle canalise 1’attention et permet un meilleur
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apprentissage facilitant ainsi 1’élaboration des concepts. Elle libere des taches diverses qui
n’ont pas de lien avec I’apprentissage mathématique. Elle permet de répéter 1’action autant de
fois que nécessaire. Elle donne place aux erreurs, développe 1’autonomie, permet la validation
et favorise I’anticipation.

Francois Boule, formateur en mathématiques, considére la manipulation comme une source de
motivation. L’usage de matériel permet a 1’enfant de se libérer ’esprit et va favoriser
I’émergence d’initiatives personnelles (essai/erreur).

L’enseignant doit rester attentif a I’emploi du matériel car la manipulation est nécessaire mais
n’est pas source d’apprentissage. En effet, si I’enfant joue sans aucun but, il manipule mais
I’action n’est pas finalisée, il n’y a pas d’enjeu : I’éléve n’élabore pas de stratégies. Pour
permettre ’apprentissage, il faut mettre en place des contraintes pour forcer les éléves a
anticiper leur action, cela se traduit par une mise en situation de résolution de probleme

I’obligeant a s’investir intellectuellement.

6. LA MANIPULATION AU SERVICE DE LA RESOLUTION DE PROBLEME

Selon Ney et al., « Le fondement de 1’apprentissage des mathématiques est la résolution de
problémes. Les éléves apprennent des mathématiques parce qu’ils résolvent des problémes
construits a cet effet. La résolution de problémes est non seulement possible, mais souhaitable
dés D’école maternelle. » (2006, p. 32). D’aprés les chercheurs du groupe ERMEL
I’enseignant, peut proposer aux éléves une résolution de problémes selon trois types de
situations. Elles peuvent étre construites par I’enseignant, rituelles ou encore fonctionnelles ;

lorsqu’il s’agit d’un probléme vécu, qui se pose dans la réalité de la classe.

6.1. Enjeux
Le réle premier de la mise en place de résolutions de problémes est de donner du sens aux
apprentissages. En effet, les différentes conditions de mise en ceuvre de situation de résolution
problémes « permettent d’affirmer que les nouvelles connaissances construites ont un sens
pour ’¢éléve parce qu’elles sont une réponse a la nécessité de remettre en cause les procédures
acquises qui ne sont plus suffisantes pour résoudre le probléme » (Ney et al, 2006, p. 34)
comme les procédures antérieures ne sont plus suffisantes, se produira alors un conflit
sociocognitif chez 1’éléve lorsqu’il se rendra compte que sa procédure ne fonctionne pas dans
ce cas-la. Le travail en groupe permettra de faire évoluer ses procédures de recherches. Cette

recherche, facilitte par la manipulation, tient également une place primordiale car
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I’enseignant doit permettre a I’enfant de rechercher et tester plusieurs réponses pour mieux les

rejeter si nécessaire afin de construire lui-méme son savoir.

6.2. Mise en ceuvre
Afin d’éveiller la curiosité des €léves, ’enseignant doit mettre en scéne une fiction pour
lancer la situation probléme. Selon le principe de zone proximale de développement
développée par Lev Vygotski, I’enseignant devra mettre en place une activité qui impose des
contraintes, mais celles-ci doivent rester surmontables pour que 1’éléve s’implique dans la
tache et en tire un apprentissage. Ces contraintes doivent étre incontournables pour que
I’enfant soit en situation d’apprentissage concréte, pour qu’il soit confronté a un nouveau
savoir. L’enseignant, tout comme 1’¢éléve, doit avoir recours a I’anticipation pour adapter ses
contraintes au savoir qu’il souhaite développer chez ses éléves. Cette situation vise a prouver
que le nouvel apprentissage est le moyen le plus efficace pour résoudre le probleme propose.
L’enseignant développe chez ses ¢éleves la prise d’initiative, il n’intervient que pour verbaliser
les procédures avec ses éléves. Ces échanges permettront a I’enseignant de mettre en avant les
réussites, ou les difficultés rencontrées par les éleves. Le didacticien Thierry Dias, accorde
une place prépondérante a cette phase de verbalisation. Car celle-ci permet de mettre en avant

la procédure correcte facilitant I’émergence de la notion travaillée.

7. LE LANGAGE DANS LA COMPREHENSION DES TACHES MATHEMATIQUES

Comme le rappelle le document d’accompagnement des programmes de 2002 cycle 2 deux
langages sont utilisés en mathématiques, le langage usuel et le langage mathématique. En
maternelle, «les problemes doivent le plus souvent étre présentés aux éléves sous forme
orale, si possible en appui sur une situation matérialisée. La méme remarque peut étre faite,
quel que soit le cycle, pour les éléves dont le frangais n’est pas la langue maternelle et que le
recours trop fréquent a des supports écrits risque d’exclure des activités mathématiques. »
(Ministére de la Jeunesse, 2003 p.8). Certains éléves rencontrant des difficultés de langage
peuvent étre bloqués face a des situations mathématiques, non pas parce qu’ils ne savent pas
faire, mais parce que la langue fait obstacle a leur compréhension de la tache. Selon Stella
Baruk, la verbalisation est essentielle a la compréhension. Il faut « faire dire ce qui est ‘dans
la téte’ » (Baruck, 2003, p. 41) pour mettre en place une procédure de résolution de
problémes. Cela signifie qu’a travers les activités de résolution de problémes et la mise en
place de manipulation, nous allons débuter un apprentissage précis du langage mathématique :

plus que, autant que, moins que.
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8. L’EMERGENCE DE LA PROBLEMATIQUE
Au vu des éléments présentés ci-dessus, j’émets la problématique suivante: en quoi la
manipulation dans la démarche d’investigation mathématique permet-elle de faire progresser

les éleves de Moyenne Section de maternelle dans leur conceptualisation du nombre ?

Afin de répondre a cette problématique, j’émets une premiére hypothése selon laquelle la
manipulation favorise la représentation du nombre. En effet, travailler la notion de nombre a
travers une collection d’objets lui permet d’agir sur le nombre-collection et d’observer les
résultats de son action de maniere concréte. Par ailleurs, la manipulation au sein de la
résolution de problemes permet une meilleure compréhension : elle donne du sens, elle pousse
I’éléve a se poser des questions, ce qui signifie qu’il s’approprie le probléme et est engagé

dans la recherche d’une nouvelle connaissance.

Ma deuxieme hypothese concerne la place importante que prend la verbalisation dans la
conceptualisation du nombre. Elle permet a 1’éléve de structurer sa pensée et permet a
I’enseignant de faire émerger les difficultés des éleves et d’aider ceux-ci a les surmonter. La
verbalisation permet également aux éléves en difficulté de mettre en ceuvre des procedures

trouvées par les autres.

DEUXIEME PARTIE : PRESENTATION DE LA METHODE

9. METHODE

9.1. Participants
La population étudiée est une classe a double niveau, composee de vingt-neuf éleves de Petite
et Moyenne sections, dont huit filles et vingt-et-un garcons. Cette classe est située dans une
école maternelle semi-urbaine a laquelle s’ajoutent deux autres classes. J’ai mené mon
expérimentation sur le groupe de douze éleves de Moyenne Section pour étudier des situations
plus complexes sur les nombres et pour faciliter ma collaboration avec Marjorie Souillard
concernant les recherches théoriques. Cette derniére travaille avec des éléves de Grande
Section en réseau d’aide prioritaire ; le niveau entre nos deux classes étant sensiblement
équivalent. Parmi ces douze éleves, il y a quatre filles et huit garcons. Ils ont, pour la plupart,
un bon niveau : seulement deux éleves de ce groupe rencontrent de grosses difficultés en
langage, ce qui freine leur compréhension et leur verbalisation. De plus, un de ces deux éleves

attend d’étre pris en charge par le Centre Médicaux Psychologique pour des problemes de
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comportement : il est en retard sur plusieurs compétences car il refuse toutes formes de

contraintes et se met souvent en colére au moment de se mettre au travail.

9.2. Matériel et procédure

Ma collegue, titulaire de la classe, et moi-méme, nous sommes partagés les domaines
d’apprentissages en début d’année scolaire. Dans le domaine construire les premiers outils
pour structurer sa pensée je travaillais sur les formes, les grandeurs et les suites organisees. Je
ne connaissais donc pas en détail 1’état de connaissances de mes éléves sur les nombres. C’est
pourquoi j’ai débuté mon expérimentation avec une évaluation diagnostique. Pour cela, j’ai
utilisé trois petits jeux en rituels : le jeu du Lucky Luke, le jeu du memory et le jeu de la
marchande. Ces jeux étaient composés de cartes comprenant les nombres de 1 a 6 avec les
trois codes (écriture chiffrée, constellation traditionnelle, doigts) et des objets divers avec une

barquette individuelle pour rapporter la commande.

Le jeu du Lucky Luke est un jeu qui permet de travailler sur toutes les représentations du
nombre par decomposition additive. Les éléves placent leurs mains dans leur dos,
I’enseignante annonce un nombre : « Lucky Luke a dit 3 » et au signal, les éleves dégainent
leurs doigts pour montrer la quantité correspondante. Il est important de ne pas s’arréter a une
seule représentation du nombre. Ce jeu a évolué au fil du temps : d’abord avec une seule main
puis deux. L’annonce orale a évolué : I’enseignant montre les doigts pour obliger les €leves a
trouver une autre représentation. Ensuite, les éléves avaient, devant eux, des cartes avec
I’écriture chiffrée et les constellations traditionnelles de points qu’ils devaient montrer a

[’annonce du nombre.

Le memory est un jeu qui permet également de travailler sur les différentes représentations du
nombre. 1l est composé de paires de cartes correspondant a un nombre identique mais
représenté de facons différentes : écriture chiffrée, doigts, constellation traditionnelle. Les
cartes sont mélangeées et étalées sur la table face contre table. Chaque éléve retourne deux
cartes de son choix. Si les cartes n’ont pas le méme nombre, 1’¢léve les retourne faces

cachées. Le gagnant est celui qui a le plus de paires.

Le jeu de la marchande, comme les jeux précédents, permet de mettre en relation deux
collections. L’enseignante donne une commande orale a 1’éléve. Celui-ci doit ramener la
quantité d’objets commandés. En regroupement, les objets sont recomptés afin de vérifier la
correspondance entre la quantité demandée oralement et celle rapportée par I’¢leve. Ce jeu
pourra évoluer sur la forme de la commande : a I’oral dans un premier temps puis en montrant
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les doigts et enfin a 1’écrit en constellation traditionnelle et écriture chiffrée.

Je me suis servie de cette évaluation diagnostique, en plus des résultats de la sequence, pour
observer 1’évolution de ma recherche : en comparant les résultats recueillis avec ceux de
I’évaluation sommative. Afin de renforcer la discrimination visuelle des différents codes du
nombre et ainsi la rapidité de reconnaissance des trois codes, les éléves se sont exercés au jeu

du Lucky Luke en rituel matinal et au jeu du memory avec ces mémes cartes.

Puis j’ai construit ma séquence a partir de la problématique de ce mémoire. J’ai installé mes
éleves dans une position de réflexion en utilisant une suite de problemes mettant en ceuvre la
manipulation. Cette séquence m’a été inspirée du travail de Claire Margolinas et Floriane
Wozniak réalisé en 2012. Ces deux chercheuses en didactique des mathématiques présentent
une démarche de dénombrement avec I’utilisation d’ceufs et de coquetiers. J’ai établi ma
séquence en me servant d’un matériel dont je disposais dans ma classe et d’autant plus
intéressant : 1’arbre aux cerises, présenté en annexe 1. Il s’agit d’un outil qui permet la
découverte et la maitrise des nombres grace a la manipulation, s’adressant a des éléves de 4 a
7 ans. Creéé dans les années 1990, par le professeur des écoles Hervé Le Madec, il a été primé
par un « cristal de I’innovation » en 1995 et a évolu¢ jusqu’en 2007. Il s’agit d’'un matériel en
bois composé¢ d’un arbre, de 22 branches de 0 a 10 cerises et de 22 paniers avec des
constellations traditionnelles et non traditionnelles. Henri Le Madec explique que 1’idée de ce
support est venue d’un travail qu’il a mené avec un éléve qui ne comprenait pas le sens du
mot nombre. Cet éleve comprenait formes, disposition ou dessin. L’intérét supplémentaire de
ce matériel, comparé a des ceufs et des coquetiers, est la différence des plans et de
’orientation entre les branches de cerises et les trous des paniers. Les branches de cerises sont
disposées verticalement et perpendiculairement a la surface plane du socle de 1’arbre. Les
trous des paniers sont, quant a eux, insérés horizontalement et sur une surface plane. L’¢éléve
ne pourra pas se contenter de les déplacer pour les mettre en ligne avec la branche de cerises
pour comparer les longueurs. 1l va progressivement étre obligé de passer de I'apparence des
collections a la prise en compte des quantités. De plus, les paniers sont disposés de deux
maniéres : avec les constellations traditionnelles, qui permettront a 1’éléve de cotoyer cette
forme une fois de plus pour la mémoriser plus rapidement, et avec des constellations non-
traditionnelles pour l’obliger a dénombrer. Ces deux dispositions sont présentées dans

I’annexe 2.

Lors de cette expérimentation, j’ai réparti les douze éléves en deux groupes. Des résolutions
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de problémes individuels sont proposées aux éléves de ces deux groupes de niveau homogéne.
Cela, afin de permettre a chacun de réfléchir, au lieu d’attendre que les autres éléves leur

apportent la réponse.

Lors de la premiere séance, les éléves ont d’abord manipulé librement 1’arbre aux cerises avec
les paniers pour se familiariser avec le matériel. Puis, j’ai choisi un panier spécifique en
fonction de leur niveau, pour permettre la réussite de chacun : les éléves en difficultés auront
un panier avec de petits nombres (1 & 3) présenté en constellations traditionnelles ; les éléves
a l’aise auront des paniers présentés en constellations traditionnelles et non-traditionnelles
allant de 3 a 5, les éléves trés a 1’aise auront des paniers avec les deux constellations allant de
437.

La situation probléme est donnée aux éléves : « Il y a un bel arbre sur cette table. Sur les
branches de cet arbre il y a des cerises. Il y a des branches qui ont peu de cerises : une. Il'ya
des branches qui en ont plus. Et pour pouvoir cueillir et garder ces cerises, il me faut un
panier pour les mettre dedans. Justement, j’ai aussi des paniers, il y a des trous dedans pour
pouvoir porter et ranger les cerises. Attention ! Pour pouvoir cueillir et garder ces cerises, il
faut juste assez de cerises pour pouvoir mettre une cerise dans chaque trou du panier. Il n’en

faut pas plus, pas moins. ».

Pour la deuxiéme séance, les éléves sont amenés a réitérer l'expérience de la séance
précédente avec, cette fois, I'attribution de plusieurs paniers. Puis, une contrainte spatiale leur
sera imposée. L’arbre aux cerises ne sera plus sur la table mais disposé dans un coin de la
classe. Cet éloignement permettra a 1’éléve d’utiliser une nouvelle connaissance : la
collection-témoin. Le probleme posé était le suivant : « En une seule fois, il faut prendre une
branche avec juste assez de cerises pour pouvoir mettre une cerise dans chaque trou du
panier ». Il est important que 1’éléve se débrouille sans intervention de 1’enseignante car il
doit se rendre compte qu’il peut résoudre un probléme seul sans qu’on lui ait enseigné au
préalable une solution standardisée. Aprés chaque auto-évaluation par manipulation, une
phase de verbalisation sera effectuée pour comprendre, structurer sa pensée et trouver des
solutions. Une nouvelle distribution de panier sera faite et un nouvel essai avec les solutions
proposées sera réalisé. Pour permettre aux éléves de comprendre la nécessité de faire évoluer
ces collections et passer a 1’écrit, une contrainte temporelle va étre amenée dans la troisiéme

séance.
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Dans la troisieme séance, si les paniers ne sont disponibles que le matin et les cerises que
I’apres-midi, les éléves devront trouver un moyen de mémoriser leur collection-témoin et, par
conséquent, de la faire évoluer. Divers objets seront disposés sur la table pour aider les éleves
dans leur raisonnement pour résoudre le probléme : jetons, billes, figurines, barquettes, stylos,
feutres, papiers. Les éléves ont un moment de manipulation pour réfléchir a 1’élaboration de
leur procédure. Ils n’ont pas le droit de parler entre eux au début pour que chacun réfléchisse
a un moyen de surmonter 1’obstacle, qu’il soit efficace ou non. Mon rdle a été de guider les
éleves qui ne parvenaient pas a se lancer dans 1’élaboration d’une technique, grace a des
questions. Une fois que tous les éléves ont trouvé, ils expliquent chacun a leur tour leur
procédure. Ils ont eu la possibilité d’utiliser une barquette attitrée pour transporter les objets.

Nous les avons ensuite rangé dans un seul et méme carton pour les retrouver 1’aprés-midi.

Plus tard, j’ai placé I’arbre aux cerises sur la table, gardé le panier de chaque éléve et repris le
carton pour la vérification des procédures. Pour valider ou non celles-ci, les éléves reprennent
leur matériel, choisissent une branche, me demande leur panier et emboitent les cerises dans
les trous des paniers. Nous passons ensuite & la verbalisation : « Chacun & son tour va rappeler
comment il a fait pour retenir le nombre de trous qu’il avait dans son panier ce matin et si cela
a marché ou pas ». Une fois les constats expliqués, une phase d’institutionnalisation est

amorcée pour établir quelles stratégies ont fonctionné.

Pour obliger les éléves a utiliser I’écrit, la séance reste presque la méme : deux nouvelles
contraintes sont ajoutées, 1’'une d’entre elles étant : « Vous n’avez pas le droit de garder
d’objets ». Pour résoudre ce probléme, les enfants n’ont a leur disposition que leur panier, un
stylo et une feuille. La deuxieme contrainte sera I’allongement du temps. Le méme processus

de vérification et de verbalisation sera répété le lendemain matin lors de la quatrieme séance.

A partir de la cinquieme séance, j’ai modifié les groupes d’éléves. J’ai choisi de constituer
deux groupes de niveau hétérogene lors de la mise en place de la résolution de problémes
collective et pour le défi-maths. Les éleves vont étre contraints de passer du dessin a 1’écriture
chiffrée. J’introduis une nouvelle situation poussant a la résolution de probléemes : le manque
d’information. Dans cette cinquiéme séance, les éléves travaillent en binéme. Un seul éléve
par groupe a acces a l’information du nombre de trous du panier donné : il est le client.
L’autre ¢leve est le marchand et a seulement accés a I’arbre aux cerises. Les deux éléves

n’ont pas le droit de communiquer entre eux a 1’oral mais disposent d’un crayon et d’un
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papier. Pour permettre a chaque éléve de réfléchir a la question : comment transmettre le
message a ['autre ?, je les mets en difficulté en ne leur laissant pas un temps suffisant pour
¢tablir une stratégie d’écriture entre eux. Puis, la situation de formulation va devenir
collective : par groupe de six éleves. Dans un premier temps, les éleves se mettent d’accord
sur la maniére d’écrire le message. Dans un second temps, un éleve est tiré au sort pour faire
le rble du client qui transmettra le message. Les éléeves marchands n’ont le droit de choisir

qu’une seule branche de cerises.

La sixieme séance, est un défi-maths entre les deux groupes de niveau hétérogéne. Le
déroulement de la séance reste le méme que la deuxieme phase de la séance précédente : un
éleve transmet le message a son groupe. Le premier groupe de marchands ayant réussi a

transmettre la bonne branche a leur client a gagné.

Une évaluation sommative est mise en place a la fin de la séquence. Elle reprend les petits
jeux de I’évaluation diagnostique : le Lucky Luke, le memory et le jeu de la marchande.
Cependant, ce dernier jeu est modifié : il s’agira du jeu du client et du marchand de cerises
avec transmission du message par écrit. Ce n’est donc plus moi qui montre le nombre en

écriture chiffrée a I’éleve.

TROISIEME PARTIE : PRESENTATION DES RESULTATS

10. RESULTATS

Pour mieux visualiser 1’évolution des procédures d’éléves tout au long de la séquence, mes

résultats seront présentés de maniére linéaire.

Afin de connaitre le niveau de mes éleves et pour observer les effets de mon expérimentation
sur I’évolution de leurs connaissances, j’ai effectué une évaluation diagnostique avec trois

petits jeux : le jeu du Lucky Luke, le memory et le jeu de la marchande.
Pour le jeu du Lucky Luke, on observe les résultats suivants :

e Lorsque le nombre est communiqué aux €léves a ’oral : 75% des éleves ont
réussi a donner sa représentation avec une seule main, soit 9 éléves sur 12.

Puis, avec deux mains, 7 éleves sur 12 ont réussi soit 58%

22




e Lorsque le nombre est communiqué aux ¢€léves a 1’aide des doigts, les éléves
ont d0 donner une autre représentation avec leurs doigts de ce méme nombre :
58% des éléves, ont réussi soit 7 éleves sur 12.

e Lorsqu’il est communiqué a 1’écrit : 66% des éleves ont réussi a traduire sa

représentation avec les doigts, soit 8 éleves sur 12.

Pour le jeu du memory, on observe les résultats suivants, présentés dans le tableau 1, ci-

dessous.

Tableau 1 - Résultats correspondants au jeu du memory (évaluation diagnostique)

Symboles des paires de cartes Réussite
Constellations et doigts 9 éleves sur 12 soit 75%
Constellations et écriture chiffrée 7 éleves sur 12 soit 58%
Doigts et écriture chiffrée 7 éleves sur 12 soit 58%

Pour le jeu de la marchande, on observe les résultats suivants, présentés dans le tableau 2.

Tableau 2 - Résultats correspondants au jeu de la marchande

Message transmis Réussite
A T’oral 12 éléves sur 12 soit 100%
A I’écrit 7 éleves sur 12 soit 58%

Parmi les éleves qui se sont trompés a ce jeu, on observe deux types d’erreurs : 1’oubli du

nombre lors du trajet jusqu’aux objets et la non-reconnaissance du nombre.

La sequence débute avec la familiarisation du matériel et I’explication de 1’enjeu de cet outil
pédagogique. On observe deux types d’éléves : ceux qui procedent directement a un comptage

des trous de leur panier pour faire correspondre le nombre de cerises au nombre de trous. Puis
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ceux qui regardent simplement leur panier et choisissent approximativement une branche pour
I’emboiter dans les trous. Dans cette séance, il a fallu trois essais maximum aux éleves pour
trouver la bonne branche. On observe, également, que 33% des éleves soit 4 éléves sur 12

recommencent a réciter la suite numérique pour donner la quantité de trous de leur panier.

La deuxieme seance avait pour but de contraindre les éléves a utiliser une collection-témoin
car ’arbre aux cerises ¢€tait ¢loigné de leur panier. lls n’avaient le droit qu’a un seul aller-

retour.

Pour ce premier essai : 8 éléves sur 12 ont réussi 1’exercice, soit 66%. Je suis intervenue pour

permettre d’entamer la phase verbalisation :
PE : « comment as-tu fait pour trouver la bonne branche du premier coup ? »

Eléve A : « J’ai compté les trous et je le dis dans ma téte et je vais chercher la branche avec 4

cerises »

Eléve B : « Moi, j’ai pas compté ! Je le regarde et je sais qu’il y en a 3 et je vais chercher la

branche »

Eléeve C : «Je me suis trompée, j’ai pas choisi la bonne branche parce qu’il m’en reste une

sans trou »
Eleve D : « J’ai levé mes doigts pour chercher les cerises »
Eléve E : « J’ai compté mais j’ai oublié¢ »

Eléve F « J’ai juste compté quatre et voila »

L’éléve A a utilisé une collection-témoin : la comptine-numérique en touchant avec le doigt
chaque trou pour éviter de compter deux fois les mémes. On observe que 1’éleve B reconnait
aisement la constellation de petits nombres. L’¢léve C a su interpréter seul la situation
d’échec. L’¢éleve D a quant a lui utilisé la collection-témoin des doigts. L’¢léve E n’a pas
réussi a se souvenir du nombre lorsqu’il était devant 1’arbre aux cerises. Enfin, I’éléve F m’a
montré avec ses doigts pour me faire comprendre qu’il avait oublié de compter le trou au

milieu de son panier a 5 trous avec la constellation traditionnelle.

Apres avoir retenté I’exercice une seconde fois, 10 ¢éleéves sur 12 ont réussit 1’exercice soit

83%.
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Pour rappel, I’objet de la troisiéme séance était la mise en place d’une contrainte temporelle.

On observe les résultats suivants dans le tableau 3, présenté ci-dessous :

Tableau 3 - Résultats correspondants aux procédures utilisées avec la contrainte

temporelle
Memorisation de la o _ )
) . Utilisation d’objets Ecrit
comptine numérique
Nombre d’éléves ayant
_pg= s 7 2 8 2
utilisé la procédure
Réussite 2 6 2

Les objets choisis par les éléves ont été a chaque fois identiques : par exemple, aucun n’a
panaché et choisi une bille, une figurine et un jeton pour constituer la référence au nombre
trois. Pour les utiliser, 7 éléves sur 8 ont placé les objets un a un dans chaque trou des paniers
que je leur avais donnés. L’¢éléve H, le seul a ne pas s’étre aidé du panier, a pris des objets
sans rapport avec le nombre de trous des paniers. Les deux éléves ayant utilisé 1’écrit ont

dessiné les trous des paniers en respectant scrupuleusement leur emplacement.

Pour rappel, I’objectif de la quatriéme séance était de faire évoluer la collection-témoin des
éleéves. L’interdiction d’utiliser des objets comme mémoire du nombre et I’augmentation de la
contrainte temporelle va les pousser a utiliser I’écrit. On observe les résultats suivants dans le

tableau 4, présenté ci-dessous :
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Tableau 4 - Résultats correspondants aux procédures utilisées avec I’interdiction

d’objets
Mémorisation de la
comptine numerique Dessin Ecriture chiffrée
Nombre d’¢éléves ayant
e ) 2 9 1
utilise la procédure
Réussite 0 6 1

Pour rappel, 1’objectif de la cinquieme séance était de faire évoluer la représentation écrite du
nombre avec comme enjeu: la transmission d’un message. Dans la premiére phase, le
message est transmis entre deux éléves. On observe les résultats suivants dans le tableau 5,
présenté ci-dessous :

Tableau 5 - Résultats correspondants aux procédures utilisées pour la transmission d’un

message
Dessin Ecriture chiffrée
Nombre d’¢éléves ayant utilisé
la procédure ° '
Reéussite 3 1

Dans la deuxiéme phase, le message est transmis au groupe de cing éléves. Dans les deux
groupes, 1’éléve client a dessiné des ronds pour transmettre 1’information. Le message a été
correctement interpreté par les deux groupes.

L’évaluation sommative reprend les trois petits jeux de I’évaluation diagnostique.

Pour le jeu du Lucky Luke, on observe les résultats suivants :
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e Lorsque le nombre est communique aux éléves a 1’oral : 92% des éléves ont réussi a
donner sa représentation avec une seule main, soit 11 éléves sur 12. Puis, avec deux
mains, 10 éleves sur 12 ont réussi soit 83%

e Lorsque le nombre est communiqué aux éléves a 1’aide des doigts, les éléves ont di
donner une autre représentation avec leurs doigts de ce méme nombre : 100% des
éléves, ont réussi soit 12 éléves sur 12.

e Lorsqu’il est communiqué a 1’écrit: 75% des éléves ont réussi a traduire sa

représentation avec les doigts, soit 9 éleves sur 12.

Pour le jeu du memory, on observe les résultats suivants, présentés dans le tableau 6, ci-

dessous.

Tableau 6 - Résultats correspondants au jeu du memory (évaluation sommative)

Symboles des paires de cartes Réussite
Constellations et doigts 12 éleves sur 12 soit 100%
Constellations et écriture chiffrée 11 éleves sur 12 soit 92%
Doigts et écriture chiffrée 9 éleves sur 12 soit 75%

Pour le jeu du client et du marchand de cerises : 8 éléves sur 12 ont utilisé 1’écriture chiffrée
du nombre pour transmettre le message, soit 66% des éléves. Pour la commande en écriture

chiffrée : 10 éleves sur 12 ont réussi a rapporter la bonne commande de cerises.

11.DISCUSSION

11.1. Re-contextualisation
Je souhaitais montrer en quoi la manipulation dans la démarche d’investigation mathématique
permettait de faire progresser les éléves de Moyenne Section de maternelle dans leur
conceptualisation du nombre. Mes hypotheses étaient que la manipulation favoriserait la
représentation du nombre car 1’éléve pourrait agir sur le nombre-collection a travers une
collection d’objets. Il pourrait se représenter concretement les résultats de son action sur le

nombre. De plus, je supposais que la manipulation donnerait davantage de sens a son
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apprentissage en 1’insérant dans une démarche de résolution de problemes. En se posant des
questions afin de surmonter une contrainte, 1’éléve s’approprierait le probleme et serait
engagé dans la recherche de nouvelles connaissances. Egalement, je pensais que la
verbalisation était primordiale pour structurer la pensée de 1’¢léve. L’enseignant pourrait
guider I’¢éléve pour qu’il surmonte ses difficultés et I’aiderait a le faire progresser dans sa
compréhension du nombre. Cette phase permettrait la mutualisation des idées : les éléves en
difficultés pourraient mettre en ceuvres des procédures plus efficaces trouvées par leurs
camarades. Pour essayer de démontrer mes hypothéses, j’ai mis en place, comme expliqué
auparavant, une sequence. Celle-ci comportait de nombreuses contraintes pour mettre les
éleves dans une démarche investigatrice vers 1’acquisition du triple code. Ces contraintes
pourront étre surmontées grace a la manipulation de I’outil pédagogique : I’arbre aux cerises.
Afin de mesurer les éventuels progrés des éleves dans leur conceptualisation du nombre, j’ai
effectué une évaluation diagnostique avant cette séquence pour comparer les résultats avec
ceux de I’évaluation sommative. Tout au long de la séquence, les essais répétés des exercices

sur 1’arbre aux cerises m’ont servi d’évaluation formative.

11.2. Analyse des résultats
Au vu des résultats, les hypotheses expliquées ci-dessus sont plus ou moins vérifiées. Tout
d’abord, ma premicre hypothése était que si les €éléves manipulaient pour résoudre un
probléme donné, ils allaient améliorer leur comprehension du triple code et reconnaitre plus
facilement les multi-représentations du nombre. On remarque, en comparant les résultats de
I’évaluation diagnostique a ceux de 1’évaluation sommative, une progression dans toutes les
phases des jeux rituels. Pour comprendre cette progression, j’ai pu m’appuyer sur différentes

observations menées au cours de la séquence.

En effet, lors de la 1% séance, j’ai remarqué deux types d’éléves : ceux qui anticipaient en
comptant les trous avant de choisir une branche et ceux qui n’anticipaient pas, ils regardaient
leur panier sans compter et prenaient directement une branche pour utiliser la correspondance
terme a terme. Dés la deuxiéme séance avec la contrainte d’¢éloignement, les éléves qui
n’anticipaient pas, n’ont pas réussi lors du premier essai. On remarque avec les résultats du
deuxiéme essai que cette contrainte a fait progresser leurs procedures car pour réussir ils ont

di anticiper et compter les trous de leur panier avant d’aller chercher la branche.

Lors de la séance 3, avec la contrainte temporelle, les éléves ont fait évoluer leur collection-
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témoin. Comme le montre les résultats, une grande partie des éléves ont utilisé des objets.
Ceux-ci leur ont permis de rendre plus concrete la représentation du nombre et leur a permis
de garder en mémoire la quantité. L’éléve D a fait des traits sur ses doigts. Cet éléve a décidé
de garder sa procedure : une collection-témoin avec les doigts levés, mais 1I’a fait évoluée :
c’est un premier passage a 1’écrit. L’éléve B est directement passé a 1’écrit sur feuille car il
faisait déja le lien entre la comptine numérique, ou la représentation de doigts, avec les
constellations de points. Cet eléve a commencé a vouloir écrire « quatre » en écriture chiffree.
Cependant, il s’est retrouvé bloqué car il ne savait pas I’écrire. Il a d’abord regardé sur
I’affichage, présent dans la classe représentant le nombre 4 avec toutes ces représentations,
mais n’arrivait pas a « écrire » la forme. Il s’est donc rabattu sur le dessin de ronds pour
représenter les trous de son panier. Seul deux éléves n’ont pas fait évoluer leur collection-
témoin. Pour ces deux éleves qui ont réussi 1’exercice malgré n’avoir pas fait évoluer leur
collection-témoin, j'ai décide d'allonger la contrainte temporelle pour la quatrieme séance. Les
éleves devaient retenir leur nombre de 1’aprés midi jusqu’au lendemain matin. Je savais que
des éléves de cet age avaient du mal a se rappeler d’informations de la veille sans support de
mémoire. C’était un moyen de leur prouver que leur procédure n’était pas efficace dans cet
exercice. Grace a la mise en place de cette nouvelle contrainte, ils ont di abandonner leur

procédure qui faisait appel a des connaissances antérieures pour en construire une autre.

Comme le montre le tableau des résultats de la quatrieme séance, la majorité des éléves ont
progressé et ont utilisé 1’écrit, y compris 1’éléve D ayant écrit sur ses doigts lors de la séance
précédente. En effet, celui-ci a su interpréter seul que sa procédure n’était pas la plus efficace
car il a déclaré qu’a force de se laver les mains, la marque sur certains de ses doigts avait
presque disparu entierement au moment de la vérification. Les dessins représentés étaient des
ronds. Deux éléves n’ont pas su quoi faire sur leur feuille, ce qui ne leur a pas permis de
réussir au moment ou 1’arbre cerise a été apporté. Le dernier €¢léve a ne pas avoir réussi, a
oublié de dessiner un rond sur sa feuille, ce qui I’a induit en erreur lors de 1a recherche de sa

branche de cerises.

Pour la cinquiéme séance, les éleves clients ont en majorité symbolisé le nombre avec le
dessin des trous du panier. La séance suivante prend la forme d'un défi-maths pour pousser les
éleves a utiliser la représentation du nombre en écriture chiffrée. Ils devront trouver un moyen
de transmettre plus rapidement leur message pour prendre la bonne branche de cerises avant
I'équipe adverse. En effet, les écritures chiffrées sont les plus rapides a produire et les plus

fiables a lire, donc les plus efficaces. Organises en groupe de six, les éléves ont pu choisir une

29



stratégie. Les deux groupes ont choisi de représenter le nombre avec le dessin des trous de
leur panier. Un ¢éleéve a proposé I’écriture chiffrée mais cette idée n’a pas été retenue par le
groupe. La majorité des éleves maitrisaient mieux le comptage de ronds, ils ont préferé rester

sur leur acquis. Cet exercice a éte réussi par les deux groupes.

Comme j’avais remarqué que les ¢€léves touchaient systématiquement les ronds pour le
comptage, j’ai décidé pour les quelques essais du défi-maths de ne pas donner I’ardoise aux
marchands mais de ’afficher a distance en m’assurant que 1’éléve client ait écrit ou dessiné
assez gros pour permettre aux éleves marchands de le voir. Les éléeves marchands ont
rencontré quelques difficultés pour se mettre d’accord sur le nombre et devaient recompter
plusieurs fois. Le fait que les éléves rencontrent des difficultés de lecture de dessin les ont
poussés a écrire le symbole du chiffre. Au bout de deux essais supplémentaires, 1’éléve
proposant 1’écriture chiffrée a imposé son idée a son groupe. Les éléves, aprés verbalisation,

se sont rendu compte de la rapidité de lecture avec cette stratégie.

Ces résultats montrent que la mise en place de contraintes pour pousser I’éléve a résoudre un
probleme permet a celui-ci de progresser dans la conceptualisation du nombre. Il parvient
progressivement a passer du dessin a 1’écriture chiffrée sans que 1’enseignant lui fournisse une

solution standardisée.

De plus, lors de la premiere séance, comme le montre les résultats, j’ai remarqué que
plusieurs éleves recommencaient a réciter la suite numérique pour me donner la quantité de
trous dans leur panier. C’est lors de la troisiéme séance que j’ai remarqué que tous les éleves,
sauf un, avaient progressé dans leur comptage, ils comprennent que le dernier mot-nombre

prononcé donne la cardinalité de la collection.

La manipulation dans ces resolutions de problémes a aidé les éleves a rendre plus concréte la
représentation du nombre car ils pouvaient agir sur le réel. Pour vérifier la validité de leur
choix dans chaque séance, les éléves ont été amené a utiliser une procédure trés élémentaire :
la comparaison terme & terme des cerises et des trous. La manipulation a permis a 1’éléve de
s’auto-évaluer : s’il comblait tous les trous du panier et qu’il n’y avait pas de cerises en trop, il
avait réussi 1’exercice. De plus, grace a cette manipulation, les éléves en s’auto-évaluant ont
progresseé en autonomie. Seuls, ils se sont rendu compte s’ils avaient réussi ou s’ils avaient
échoué : s’il leur manquait des cerises ou en avait en trop. Le format et la couleur des paniers
a facilement permis aux éleves de comprendre leur erreur : lorsqu’il y avait une ou deux

cerises en trop celle-ci se distinguait bien des autres car elles étaient surélevées et donc mises
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en valeur. A I’inverse, une cerise manquante se voyait bien car le fond du trou étant de

couleur verte.

Ma deuxieme hypothése était que la verbalisation permettait aux éléves en difficultés de
progresser dans leur comprehension du nombre car ils pouvaient, avec le langage, structurer
leur pensée et surmonter leurs difficultés. J’ai pu remarquer plusieurs €éléments qui vérifiaient

mon hypotheése.

Dans la séance 2, comme pour les autres séances, j’ai posé plusieurs questions aux éleves
n’ayant pas réussi pour les guider dans leur réflexion: « Il fallait avoir autant de cerises que de
trous et 13, il te reste ou il te manque des cerises ? La prochaine fois il faudra... » « Est-ce
qu’il y a trop ou pas assez de cerises pour ton panier ? » « Combien faut-il en enlever ou en

ajouter ? ». Puis j’ai demandé aux éléves ayant réussi d’expliquer leur procédure.

La phase de verbalisation a permis aux éléves de comprendre leur démarche mais aussi les
procédures qui ont permis la réussite ou I'échec de la résolution du probléme. Il m'a également
permis de comprendre les approches des éléves et m'a permis de mieux les guider dans leurs
recherches de solutions. On remarque avec le verbatim, que 1'¢léve A a compris qu’il fallait
retenir le dernier-mot nombre prononcé : le dernier mot-nombre résume la collection et
correspond au cardinal de la collection. Avec 1’¢leve B, on comprend qu’il a réussi grace au
subitizing car il n'a pas besoin de compter les trous des paniers, il a mémorisé la constellation
traditionnelle de ce nombre. Pour cet éléve, je donnerai un panier avec plus de trous lors des
prochaines séances afin qu’il dénombre. L'éleve C a réussi & interpréter son erreur gréce a la
manipulation des cerises. Il distingue rapidement qu’il faut enlever un objet pour obtenir le
bon nombre. Aprés la verbalisation, les éleves ont recommencé I'exercice. On remarque que
grace a la verbalisation, les éléves ont progresse. Seul deux éléves ont échoué : I’éléve
attendant d’étre suivi par le CMP, que nous appellerons «éléve G » n’a de nouveau pas
réussi. Il lui faudra plusieurs tentatives avant d’appliquer une procédure que ses camarades
ont expliquée. L’¢leve ayant également des difficultés de langage, que nous appellerons
« éléve H » qui avait pourtant réussi la premiére fois avec un panier a 5 trous, s’est trompé
lors du deuxieme essai avec un panier a trois trous en constellation traditionnelle. Il a rapporté
une branche a 5 cerises. Il a su compter ses cerises et a compris qu’il avait trop de cerises
mais n’a pas su m’expliquer pourquoi il n’avait pas rapporté la bonne branche. Peut étre a-t-il

pense que tous les paniers que je lui donnais avaient 5 trous comme le précédent.
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Lors de la cinquiéme séance, un éléve n’a pas dessiné tous les paniers ce qui a engendré la
non-réussite de la résolution du probléme. Un autre a d’abord essayé a plusiceurs reprises
d’écrire le nombre en écriture chiffrée mais ne semblait pas satisfait et recommencait & coté.
L’éléve marchand de ce groupe n’a pas compris le message donné car selon ses dires : il y a
plein de traits sur le papier. La verbalisation, cette fois-ci, a permis de montrer aux éleves
I’importance de la mise en place d’une stratégie commune pour la bonne compréhension du

message et pour la réussite de I’exercice.

11.3. Limites et perspectives
Lors de cette expérimentation, j’ai pu observer quelques limites. En effet, lors de la deuxiéme
séance, aprés quelques tentatives supplémentaires, j’ai remarqué que certains éleves qui
avaient une bonne méthode et qui réussissaient jusque la, se trompaient au bout de quelques
tentatives. Cette observation sera réitérée dans les plusieurs autres séances. Méme si I’¢léve a
compris une procedure et a eu la preuve de sa réussite, il ne réussit pas a chaque fois. Cela
montre que la manipulation, la résolution de probléme et la verbalisation ne suffisent pas a la
progression de la compréhension du nombre : le facteur répétitif est important pour asseoir les
connaissances et pour permettre a 1’éléve d’automatiser sa procédure dans d’autres situations.
Par exemple, le cas de I’éléve 1 qui avait réussi avec de «gros» paniers lors des deux
premicres séances, n’est pas parvenu a se souvenir du nombre au troisiéme et quatriéme essai.
Quant a I’éléve E, qui avait oublié le nombre la premiere fois, a réussi au deuxieme et

troisieme essai mais a une nouvelle fois oublié au quatriéme exercice.

J’ai également remarqué que la manipulation aidait I’éleve en difficult¢ de langage pour
mieux comprendre son action sur le réel. Cependant, méme avec la verbalisation les éleves G
et H ont rencontré de nombreuses difficultés pour appliquer les procédures efficaces des
autres camarades car ils n’arrivaient a les comprendre. De plus, dans la séance 3, un seul éléve
n'a rien fait pour retenir le nombre de son panier : malgré 1’étayage apporté, il n’arrivait pas a
faire le lien entre les trous des paniers et les objets : il n’arrivait pas a se projeter dans le
futur et comprendre que 1’arbre n’allait étre disponible que 1’aprés-midi. La verbalisation ne
permet pas, a elle seule, de faire progresser I’éléve. Encore une fois, la répétition de 1’exercice

est indispensable.
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12.CONCLUSION

La manipulation aide a la conceptualisation du nombre : elle permet de rendre concréte la
notion de nombre. En représentant un nombre par un objet, 1’éléve pourra travailler sur les
décompositions additives de chaque nombre en rajoutant ou en enlevant un ou plusieurs
objets, en observant le résultat de diverses actions sur le nombre. Ce qui rend intéressant la
manipulation, ¢’est sa pratique réguliére en classe qui montre que la répétition est une aide
mais aussi la possibilit¢é a I’éleve de vivre la situation, d’étre en action sur le réel et
recommencer de nombreuses fois pour comprendre et mémoriser. Néanmoins, elle reste au
service de la résolution de problémes qui sera la véritable situation qui poussera 1’éléve a
I’apprentissage de nouvelles connaissances. Enfin, méme si la manipulation et la résolution de
problemes permettent a 1’¢léve d’étre autonome, elle lui permet également de comprendre
individuellement et a son rythme. Ces apprentissages doivent étre conceptualisés avec 1’adulte

lors de la verbalisation qui joue un réle essentiel pour asseoir durablement les connaissances.
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Annexe 1 — L’arbre aux cerises




Annexe 2 — Dispositions des paniers
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