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1 Introduction 

Les fluides à seuil sont des fluides non-newtoniens, complexes ou structurés. Ils sont 

communément rencontrés dans de nombreuses applications industrielles utilisant leurs 

caractéristiques et leurs propriétés physiques exceptionnelles (plastifiants, stabilisateurs, 

fluides. La plupart des fluides corporel

comportement et de leur écoulement est une problématique transverse dont découlent de très 

nombreuses applications. Les fluides complexes présentent des propriétés mécaniques qui 

dépendent non linéaireme

 à pression et température données, contrairement au cas des 

fluides dits « simples » ou newtoniens. 

La rhéologie est la science qui étudie le comportement macroscopique des matériaux en 

caractérisation rhéologique des fluides à seuil, est indispensable à la modélisation des 

procédés qui les font intervenir, ainsi  

Osborne Reynolds a observé au XIXème 

régime turbulent (écoulement désordonné, chaotique). Ce phénomène est lié à la fois aux 

adimensionnel qui pilote ce phénomène porte son nom (le nombre de Reynolds). La survenue 

iction du changement de régime 

est une donnée primordiale en génie chimique mais aussi dans toute application dans 

lesquelles les fluides sont transportés et/ou mis en agitation (mise en suspension de poudres, 

-ci 

correspondent à des écoulements à grande vitesse répondant aux contraintes de productivité 

permettent un meilleur transfert de chaleur et de matière. Par contre, en présence de produits 

fluides 

régime turbulent supposerait une énergie trop élevée et serait trop coûteux. 



-Couette 

est celui qui a été retenu pour cette étude. En effet cette géométrie constitue une 

opérations de mélange (réalisation de solutions ou de suspensions au sein de cuves agitées), 

déjà été menées pour des fluides newtoniens, mais aussi non newtoniens. De plus, elle est 

 

L

fluides rhéofluidifiants à seuil. Pour cela, diverses approches sont employées. Premièrement 

nous commencerons par introduire le sujet afin de définir les fluides rhéofluidifiants à seuil. 

Ensuite, nous présenterons les enjeux industriels que représente une meilleure compréhension 

du comportement de ces fluides. Enfin, les travaux de recherche menés lors de cette thèse au 

sein du LRGP (Laboratoire Réactions et Génie des Procédés) et du LEMTA (Laboratoire 

numérique sera exposée. 

  



2 Définition 

2.1 Viscosité 

ses états fluides (liquide et gazeux). La viscosité  

 (DEVILLERS, 2017), Newton précise le rôle de la viscosité et donne son 

expression analytique fondée sur une hypothèse généralisée ensuite par Lamé : « à 

température et à pression données, il y a proportionnalité de la tension visqueuse à la vitesse 

de déformation pure, suivant une même direction. » Il utilise le terme de viscosité pour faire 

référence à ce coefficient de proportionnalité. La plupart des fluides dits « simples » 

répondent à ce principe. Ils sont qualifiés de newtoniens. 

2.2 Loi de Newton 

Un fluide est dit simple ou newtonien (en hommage à Isaac Newton) lorsque sa viscosité est 

une constante par rapport à la sollicitation imposée. Leur comportement en écoulement est 

ainsi aisément prédictible. En effet, la loi de Newton relie la viscosité au taux de cisaillement 

et à la contrainte subie par le fluide. Elle établit que le taux de cisaillement est proportionnel à 

la contrainte et que le degré de cette proportionnalité est la viscosité. 

plaques sont disposées parallèlement, entre lesquelles nous introduisons un fluide. Si une 

plaque est mise en mouvement elle entraîne avec elle le fluide qui est en contact avec elle. Le 

fluide étant à la même vitesse que celle de la plaque avec laquelle  il est en contact (condition 

-à-dire 

 Ce gradient de vitesse est également appelé 

taux de cisaillement. Si la vitesse de la plaque en mouvement est constante, la vitesse du 

indépendantes du temps). 



 

La distance Y sur la figure 1 -à-dire la distance entre les deux plaques, est appelée 

entrefer. Les différentes flèches bleues représentent les vecteurs vitesses à différentes 

contact de la paroi mobile, et minimale au contact de la paroi fixe. 

 

 

Avec la longueur des plaques et  leur largeur. 

Nous utiliserons le repère orthonormé cartésien présenté sur la figure 1. Pour amener la 

plaque mobile à se déplacer dans la direction Ox à une vitesse U, une force tangentielle  doit 

être appliquée dans cette direction. Expérimentalement, pour des fluides newtoniens, il est 

observé que la force  à appliquer est proportionnelle à la vitesse de la plaque,  et à la 

surface des plaques  

 : 

 

où  

de la viscosité du fluide. Plus la viscosité est élevée, plus la force à fournir pour déplacer la 

plaque à la vitesse U est importante. 

1 est appelée loi de Newton et est plus souvent présentée sous la forme suivante : 

 

avec : 



 la contrainte de cisaillement (en Pa) équivalente au terme   

 la viscosité du fluide (en Pa.s) 

 le taux de cisaillement (en s-1  

2.3 Fluides complexes 

On parle de fluides complexes pour désigner un ensemble très vaste de systèmes divisés 

liquides ayant des propriétés physiques et mécaniques intermédiaires entre un liquide et un 

solide. Ce sont des systèmes dispersés tels que les suspensions, émulsions ou solutions de 

macromolécules. Ils sont souvent multi-ingrédients et polyphasiques. La viscosité de tels 

-newtoniens, 

mais aussi « complexes », par oppositions aux fluides « simples ».  

Les fluides non-newtoniens présentent une grande variété de comportements en écoulement. 

fonction de la sollicitation imposée (taux de cisaillement ou contrainte imposée). Leur 

viscosité peut aussi varier au cours du temps (fluides thixotropes). 

La figure ci-

cisaillement : 

 



oi 

de Newton. Le coefficient directeur de cette fonction est la viscosité, qui est une constante.  

Quant au fluide rhéoépaississant, on observe que la viscosité augmente avec le taux de 

cisaillement. 

, la viscosité décroît avec le taux de cisaillement. La 

plupart des fluides complexes sont rhéofluidifiants. 

s taux de cisaillement, les 

comportements rhéoépaississant et rhéofluidifiants ne sont pas très prononcés

matériau, phénomènes qui ne sont pas instantanés et qui donc deviennent non négligeables 

pour des valeurs significatives de cisaillement. 

-à-

seuil. Au-delà de celle-  

Les fluides complexes peuvent également posséder des propriétés visco-élastiques : ils se 

comportent alors comme des solides ou comme des fluides en fonction de la sollicitation 

imposée. Les exemples les plus courants sont les polymères fondus ou les polymères en 

solution. 

sollicitation est lente, les molécules pourront se désenchevêtrer et le 

liquide visqueux. 

2.3.1 Structure interne des fluides complexes 

-

u 

temps. La taille des particules, leur concentration ainsi que leurs interactions, leur éventuelle 

pourquoi il est nécessaire de connaître les structures internes afin de prédire leurs impacts sur 

le comportement du fluide dans des conditions opératoires déterminées. 

 la matière dans tous ses états » de 

Philippe COUSSOT (COUSSOT, 2012). 



nts sont dispersés plus 

eux, le comportement du mélange diffère. 

2.3.1.1 Impact de la concentration 

dispersées isotropes, tant que leur distribution est identique dans toutes les directions et 

de particules isotropes est lui aussi 

fluide seul. La viscosité augmente avec la quantité de 

particules en suspension. 

2.3.1.2 Impact de la taille des particules 

est fine. Ainsi, plus les particules sont pe

particules est faible. 

La distribution de taille des particules a également un impact : Plus leur taille est distribuée, 

plus la viscosité diminue. En effet, à la différence de particules de taille homogène, les 

autres, diminuant la 

 

2.3.1.3 Impact de la forme des particules 

rhéofluidifiantes des fluides. En effet, les particule

-

à-dire le cisaillement. Ceci a pour conséquence de diminuer la viscosité du milieu. Pour des 

concentrations volumiques plus impo



grand axe et du petit axe). Cet effet joue par exemple un rôle crucial dans le cas du sang, 

suspension composée principalement de globules rouges, assimilables à des particules et de 

plasma. 

Du fait de la concentration élevée des globules rouges dans le sang, ils contribuent pour 

comme un fluide rhéofluidifiant. Ainsi, dans les vaisseaux de grande taille, le cisaillement 

étant plus faible les hématies sont orientées de façon aléatoire, tandis que dans les capillaires 

plus étroits, où le taux de cisaillements est plus important, les effets non-newtonien sont plus 

marqués car les globu

importante, permet une auto-régulation de la pression sanguine, un meilleur écoulement du 

 

 

2.3.1.4 Cas des solutions colloïdales : 

Les dispersions colloïdales, sont des suspensions dans lesquels les particules sont de tailles 

 particules développent des interactions à distance 

appelées interactions colloïdales, principalement des forces de Van der Waals. Ces 

de la viscosité car du fluide se retrouve piégé au sein de ces agrégats. Toute la difficulté lors 

de la formulation de médicaments sous forme de suspensions colloïdales réside dans le 

par  : répulsions électro-statiques, utilisation de polymère 



um deoxycholate 

(clzg/ceft, 2010). 

2.3.1.5 Cas des solutions de polymères : 

Les polymères sont des macromolécules formées par la juxtaposition de nombreuses sous-

unités. On parle de chaînes de polymères. Ces chaînes de polymère peuvent se présenter sous 

 : sous forme étirée, partiellement repliée, 

 : elle évolue dans le temps sous 

rme statistiquement la plus 

probable est la pelote statistique, qui correspond à des chaînes polymères repliées sur elles-

se réorienter : les pelotes statistiques 

cisaillement. Cette capacité à se déformer est responsable de leur plasticité et élasticité. Dans 

polymère en sus -ci a pour le liquide, autrement dit, 

-

la phase 

continue est faible, celui-ci tend à avoir une structure plus compacte. La viscosité du mélange 

types de suspensions à même concentration. Cet effet est utilisé dans divers domaines 

industriels pour épaissir des solutions. Les solutions de polymère sont rhéofluidifiantes. Ceci 

provient directement des propriétés structurelles de ces chaînes. Celles-

 

2.4 Autres cas de fluides complexes 

Les autres types de fluides complexes non explicités ici peuvent être composés de phases 

solide-gaz, comme les milieux granulaires, liquide-gaz, comme les mousses ou encore 

liquide-liquide comme les émulsions. 

2.5 Comportement des fluides à seuil et fluides rhéofluidifiants 

Lorsque la concentration est suffisamment élevée, les particules forment un réseau continu. 

solide. Il faut appliquer une contrainte suffisamment importante pour briser le réseau, 



supérieure à une valeur critique appelée valeur seuil. Cette transition est réversible, si la 

contrainte redevient inférieure à la valeur seuil, la suspension redevient solide. 

Les fluides à seuil sont des fluides complexes dont la viscosité décroît en outre pour des 

contraintes croissantes. On parle de fluides rhéofluidifiants à seuil de contrainte. 

 

mousses, de gels, ou encore des émulsions 

concentrées. Du fait de leur concentration élevée, des liaisons physiques (liaison de Van der 

Waals ou liaison ioniques) apparaissent entre les particules. Ce qui fait que le fluide présente 

une structure solide au repos. Le mucus est un exemple de fluide à seuil rhéofluidifiant 

(FAVIER, 2016) -molécules 

(mucines principalement). Cette composition lui confère ses propriétés spécifiques qui sont 

 

2.6 Intérêt des fluides à seuil 

utilisés en tant excipients dans des formulations médicamenteuses apportent cette propriété. 

De nombreuses formes médicamenteuses utilisent cette propriété, on citera pour exemple les 

pommades, les crèmes, les sirops, les suspensions buvables. 

En ce qui concerne, les pommades et 

 

leur structure solide et de les fluidifier. Mais dès lors que la contrainte cesse, la pommade ou 

la crème étalée se solidifie et conserve la forme que nous lui avons imposée, et ce en dépit de 

la gravité. 

Cette propriété est également utilisée pour les sirops et les suspensions buvables. Au repos, 

celles-ci se comportent comme des solides, si bien que les phénomènes de sédimentation et de 

crémage sont limités. Mais il faut bien que ces produits soient faciles à boire et à agiter. Cette 

double faculté permet de fabriquer et de stocker ces médicaments en conservant 

 

Le Carbopol®  



2.7 La turbulence 

Le régime laminaire désigne des écoulements existant à -à-dire pour des 

nombres de Reynolds faibles. Dans ce cas, les forces de viscosité sont plus importantes que 

parallèles entre elles et parallèles aux parois qui confinent le fluide. 

-à-dire 

forces de viscosité au sein du flu  : la vitesse et la pression du 

tailles microscopiques.  

La compréhension et la modélisation de la turbulence sont très difficiles. Un scénario 

effe

écoulement plus complexe. Si on continue à augmenter la vitesse, une autre instabilité agit et 

un nouvel écoulement 

 

hydrodynamiques des écoulements. La transition à la turbulence est par ailleurs modifiée par 

le caractère potentiellement non newtonien du fluide. Dans ce manuscrit, nous nous 

-

-Bulkley.  



3 Intérêt industriel 

Pour la rédaction de cette partie je me suis inspiré du livre de P.J. Carreau et R. P. Chhabra (P. 

J. Carreau, 1997). 

de contrainte 

mélange.  

Toutes les formes pharmaceutiques présentent dans leurs procédés de fabrication le mélange. 

Cette opération unitaire vise à obtenir une association homogène de constituants qui est 

indispensable pour assurer un dosage constant en principe actif dans chaque unité de prise. 

 

De nombreux procédés pharmace

leurs lots, conduisant à leur non-libération. Pour les médicaments faisant intervenir des fluides 

équipements adaptés en vue de les mélanger de manière optimale. 

s stades des 

procédés de fabrication. On citera pour exemple les étapes de mise en contact, réaction et de 

séparation, qui sont des opérations très courantes. La plupart du temps, ces opérations sont 

dans une cuve. 

-ce que le mélange ? 

s miscibles formant un milieu fluide (CARRIERE, 

2008).  

Un fluide est formé de n espèces :  

Un fluide est homogène si en tout point sa constitution est identique. Dans ce cas, la masse 

volumique sera une constante de  : 

 

 : 

 



 :  

n à mettre en mouvement le liquide par convection forcée afin de 

 

3.1 Types et exemples de mélanges 

Il convient de distinguer les différents types de mélange que nous pouvons retrouver : 

Type de mélange Exemples Remarques 

Liquide seul 

Mélange de produits 

solubles, agitation afin de 

favoriser le transfert de 

chaleur et/ou de matière 

Les liquides très visqueux et 

les liquides non newtoniens 

sont plus difficiles à 

mélanger 

Liquide/liquide liquide-liquide, dans les 

émulsions, lors des procédés 

de brassage (très fréquent en 

biotechnologies) 

ation est 

interfaciale 

Liquide-solide 

Suspensions de particules 

dans des liquides de faible 

viscosité par simple agitation 

Cas où les forces surfaciques 

particulaires jouent un rôle 

important 

Gaz-liquide-solide 
Les mousses, réacteurs avec 

catalyseurs en suspension 

Un bon mélange est 

nécessaire 

Solide-solide Mélange de poudres 

La qualité du mélange 

dépend fortement de la taille 

et de la forme des particules, 

ainsi que de leurs propriétés 

de surface 



3.2 Mécanismes de mélange 

un mélange de bonne qualité, il est nécessaire de remplir deux conditions. 

le les 

hétérogénéités sont progressivement réduites. Pour remplir chacune de ces deux conditions, il 

 

 : 

- 

contient. 

- 

obtenir une homogénéité au niveau moléculaire (Pierre Trambouze, 2002). 

mélange peut être laminaire, turbulent ou dans un état intermédiaire. Bien souvent, au sein 

élange, les deux écoulements coexistent. 

Par souci de simplicité, nous considérons souvent ces deux types de mélange séparément. 

3.3 Mélange laminaire 

Ce type de mélange se retrouve lorsque les liquides à mélanger sont newtoniens et dont la 

viscosité est très -newtoniens. Dans ce type de 

 

de plus en plus fins après chaque passage dans la zone de fort cisaillement. 

Dans ce type de mélange deux mécanismes sont impliqués : le cisaillement (au contact au 

 



 

Le -à-dire que chacune de ses 

faces 

laminaire est provoqué par le fait que les pâles poussent le fluide de manière centrifuge alors 

 

 phénomène de diffusion moléculaire 

(gouverné par la loi de Fick), on parle ainsi de micromélange. Ce phénomène est lent, 

suffisamment fines, ce mécanisme est le seul qui perme  

Le mélange de liquides très visqueux est assuré par divers mécanismes, qui progressivement 

ble, devient le mécanisme le plus important en fin de mélange. 

3.4 Mélange turbulent 

Pour les liquides 

 à travers le 

mélange et expliquent que le mélange en régime turbulent se fait beaucoup plus rapidement 



moléculaire. 

tourbillons primaires (dont la taille 

grandes fluctuations de vitesses mais de basse fréquence. Les interactions entre ces tourbillons 

primaires et le liquide se déplaçant à faible vitesse induisent la formation de tourbillons plus 

petits dont la fréquence est plus élevée, qui participent au mélange avant de progressivement 

se désintégrer et de dissiper leur énergie sous forme de chaleur. Durant tout ce processus de 

 les petits. Ces 

phénomènes sont résumés dans la figure ci-dessous : 

 

Cette approche qualitative des phénomènes rencontrés dans ce type de mélange est très 

simplifiée mais néanmoins, elle illustre assez bien les phénomènes rencontrés dans ce type 

 



lons et de la structure des 

écoulements turbulents dans des cuves agitées sont disponibles dans la littérature (Banerjee, 

1992). 

3.5  

La connaissance qualitative du comportement des différentes matières en écoulement dans 

une cuve agitée est 

-newtoniens. 

On en distingue trois classes : 

- levées, produisant un 

haut taux de déformation dans son voisinage tout en permettant un transport global du 

 

-  

particulièrement utiles lorsque la viscosité du fluide est élevée, 

ces angles. 

- La troisième classe comprend des agitateurs à faible vitesse de rotation, qui ne 

produisent pas un haut taux de déformation mais possèdent une bonne capacité de 

prendre pour exemple les rubans hélicoïdaux et les vis hélicoïdales. 

3.6  

peu visqueux, ils sont employés à des vitesses 

angulaires élevées et provoquent beaucoup de cisaillement. Le régime du mélange est 

largement turbulent et le mécanisme principal sur lequel repose le mélange est la recirculation 

du fluide. 

Du fait de la turbulence, un vortex 

- est susceptible de se former. Ce phénomène est 

 en blocs ». Pour éviter 

son apparition, des chicanes sont placées sur la paroi des cuves ou contre-pâles. 



3.6.1 Les hélices 

-

 : 

 

(a)                                                                                        (B) 

 : 

  

3.6.2 Les turbines 

La turbine est un mobile produisant un débit radial, la figure ci-

 : 



  

 

On pourra citer pour exemple, la turbine Rushton et la turbine à pâles incurvées : 

  

 

3.6.3 Caractéristiques des agitateurs de classe I 

Dans la littérature, on peut accéder aux résultats de nombreux travaux effectués avec ce type 

 : Metzner et Otto (1957), Godleski et Smith (1962), Wichterle et Wein (1981) et 

Elson (1990), formant ainsi une base de données importante pour les fluides newtoniens, 

rhéofluidifiants et rhéoépaississants. 

leur cisai -ci. Cette décroissance du 



pour les fluides newtoniens. Pour les fluides rhéoépaississants le comportement est inverse. 

Wichterle and Wein (1981) ont identifié la frontière entre les régions cisaillées ou non pour 

les fluides rhéofluidifiants 

 

Ils expriment leurs résultats de la façon suivante : 

 

Et 

 

Où a=0,3 pour les hélices et a=0,6 pour les turbines and  

quel agitateur, où  est la valeur du nombre de puissance dans la région turbulente. 

fonction du nombre de Reynolds. Celui-

convenable pour ce type de fluides, provoquant une consommation énergétique importante. 

  



3.7  

Cette classe est principalement représentée par les ancres et les agitateurs à barrières : 

  

Alors que les ancres 

 

Ils augmentent la vitesse du fluide à proximité de la paroi mais celui-ci a tendance à stagner 

au centre de la cuve. Du fait de la faible circulation axiale, un gradient de concentration existe 

verticalement dans la cuve. Ce problème peut être réduit en ajoutant un ruban hélicoïdal ou 

une vis hélicoïda  

3.8  

Cette dernière classe est celle qui est la plus pertinente pour agiter et mélanger des fluides à 

leur 

élevées. 

  



Cette classe est principalement représentée par les rubans hélicoïdaux et les vis hélicoïdales : 

  

écoulement qui est principalement responsable du mélange. Le cisaillement produit par les 

excepté à la base et au sommet de la cuve.  

 

des perforations qui permettent un écoulement transversal du fluide au travers de sa paroi. De 

plus, la vis hélicoïdale présente de bonnes capacités de pompage axial. Ses performances en 

agitation et en mélange, sont comparables voir surpassent celles des rubans hélicoïdaux (voir 

par exemple Chavan et Ulbrecht (1973 b), Carreau et al. (1992). 

 

Au-

mélanger des pâtes épaisses dont les comportements rhéologiques sont complexes. On citera 

pour exemple les mélangeurs à lame sigma : 

 

Ce type de dispositif présente une épaisse lame en forme de S ou de Z. Généralement ils sont 

disposés par paire dans le mélangeur et tournent  en sens opposé à des vitesses différentes. 

Earle, 1959 ; Hall et Godfrey, 1968 ; Kapel, 1979 fournissent des informations sur ce type 

 



3.9  

Pour la rédaction de cette partie, je me suis appuyé sur un article de « Procédés chimie - bio - 

agro | Opérations unitaires. Génie de la réaction chimique ( Michel ROUSTAN, Jean-Claude 

PHARAMOND, Alain LINE, 1999). 

Le choix du 

i pourraient 

correspondre à notre besoin. Ensuite, en fonction des conditions opératoires et économiques 

on procède au choix final.  

Le logigramme ci-dessous résume la démarche : 

 

3.9.1 Opération à réaliser 

 

On citera pour exemples les opérations suivantes : 

 mise et/ou maintien en suspension 

 dissolution, cristallisation 

 extraction liquide-solide 

 dispersion 

 émulsion 



 mélange 

 homogénéisation, circulation 

 transfert thermique 

 dilution 

 neutralisation 

 réaction chimique 

 extraction liquide-liquide 

 absorption, désorption 

 fermentation 

  

3.9.2 Nature du ou des produit(s) 

Selon la phase sous laquelle se trouvent les espèces, les critères physiques suivants auront un 

 : 

Solides : 

 nature 

 teneur 

 densité 

 granulométrie 

 vitesse limite de chute (décantation) 

 mouillabilité 

 solubilité 

Liquides : 

 densité 

 viscosité 

 teneur 

 températures initiale et finale 

 comportement rhéologique du fluide (newtonien, visco-  

Gaz : 

 nature 

 débit 

 pression 

 solubilité 



3.9.3  

 par les trois critères 

suivants : 

 cisaillement fort, moyen, faible 

 turbulence forte, moyenne, faible 

 pompage fort, moyen, faible 

 

Opération à réaliser 
Caractéristiques des espèces utiles 

pour définir le procédé 
Propriétés de 

 
 

Mélange liquide-solide 

Mise et maintien en 
suspension 

 concentration 
 granulométrie 
 densité 
 vitesse de décantation des 

solides 
 mouillabilité 
 sensibilité au cisaillement 
  
 viscosité 

 faible cisaillement 
 faible turbulence 
 très bon pompage 

 Hélice marine à 3 ou 4 
pales 

 Turbine à pâles inclinées 
 Hélice à profil mince 
 Mobile à disque et à 3 

pales inclinées à 45° à leur 
extrémité refoulant le liquide 
de bas en haut (utilisé pour 

 
de fond de cuve) 

 Agitateur submersible 
multidirectionnel 

 Turbine fermée aspirant 
axialement et refoulant 
radialement 

 Agitateur à barrière, à 
flux tangentiel pour agitation 
douce 

Dissolution 
Cristallisation 

 concentration 
 granulométrie 
 masse volumique 
 vitesse de décantation des 

solides 
 mouillabilité et solubilité 
 sensibilité au cisaillement 
 viscosité 

 cisaillement moyen 
 turbulence 

moyenne 
 bon pompage 

 Hélice marine à 3 ou 4 
pales 

 Turbine à pâles inclinées 
 Hélice à double flux 
 Hélice à profil mince 
 Mobile à disque et à 3 

pales inclinées à 45° à leur 
extrémité refoulant le liquide 
de bas en haut (utilisé pour 

 
de fond de cuve) 

 Turbine fermée aspirant 
axialement et refoulant 
radialement 

Dispersion de 
solides ou poudres 
dans des liquides 

 concentration 
 granulométrie 
 masse volumique 
 vitesse de décantation des 

solides 
ou poudres 

 nature des fluides 
 variation de la viscosité 
 mouillabilité 

 cisaillement 
important 

 faible capacité de 
mélange 

 Turbine fermée aspirant 
axialement et refoulant 
radialement 

 Mobile de dispersion 

Mélange liquide-liquide 



a) liquides miscibles 

Homogénéisation-
mélange 
Dilution 

Transfert thermique 
Réaction chimique 

 viscosité des fluides 
 évolution de la viscosité dans le 

temps 
 nature des fluides 
 temps de mélange 

 faible cisaillement 
 faible turbulence 
 très bon pompage 

mobile à flux axial 
avec ou sans 
composante radiale 

 Hélice marine à 3 ou 4 
pales 

 Turbine à pâles inclinées 
 Hélice à double flux 
 Hélice à profil mince 
 Mobile pour fluide 

visqueux (Turbine 
hélicoïdale, Ruban simple ou 
double avec ou sans vis 
intérieure) 

 Mobile à disque et à 3 
pales inclinées à 45° à leur 
extrémité refoulant le liquide 
de bas en haut (utilisé pour 

 
de fond de cuve) 

 Agitateur à ancre (ou 
cadre), à flux tangentiel pour 
milieux 
visqueux et raclage de paroi 

 Agitateur à barrière, à 
flux tangentiel pour agitation 
douce 

Mélange liquide-liquide 
b) liquides non miscibles 

Extraction liquide-
liquide 

Dispersion 
Réaction chimique 

Émulsions 

 pourcentage des différents 
liquides 

 taille des gouttes dispersées 
  

 fort cisaillement 
 forte turbulence 
 circulation 

moyenne mobile à 
flux radial 

 Hélico-mélangeur 
 Multiplan tripale 
 Turbine à disque type 

Rushton à pâles droites, 
inclinées, incurvées, ou 
concaves 

 Turbine à pales droites ou 
incurvées 

 Turbine fermée aspirant 
axialement et refoulant 
radialement 

 Turbine fermée à disque 
et à pales courbes avec ou 
sans contre-pièces fixes 
Turbine à pales courbes avec 
un système de contre-pièces 
fixes 

 Mobile de dispersion 
Mélange liquide-gaz 

dans un liquide 
Réaction chimique 

Absorption 
Désorption 

Fermentation 

 débit gazeux 
 viscosité 
 variation de la viscosité dans le 

temps 
 sensibilité des micro-

organismes au cisaillement 

 forte turbulence 
 fort cisaillement 
 bonne circulation 

 Turbine à pâles inclinées 
 Hélice à double flux 
 Hélice à np pales à profil 

mince 
 Turbine à disque type 

Rushton à pâles droites, 
inclinées, incurvées, ou 
concaves 

 Turbine à pales droites ou 
incurvées 



3.9.4 Conditions opératoires 

Une fois la sélection des agitateurs potentiels effectuée on prend en compte les conditions 

opératoires : 

 Le type de fonctionnement en continu, discontinu (le plus courant en industrie 

pharmaceutique) 

 Les débits à traiter 

 Temps de mélange souhaité 

   

Conditions économiques 

Le choix des industriels est basé sur des caractères techniques mais aussi économiques. 
1 et les OPEX2 après consultation de 

plusieurs fabricants. Mais pour que ceux-

conditions opératoires soient clairement définies. 

3.9.5  

 des 

complexes.  

 

3.10 Analogie de Couette 

cylindrique 

la partie 1.2. Dans cette géométrie, Figure 18, du fluide est placé entre 2 cylindres 

concentriques. Le cylindre intérieur tourne, alors que le cylindre extérieur est fixe. Cette 

configu  

                                                
1
 CAPEX : « Capital EXpenditures  

2
 OPEX : « OPerational Expenditure » ou coût de fonctionnement (maintenance comprise) 



 

dans les 

dispositifs de caractérisation rhéologique, les rhéomètres rotatifs, qui utilisent fréquemment 

cette géométrie ; ce sera le cas lors des mesures rhéologiques réalisées dans la section 

suivante. 

 (Lionel CHOPLIN, Philippe MARCHAL, Cristophe BARAVIAN, Dominique 

LANGEVIN, 2010). Cette démarche, appelée analogie de Couette, a été largement utilisée 

non newtoniens au sein de cuves. 

  



4 
dans un rhéomètre de Couette 

4.1  

contrainte, une étude expérimentale utilisant la géométrie de Couette a été menée. 

Cette étude a été réalisée avec des solutions de Carbopol® de concentrations différentes. 

Le Carbopol® x carbomères. 

dans de nombreuses formulations. 

Couette. 

4.2 Notion de couple 

 

 

 

forces dont la résultante est nulle. Leur moment, 

lui, est non nul. 

Dans notre cas, pour mettre en rotation le cylindre interne le moteur du rhéomètre de Couette 

doit développer un couple suffisamment important pour combattre les forces de frottements 

visqueuse. 

4.3 Principe de fonctionnement du rhéomètre 

Le couple  est proportionnel à la contrainte  imposée au fluide 

 



Par ailleurs, la vitesse angulaire de rotation  du cylindre intérieur est proportionnelle au taux 

de cisaillement  subi par le fluide 

 

constantes et t égales à  

 

où  est le rapport des rayons des cylindres intérieur et extérieur respectivement et 

 est la hauteur des cylindre.  

Le couple étant proportionnel à la contrainte, et la vitesse angulaire proportionnelle au 

fluide. En effet, la viscosité est reliée à ces deux grandeurs par la formule suivante : 

 

En isolant la viscosité dynamique : 

 

Lorsque le fluide est Newtonien, un seul point expérimental suffit. La viscosité dynamique 

étant une constante, la fonction   

Pour les fluides complexes, il est nécessaire de mesurer la contrainte pour différents taux de 

 

Le rhéomètre de Couette peut fonctionner selon deux modes : 

- -à-dire mesurer le couple en faisant varier la vitesse de 

rotation du cylindre intérieur  

- à co -à-dire mesurer la vitesse angulaire du cylindre intérieur en 

faisant varier le couple 

4.4  

Quatre solutions de Carbopol® ont été fabriquées, ayant pour concentrations massique : 0,2%, 

0,15%, 0,1% et 0,05%. 

 : 



 

Ses dimensions sont les suivantes : 

- rayon du cylindre interne : 2cm 

- rayon du cylindre externe : 5cm 

- hauteur de  : 16cm 

les effets de bord. 

Préalablement à la réal

rhéologiques des solutions. Ils sont résumés dans le tableau 3. 

  



 0,2% 0,15% 0,10% 0,05% 

Seuil de contrainte 

(Pa) 
38 18 5 0,1 

 

(n) 
0,69 0,69 0,0075 0,0023 

Consistance 

(Pa.s)n 
1,25 0,97 4,38 0,52 

 mode cisaillement imposé. Le cylindre extérieur du 

rhéomètre étant immobile, les solutions ont été soumises à un taux de cisaillement allant 

par le fluide à la rotation du cylindre interne a été enregistré. 

Les résultats de cette expérience figurent sur le graphique ci-dessous : 

 

Pour les deux concentrations les plus élevées en Carbopol®, une augmentation proportionnelle 

(En coordonnées logarithmiques) du couple avec la vitesse de rotation du cylindre interne est 

1
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vitesse angulaire (tr/mn) 

Couple en fonction de la vitesse de rotation 
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0,05%(m/m)



observée. Néanmoins, à 800 tr/min, on observe une cassure dans la pente de la courbe à 

ire au mouvement. 

Pour les deux solutions de plus faibles concentrations

turbulent est clairement atteint et avec lui, les tourbillons de Taylor amenant une contrainte 

intérieur, responsable de la croissance 

rapide du couple en fonction du cisaillement. 

4.5  

: 

rt 

 

, ce qui 

plus élevées. 

Pour déterminer, la viscosité à partir du couple mesuré et du cisaillement imposé, on suppose 

que le fluide ne glisse pas sur les parois. Or, aucun traitant anti-

sur celles-ci. Ce qui rend le phénomène de glissement non négligeable.  



5 -

-Bulkley 

Dans ce chapitre sont exposées les bases ma

rhéofluidifiant à seuil en géométrie de Taylor-Couette. 

contrainte répondant à la loi de Herschel-Bulkley. 

5.1 Description du problème et équations  

5.1.1  Description du problème  

cylindres infinis concentriques de rayons  et , Erreur ! Source du renvoi introuvable.. 

Le cylindre intérieur tourne à une vitesse angulaire  et le cylindre extérieur est immobile.  

 

 

5.1.2  

gouverné par les équations de conservation de la masse et 

de la quantité de mouvement : 

  (1.1) 

  (1.2) 



où  est le vecteur vitesse exprimé en coordonnées cylindriques 

,  est la pression. Les grandeurs portant un chapeau (^) sont dimensionnelles. 

matériau, il faut une matrice, appelé tenseur des contraintes visqueuses : 

  (1.3) 

En effet, la surface , de normale  

force visqueuse  possède 3 composantes. La force est calculée en multipliant le tenseur 

et le vecteur normal , 

  (1.4) 

appelé vitesse de cisaillement, vitesse de déformation ou gradient de vitesse) selon la loi de 

Newton : 

  (1.5) 

Dans le cas le plus général, le taux de cisaillement  est une matrice ou tenseur des taux de 

cisaillement : 

  (1.6) 

Il est calculé à partir du gradient de vitesse : 

 (1.7) 

Les conditions aux limites associées aux équations 1.1. et 1.2 sont : 

 

En effet, le fluide est supposé adhérer aux parois des cylindres intérieur et extérieur. 



Les équations 1.1 et 1.2 sont adimensionnées grâce aux échelles caractéristiques données dans 

le Tableau 4.  



Echelle caractéristique de longueur  avec  

Echelle caractéristique de vitesse 
 

Echelle caractéristique temporelle (temps de 
diffusion visqueuse)  

Echelle caractéristique pour la pression  
 

Echelle caractéristique pour les contraintes 
 

Echelle caractéristique de cisaillement 
 

 

On obtient alors les équations de conservation adimensionnelles : 

  (1.8) 

 
 

 

(1.9) 

 : 

 
 (1.10) 

Les grandeurs sans chapeau (^) sont adimensionnelles. 

 : 

 

5.1.3 Comportement rhéologique du fluide 

Le fluide considéré est un fluide rhéofluidifiant à seuil, suivant la loi de Herschel-Bulkley.  

Si  :  (1.11) 

Si  (1.12) 



Avec  la contrainte seuil. Le facteur  est homogène à une viscosité. Ainsi  est 

 

Physiquement le paramètre  est toujours positif. Il dépend des caractéristiques du fluide : 

 : rhéofluidifiant 

n>1 : rhéoépaississant 

Dans cette étude Ainsi les fluides concernés par cette étude ont leur coefficient n qui est 

 

Le second invariant du tenseur des contraintes  

est défini par 

 

De même, le second invariant du tenseur des taux de cisaillement  

du taux de cisaillement et est défini par  

 

La loi de Herschel-Bulkley est adimensionnée avec les échelles données dans le tableau 4 

pour obtenir 

Si  :  (1.13) 

Si  (1.14) 

où  

-Bulkley, la viscosité de référence est construite avec les 

paramètres du terme en loi de puissance,  et  

 

 (1.15) 

  



Loi HB dimensionnelle Loi HB adimensionnelle 

  

 

5.2 Ecoulement laminaire à faible vitesse de rotation 

-Couette. Nous nous 

-à-dire que le vecteur vitesse 

  : 

 

 (1.16) 

masse et de la quantité de 

 : 

  (1.17) 

est trivialement respectée compte-tenu de la forme rhéométrique de la vitesse de base : 

  (1.18) 

La conservation de la quantité de mouvement  : 

  (1.19) 

 : 

 

taux de 

cisaillement par la loi de Newton 

  (1.20) 

 : 



 

 (1.21) 

 avec  (Cécile LEMAITRE, 2011). 

Ainsi on peut exprimer le tenseur des contraintes par la loi de Newton : 

  (1.22) 

avec  

Compte-tenu de la forme rhéométrique de la vitesse de base, la conservation de la quantité de 

mouvement exprimée en coordonnées cylindrique se simplifie en : 

Suivant la direction (r) : -  

Suivant la direction  :  

Suivant la direction (z) :  

 : 

 
 (1.23) 

 
 (1.24) 

  (1.25) 

 il faut utiliser des conditions aux limites. Mais 

les conditions aux limites dont nous disposons portent sur la vitesse et seront exploitées 

 nous a fourni 

une information très importante. En effet, tous les produits du rayon multiplié par la 

-à-dire que la contrainte qui lui est imposée et supérieure à la contrainte seuil. 

L -  : 

Si  :  (1.26) 



Si  (1.27) 

Le second invariant du tenseur des taux de cisaillements ,  se réduit à : 

  (1.28) 

car  

De même, le second invariant du tenseur des ,   : 

  (1.29) 

Ainsi, on peut écrire pour  

  (1.30) 

  (1.31) 

 

donc,   

Nous allons maintenant distinguer 2 cas différents : 

 -à-dire que tout le fluide est en écoulement. 

 Le cas où seule une partie du fluide est cisaillé. Dans ce cas, une seule une partie du 

atteinte et le fluide se comporte comme un solide. 

5.2.1 Détermination de la limite entre les 2 cas 

Cas totalement cisaillé  

 

r  

De plus, on a : 

  (1.32) 



avec  et  les contraintes au niveau des cylindres intérieur et 

extérieur respectivement. 

Le taux de cisaillement  est toujours négatif, en effet : 

 

Si bien que le taux de contraintes  est lui aussi négatif, puisque la viscosité est toujours 

positive. Ainsi on écrit : 

  (1.33) 

 

avec  

Cas partiellement cisaillé 

Dans ce cas, le fluide au contact du cylindre intérieur présente une contrainte supérieure au 

 

Il existe  tel que  

 (1.34) 

 
  (1.35) 

Or,  donc =>  

Ainsi : , cas n°2,  annulaire est partiellement cisaillé 

5.2.2 Etat de base dans le cas totalement cisaillé 

Avec r  [R1 ;R2] 

 (1.36) 

 
(1.37) 



  (1.38) 

  (1.39) 

 

Avec  = signe ( . Lorsque seul le cylindre intérieur tourne, on  = -1. En effet : 

  (1.40) 

Le premier terme est négatif car la vitesse décroît de  au contact du cylindre intérieur à 

 au contact du cylindre extérieur. Le second terme étant également négatif ( ,  est 

donc négatif. 

 dans (1.40) : 

  (1.41) 

 (1.42) 

  avec 

 
(1.43) 

 (1.44) 

La grandeur  est du même signe  que  car de sorte que : 

 (1.45) 

 (1.46) 

On intègre le membre de gauche : 

 (1.47) 



 (1.48) 

A ce stade, la contrainte à la paroi intérieure  est inconnue. Pour la déterminer, on écrit 

-dessus pour  et on utilise la condition aux limites , ce qui 

conduit à : 

 (1.49) 

La contrainte  est solution de cette équation, qui est résolue numériquement, comme décrit 

10.1. 

(1.48) est alors résolue, elle aussi par calcul numérique, pour obtenir le profil de 

vitesse (détail 10.1). 

5.2.3 Etat de base dans le cas partiellement cisaillé 

Avec r  [R1 ;R0] 

 (1.50) 

Un raisonnement similaire à celui du paragraphe précédent (5.2.2.) conduit à : 

 (1.51) 

la contrainte   : 

 (1.52) 

5.3  

Dans ce chapitre, sont exposées les bases mathématiques sur lesquelles repose le programme 

informatique élaboré afin de simuler des écoulements de fluides rhéofluidifiants à seuil de 

10.2. Le lect

 



5.4  

de base une perturbation infinitésimale : 

 (1.53) 

 (1.54) 

avec  1 

Les grandeurs U et P satisfont aussi aux équations de conservation de la masse et de la 

quantité de mouvement : 

  (1.55) 

  (1.56) 

 

(1.17 et 1.19), on obtient les équations qui gouvernent la perturbation : 

  (1.57) 

  (1.58) 

avec la perturbation du tenseur des contraintes : 

 (1.59) 

avec : 

 (1.60) 

 (1.61) 

Les conditions aux limites se réduisent à : 



 (1.62) 

Le système linéaire est homogène dans les directions axiale et azimutale. La solution peut 

 : 

 (1.63) 

avec ,   le 

 

Nous avons supposé une évolution exponentielle de la perturbation au cours du temps. La 

grandeur  est le taux de croissance complexe. Sa partie réelle est le taux 

de la perturbation. Si , la perturbation tend vers zéro au 

 est appelé cas de stabilité marginale. 

La partie imaginaire du taux de croissance  

et le rapport  sa vitesse de phase. 

L -à-dire la plus petite valeur du nombre de Reynolds 

 conduisant à , et le  et , 

ont alors été calculées pour des valeurs de ,  et  données. 

Pour cela une méthode spectrale de collocation basée sur les polynômes de Chebyshev 

évalués en points de Gauss-Lobatto a été mise Matlab®. Elle 

10.3. 

  



6 Validation du programme 

6.1 Validation numérique du programme 

Nous avons dans un premier temps chercher à valider le programme pour des cas simplifiés 

dont les résultats sont connus. 

Pour ce faire, nous avons utilisés les propriétés de la loi de Herschel-Bulkley. En effet, pour 

-Bulkley est similaire à la loi de 

Puissance : 

 

Pour des fluides à seuil de contrainte mais non rhéofluidifiant (n=1), la loi de Herschel-

Bulkley est similaire à celle de Bingham : 

 

écoulements de Taylor-Couette avec les lois de puissance et de Bingham, les résultats fournis 

par notre programme et ceux obtenus avec les programmes existants ont pu être comparés. 

A cette fin, deux paramètres ont été comparés entre les programmes existants et le nôtre : le 

nombre de Reynolds critique au niveau de la paroi 

axial  ; en effet, leur 

hauteur est inversement proportionnelle à . 

6.1.1 Comparaison du programme Herschel-Bulkley avec le 

programme de la loi de puissance 

Afin de pouvoir comparer notre programme avec celui utilisant la loi de puissance, nous nous 

sommes placés dans des situations où ces deux programmes peuvent être employés. Nous, 

nous sommes placés dans le cas de fluide ne requérant pas de contrai

points ont été simulés avec le programme de la loi de Puissance. Ci-dessous figurent sur les 

mêmes graphes, les Reynolds critiques (pour un rayon égal à celui du cylindre interne) 

calculés par les deux programmes dans deux configurations : 

- = 0,4, le rayon du cylindre intérieur égal à 40 % de celui du cylindre extérieur 



- , le rayon du cylindre intérieur égal à 90 % de celui du cylindre extérieur 

 

 

 



parfaitement. Ceci témoigne de la fiabilité du programme pour prédire la transition à la 

turbulence de fluides rhéofluidifiants en écoulement de Taylor-Couette. 

Ci-  calculés par les 

deux programmes dans les deux configurations. On observe encore une superposition parfaite 

des points calculés par les deux programmes. 

 

 



 

6.1.2 Comparaison du programme Herschel-Bulkley avec le 

programme de Bingham 

A nouveau nous nous sommes placés dans des situations pour lesquelles les deux programmes 

pourraient être utilisés. La loi de Bingham est faite pour étudier des fluides à seuil de 

viscosité est invariable avec le taux de cisaillement). Nous avons donc effectué les 

simulations, en prenant un  

équivalent dans la loi Herschel-Bulkley) allant de 0 à 200. 

Ci-dessous figurent sur les mêmes graphes, les Reynolds critiques (pour un rayon égal à celui 

du cylindre interne) calculés par les deux programmes dans les deux géométries étudiées 

( =0,4 et = 0,9). Nous observons une superposition des points calculés par les deux 

programmes. Cette superposition témoigne de la fiabilité du programme pour prédire la 

transition à la turbulence des fluides à seuil de contrainte. 

 



 

Ci-

programmes dans les deux géométries étudiées. A nouveau, nous observons une superposition 

des points calculés par les deux programmes. Cette superposition témoigne de la fiabilité du 

programme pour représenter la taille et la forme des tourbillons. 

 



 

Après avoir validé nos programmes en comparant les résultats obtenus des fluides purement 

rhéofluidifiants (loi rhéologique de puissance) et des fluides à seuil (loi de Bingham) aux 

résultats issus de programmes antérieurs, nous nous intéressons dans la section suivante au 

cas de fluides de Herschel-Bulkley. 

  



7 Exploitation du programme 

Une fois ces validatio

déterminer les caractéristiques des fluides rhéofluidifiants à seuil de contrainte suivant une loi 

rhéologique de Herschel-Bulkley. Ainsi, nous avons effectué des simulations pour des valeurs 

et 200. 

Très rapidement nous avons rencontré une difficulté. En effet, notre programme fonctionnant 

avec la loi de Herschel-

cisaillé. 

 : 

 (la contrainte au niveau de 

 : 

 

Cette intégration est effectuée numériquement par Matlab. Or, il se trouve que lorsque le 

terme  est supérieur à 

éterminée en mathématiques. 

Lors de la comparaison de notre programme avec celui de la loi de puissance, ce problème 

à réaliser est positive. 

 pas non plus survenu lorsque la comparaison avec le programme de 

annuler la racine. 

 avons pu traiter 

sont ceux où  est inférieur à  qui correspondent à des entrefers partiellement cisaillés. 

Ainsi pour  = 0,4 seulement trois points ont pu être calculés par le programme sur la 

gamme choisie. Quant à =0,9, cinq points ont pu être calculés. 



7.1 Simulations pour =0,4 

étudiés. 

 

 

 



Comme nous pouvons le voir sur la figur

Reynolds critiques pour les cas où  et  et . En effet, le programme 

ne convergeait pas pour ces deux points. 

 

 



7.2 Commentaires des simulations pour  = 0,4 

Il est difficile de commenter les figures 29 et 31, du fait du nombre faible de points 

 est croissant avec 

 augmente globalement avec -à-dire que les tourbillons 

-être 

expliq

fluide se comporte comme un solide. 

 diminue, donc 

que le caractère rhéofluidifiant augmente, il y a déstabilisation pour des valeurs de seuil 

 diminue : le caractère 

rhéofluidifiant produit lui aussi une réduction des tourbillons. 

7.3 Simulations pour =0,9 

 

 



 

 



 

7.4 Commentaires des simulations pour  = 0,9 

 est toujours 

croissant avec 

augmente) avec  pour 

avec  pour  

Reynolds critique pour . Pour  diminue. 

 diminue (la taille des tourbillons augmente) quand  diminue pour 

. Pour ,  diminue quand  diminue pour les valeurs faibles de , mais  

augmente pour les valeurs de  plus élevées. 

  



8 Conclusion 

Les fluides rhéofluidifiants à seuil de contrainte sont couramment utilisés en pharmacie 

industrielle. Ils interviennent dans la fabrication de nombreux médicaments, notamment ceux 

destinés à être appliqué par voie cutanée et les suspensions buvables. 

Ils interviennent comme modulateur de viscosité, apportant aux produits thérapeutiques leurs 

caractéristiques physiques exceptionnelles, permettant une application des crèmes, 

pommades, gel, et lotion, et leur maintien après application. Ils permettent également de 

combattre les phénomènes de sédimentation ou de floculation des suspensions. 

Leur complexité rhéologique qui fait leu

à prévoir sans une étude approfondie. Pourtant la connaissance de ces propriétés est 

nécessaire à la fabrication de médicaments qui les font intervenir. 

Une étape critique de leur fabrication est le mélange des excipients et principe(s) actif(s). La 

maitrise de cette opération requiert la connaissance du comportement en écoulement des 

 

Afin de choisir les systèmes de mélange adaptés, il convient de connaitre les propriétés des 

schel-Bulkley dans une 

géométrie de Taylor-Couette, à travers une approche à la fois expérimentale et théorique. Le 

ustrie, lors des opérations de mélange par 

exemple. 

-Bulkley a été réalisé. 

deux cylindres, ce programme permet 

. Il a permis de 

ment 

avec le caractère rhéofluidifiant. 

type de mélangeur pour un fluide en particulier. En effet, ce programme se nourrit des 



-ci. De plus, une fois les simulations effectuées. Il est 

important de se rappeler que les résultats sont obtenus pour une géométrie de Taylor-Couette 
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10 Annexes 

10.1 Annexe 1 : 

base 

Cette partie présente la démarche qui a été suivie pour réaliser les intégrations numériques 

afin de déterminer le taux de contrainte à la paroi du cylindre interne, et le profil des 

 

10.1.1  

10.1.1.1 Obtention de  

 

Or, , en effet,  

Ainsi  

  

   

   

    

  (3) 

 

 :  (on cherche pour quelle valeur de 

1  

Ainsi, numériquement, on trouve la racine de la fonction : , cette 

racine est tau_1. 

Fonction 

 

 

Nom de la fonction dans le 
programme 

FoncInteg FONC_I 

 



10.1.1.2 Obtention de Vb(r) 

 

 

 

10.1.2  : 

10.1.2.1 Obtention de  

 

  

 

 

-dessous 

 

Fonction 

 

 

Nom de la fonction dans le 
programme 

FoncInteg FONC_II 

10.1.2.2 Obtention de Vb(r) 

 

 

 

 

NB :  & , ainsi :  



 

 

 

  



10.2 Annexe 2 : Détail des calculs conduisant aux équations aux 

perturbation 

Dans cette section -Couette 

depuis le régime laminaire au régime turbulent. 

comportement du système par la suite. 

 

Mathématiquement cela prend la forme : 

Avec  1,  

masse et de la quantité de mouvement en y ajoutant les perturbations : 

Sous forme vectorielle :  

(1)  (équation de conservation de la masse) 

(2)  (éq. de conservation de la quantité de mouvement) 

 

 

 

 

 

 

 

 : 

 



 

(1)  (3) :  

(1)  (3) :  

(2)  (4) :  

(2)  (4) :  

(2)  (4) :  

 (2)  (4) :  

Ainsi, les équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement 

correspondant aux perturbations sont de la forme : 

(2)  

(3)  

 (Cécile LEMAITRE, 2011) on peut réécrire les équations 

(1) et (2), exprimées dans le système de cordonnées cylindriques, sachant que 

 et  on obtient les équations simplifiées suivantes : 

Equation de conservation de la masse : 

(7)   

Equation de conservation du mouvement : 

Sur r :  

En reprenant notre système de notation : 

 

En posant :  



  
  
  
  
  
  

 : 

 

 

-dessus 

prend la forme : 

 (8) 

 : 

 

-dessous : 

 

Puis en divisant par  : 



 

Le même raisonnement est appliqué pour les deux autres équations du mouvement, on obtient 

donc les équations suivantes : 

(8)  

 

Le tenseur des contraintes a pour expression : 

  

Avec  

Démonstration : 

Loi -Bulkley :  

Avec,  

 :  

forme :  

,  comprend la déformation et la rotation, ainsi en ajoutant on soustrait 

uniquement à la déformation. 

  



Ainsi : 

 

 

 

 

Et i,j:  

Ainsi :  

Avec le terme  qui est grand, et qui est petit  

Quant au terme de viscosité, celui-

limité : 

Rappel mathématique sur le DL de Taylor : 

Pour  une fonction à deux variables, le DL donne : 

 

Dans notre cas, la viscosité est une fonction de 9 variables : 

 

Avec pour chaque variable  

 

Avec 

 

 

 

Ainsi, 



 

 

 

Avec négligeable : 

 

Avec : 

 

 

Ainsi : 

 

cylindriques : 

(1)   

 

(2)  

 

On met le vecteur vitesse sous la forme de mode normal : 

 est la valeur propre. Dans le programme nous définissons des valeurs propres 

-à-  

Où k&m sont des constantes de périodicité d  

m est le nombre azimutale et k



Pour le cas où 

Yao). Ainsi nous prendrons cette valeur lors de nos simulations. 

Avec  

 

Par souci de simplification, on notera u(r) = u, v(r) = v et w(r) =w : 

 

La composante liée  : 

 

Equation de conservation de la masse réécrite : 

(1)  

On divise par : 

(1)  

Réécriture des équations de conservation de la quantité de mouvement : 

Calculs préliminaires à la réécriture des équations de quantité de mouvement : 

Afin de pouvoir réexprimer les équations aux perturbations en exprimant les éléments du 

tenseur des contraintes, nous allons exprimer ce tenseur et le mettre sous la forme : 

 

 

 

 

Expression du tenseur : 



 

 

a pour expression : 

 

 

 

 : 

 

1. Exprimons les : 

 

 

 

 :  



 

Calcul de : 

Rappel  

 

 

 

=0 

=0 

 

 



 

 : 

 

 r, ainsi :  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 : 

(1)  

(2)  

 

 

Conditions aux limites : 

Avec : 

(1)  

 

Au niveau des parois u,v&w  

Ainsi nous sommes en présences de 8 conditions aux limites : 

u(R1)=u(R2)=0 

v(R1)=v(R2)=0 

w(R1)=w(R2)=0 

 



Comparaison entre nos équations et le programme : 

Nous Le programme 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



10.3 Annexe 3 : Méthode numérique pour la résolution des 

équations aux perturbations 

 : 

(1)  

(2)  

 

 

Ce qui revient mathématiquement à mettre les équations sous la forme : 

 

 

 

 

paramètre inconnu  

 

En posant ,  :  

 : 

 

La première ligne de B0 pose problème. Du coup astuce : 

On passe à 2 équations à 2 inconnus : u & v 

Pour simplifier ce système nous réintroduisons 2 équations dans 2 autres : 



conservation de la quantité de mouvement selon la coordonnée z et on la réintroduit dans les 

deux autres. 

Méthode numérique de colocation : le principe est de visualiser une fonction comme une 

somme de n polynômes, avec n le nombre de point de discrétisation. 

Le problème peut être défini de la façon suivante :  

A et B étant les opérateurs :  

Implicitement A et B contiennent 2 équations. Ce sont des matrices carrées de dimension 

2(n+1). 

La première ligne de A ne contient que des 0 car u et v = 0 en R2. Au1 et Av1=0.  

 

 

f et g  

 différents.On cherche le couple k&m pour lequel la 

-ci est négatif on 

augmente Re1, si celui-

le Re1 critique. Si le couple k&m optimal est sur une 

 

 

-Lobatto : 

Ces points sont déf -1 :1] 

Ils sont définis de la façon suivante :  

Le domaine de définition est vérifié : 

Si j= 0,  

Si j=N,  

On aura N+1 points concentrés au voisinage des parois où les variations sont plus rapides. 



Ainsi la position radiale sera représentée de la façon suivante : r=ay+b avec y le vecteur des 

points de Gauss-Lobatto. 

Si bien que si y=-1 : r=-a+b=R1 

Ainsi, R1=-a+b & R2=a+b 

En sommant ces deux équations on trouve b  

En soustrayant R2 à R1, on trouve a , or R2  et R1 , ainsi a  et R2=R1-

1 

Ainsi rj  avec y  [-1 ;1] 

pour se ramener à des points compris R1&R2. 

Fonctions u & v sont définis comme une somme des polynômes de Chebytchev à n+1 termes. 

10.3.1 Conditions aux limites : 

Dans cette partie sont présentées les façons dont le programme fonctionne aux conditions 

limites. 

Loi de HB :  

or quand n=1,  = loi de Bingham 

 = loi de puissance 

On peut écrire : 

 

Avec  

 

 

Ainsi la loi de Herschel-Bulkley est un mix des deux lois de Bingham et de puissance nous 

utilisons cette propriété pour traiter les cas limites : 



1) II tend vers 0 

II tend vers 0,  est le terme qui domine car il tend vers  

 
Bingham 

 

Quand tend vers 0,  

Herschel Bulkely 

 

Quand tend vers 0, , pour n>0 

Quand  tend vers 0,   

Or, la loi de Bingham est calculable analytiquement contrairement à celle de Herschel-

Bulkley dont les intégrations sont calculées numériquement. Donc pour des viscosités tendant 

tend vers 0) on utilisera la loi de Bingham qui est plus précise. 

 

2) Quand B  

  

domine 

 

Loi de puissance : 

 

 

Herschel-Bulkley : 

 

 



Ainsi, si  tend vers 0,  

 

 

Graphiquement,  tend vers 0, tend 
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