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Résumé

L’arrivée des machines quantiques risque de révolutionner de nombreux do-
maines, en particulier celui des algorithmes combinatoires. Nous proposons dans
ce stage d’évaluer la performance des algorithmes existants (et publiés) et d’éclairer
les opportunités des algorithmes quantiques.

Dans un premier temps, nous allons aborder ’algorithme de recherche dans une
base non structurée de Lov Grover (1996) ainsi que deux autres algorithmes inspirés
de l'algorithme de Grover traitant le probléme de satisfiabilité d’une formule logique
et la recherche d’éléments dans un tableau.

La seconde partie présente des algorithmes quantiques nécessaires pour faire
de 'optimisation combinatoire, tels que la somme ou encore la minimisation. Enfin,
nous abordons le probléme de la couverture d’arétes (Vertex Cover - VC) et voyageur
de commerce (Traveling Salesman Problem - TSP).

Abstract

Quantum machine provide an opportunity to revolutionizing many fields, es-
pecially in combinatorial algorithms. In this internship, we propose to assess the
performance of existing (and published) algorithms and clarify the opportunities of
quantum algorithms.

In a first step, we use a search algorithm on an unstructured database published
by Lov Grover (1996) and two other algorithms inspired by the Grover algorithm
dealing with the satisfiability problem on a logical formulas and search for elements
in an array.

The second part present quantum algorithms necessary to do combinatorial
optimization, such as the sumation and minimization. Finally, we experimentally
solve the problem of vertex cover and traveling salesman problem.
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Introduction

L’apparition de l'informatique quantique ces derniéres années se base sur un nouveau
paradigme de calcul permettant d’envisager la résolution de problemes jusqu’ici inacces-
sibles. Plusieurs facteurs expliquent cet intérét croissant : de nouveaux algorithmes en
rupture avec l'existant, la limitation de la loi de Moore sur les machines actuelles et la
création de machines physiques basées sur la notion de qubits.

En effet, la découverte de 'algorithme de Shor en 1994 & permis pour la premiere
fois de factoriser des grands nombres en temps sous exponentiel. De méme la création de
qubits assez fiables et I’apparition ou "amélioration réguliére de plusieurs architectures
d’ordinateurs quantiques a permis 'arrivée de nouveaux acteurs sur le marché (D-wave,
IBM, et récemment Google avec son annonce de suprématie quantique).

Concernant plus précisément ’optimisation combinatoire, les premiers résultats datent
de plus de 20 ans et furent principalement publiés dans des journaux de physique. Il a
fallu attendre seulement ces 5 derniéres années pour voir arriver la construction de
machines (et de simulateurs logiciels) permettant de réellement exécuter ces circuits
théoriques et obtenir les premiers résultats expérimentaux.

L’objectif de ce stage est donc double car il faut dans un premier temps transformer
les algorithmes de physiciens présentés dans les articles en algorithmes d’informaticiens
(changement de paradigme) ce qui permet dans un second temps de commencer a éva-
luer ce qu’apporte les machines quantiques aux problemes d’optimisations connus en
informatique classique, comme SAT ou le voyageur de commerce.

Dans ce mémoire, le premier chapitre présente les bases du calcul quantique. Le
second chapitre s’intéresse aux algorithmes de recherche dans une base non-structurée
duquel découle les problemes d’optimisation étudiés. Le chapitre suivant traite certains
probléemes d’optimisations étudiés comme la couverture de sommets (Vertex Cover - VC)
et le voyageur de commerce (Traveling Salesman Problem - TSP).

Bien que la plupart des "algorithmes" présentés aient déja été publiés par morceaux
(que ce soit officiellement dans des revues, postés sous arxiv, ou simplement accessibles
via des github publics), nous proposons pour la premiére fois leurs "implémentations"
homogenes en insistant sur tous les détails laissés en suspens dans les résultats théoriques
comme l’acces aux données représentant les instances.






Calcul quantique

Une majorité de problémes obtiennent une accélération quadratique avec le paradigme du
calcul quantique. Ce nouveau paradigme repose essentiellement sur les premiers postulats
de la mécanique quantique. Nous allons ici présenter brievement les briques de base du
calcul quantique dans le but d’une meilleure compréhension des propriétés qu’offrent ces
machines. Bien que le contexte du calcul quantique ait déja été expliqué lors du premier
rapport, il nous a semblé important de rappeler celui-ci. Le lecteur habitué au circuit
logique et autre intrication peut directement sauter 10 pages et aller en section

2.1 Qubits

Qu’est-ce qu’un qubit ?

Pour les ordinateurs classiques, le bit peut prendre deux valeurs, 0 ou 1. L’ordinateur
réalise ses calculs grace a un systéme physique a deux états (aimantation, interrupteur,
condensateurs...).

Le bit quantique ou qubit est un systéme quantique pouvant prendre une infinité
d’états, en particulier 0 ou 1 comme l'ordinateur classique. Ces états sont notés |0) et
|1) par convention introduite par P. A. M Dirac [7], et forment les états de base d’un
qubit. Un qubit est donc constitué d’une superposition quantique linéaire de ces deux
états de base. On dit que tous les états possibles sont simultanément présent, c’est la
superposition.Tout état |¥) (qubit) est représenté comme ceci :

W) = ap [0) + a1 |1)

avec «; un nombre complexe.

Le principe de superposition peut étre imagé par le célebre exemple du chat de
Schrodinger. Dans cet exemple, en I'absence de mesure, le chat est en superposition
d’états (mort/vivant).
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La mesure

Un qubit peut avoir une multitude de valeurs mais une fois mesurée sa valeur est fixe.
Si on cherche & mesurer un qubit, on trouvera 0 s’il est dans I’état |0) et 1 s’il est dans
I'état |1). Si le qubit est dans I’état |¥), la mesure va projeter cet état soit sur |0) avec
la probabilité ||ag||?, soit sur |1) avec la probabilité ||aq||?. On en déduit que :

[lerol* + [lon[[* = 1

La projection d’un qubit sur un état |0) ou |1) est définitive apres sa lecture. Si le qubit
est dans un état |¥) et que lors de la mesure on obtient I’état |1), alors toutes autres
mesures donneront 1'état |1). Les régles décrivant le bit quantique (systéme quantique)
reposent sur les postulats de la mécanique quantique [§]. A partir de ces régles ont été
défini des opérations permettant de modifier I’état du qubit en modifiant les valeurs «y
et oy en appliquant des opérations appelées aussi portes quantiques. Ces calculs peuvent
associer un ou plusieurs qubits, tout cela sans mesurer le ou les qubits ce qui entrainerait
une projection irréversible dans I’état |0) ou |1). Apres 'application de toutes les portes
nécessaires au calcul, on mesure la valeur finale du qubit.

Registre quantique

Un registre quantique est une généralisation d’un systeme quantique avec un qubit a un
systéme & plusieurs qubits. Par exemple, la notation d’un registre |¥) a n qubits sera
I’état :

‘\I/> = Qp ‘0...0) + o ’0...01> + ...+ an ‘1...1)

Avec N = 2" — 1 et la chaine binaire décrivant les états tel que 0...01 par exemple,
sont de longueur n . Comme le qubit, le registre de qubits détient aussi la propriété de
superpositions d’états permettant une projection équiprobable entre tous les états du
registre. Ceci est une différence notable avec un registre classique de bits, qui lui ne peut
avoir qu’une seule valeur fixe a la fois, comprise entre 0 et 2 — 1. Il est donc possible
dans un registre quantique de superposer les qubits et de pouvoir traiter les valeurs de
I'intervalle discret [0,2" — 1] en méme temps et de fagon déterministe car I’équation
de Schrédinger décrivant I’évolution d’un systeme quantique est déterministeﬂ [18]. La
mesure du résultat projettera ’état du systéme dans un unique état, dépendant d’une
probabilité d’apparition liée a ses parametres a.

2.2 Portes quantiques
Les portes quantiques sont les opérateurs nécessaires au calcul quantique. Ils vont mo-

difier ’état de nos qubits en changeant la valeur des coefficients « . Cela a pour effet de
modifier la probabilité de la projection de 1’état |¥) sur les états |0) ou |1).

1Cette équation est du premier ordre par rapport au temps t et complétement déterministe : les
mémes conditions initiales produisent le méme ensemble de solutions, c’est-a-dire la méme évolution
dans le temps et Pespace[I8].
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Portes de bases

Les portes quantiques correspondent a des opérateurs unitairesﬂ et sont réversibles. Or, la
seule opération non triviale réversible réalisable sur un bit classique est le NON logique.
En effet : 1 = 1.

Ce n’est pas un probléme car tout algorithme classique peut s’exprimer en un algo-
rithme réversible en rajoutant des bits de calcul supplémentaire [1].

Représentation
graphique Portes
X X (NOT)
H

Porte de Hadamard

La porte Z

Controlled-NOT (CNOT)

z
9 Porte de Toffoli (CCNOT)

Mesure 1’état d’'un qubit

FIGURE 2.1 : Portes quantiques et leurs représentations graphiques

La porte X, ou NOT est équivalente au NON logique

La porte de Hadamard provoque la superposition des états |0) et |1). Lors de la
mesure on a autant de chance de mesurer |0) et |1), (o = f3)

La porte Z provoque une inversion de phase du qubit : |0) ne change pas mais |1)
devient —|1)

La porte Controlled-NOT ou CNOT, change la valeur du second qubit (applique
un NOT) si et seulement si le qubit de controle est dans Iétat |1).

La porte CCINOT ou porte de Toffoli, due a son créateur Tomaso Toffoli, est une
porte ternaires et prend en entrée deux qubits g1 et ¢, appelés qubits de controle
. La porte CCNOT se comporte comme la porte CNOT mais avec 2 qubits de
controle. Ici, les qubits de controle doivent étre dans I’état |1) pour appliquer un
NOT sur le troisieme qubit, appelé : "qubit cible”

La porte M mesure (projette) le qubit dans un état.

2En mécanique quantique, 'unitarité désigne le fait que I’évolution de la fonction d’onde au cours
du temps doit étre compatible avec I'interprétation probabiliste qui lui est associée.
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Avec la porte de Toffoli, il est possible de reproduire le ET logique. Soit 3 qubits
q1, q2 et g3, tels que ¢ et go2 sont superposés et gs initialisé dans I’état |0). Si nous
appliquons la porte CCNOT avec g1 et go comme qubit de controle, alors g3 sera dans
Iétat |1) si et seulement si ¢; et g2 sont tout deux dans I’état |1). Ainsi,il est I’équivalent
du ET.

Comme nous avons la possibilité de reproduire le NON avec la porte X et le ET
avec la porte CCNOT, et que le NON-ET est universel, il est possible reproduire
toutes les fonctions de la logique sur un ordinateur quantique.

Les machines de turing quantiques sont Turing Complet [2].

Portes multi-qubits

Les machines ayant de plus en plus de qubits, il y a un intérét nécessaire de généraliser
les portes & un systéeme quantique sur plusieurs qubits, appelé registre quantique comme
en Si un tel registre contient n qubits, nous pouvons alors étre sur un espace a
2™ états. Par exemple, en appliquant la porte de Hadamard sur tout le registre, nous
obtenons une superposition des 2" états. Il s’agit de cette propriété de manipulation
de la superposition d’'un nombre d’états exponentiel que nous allons exploiter dans nos
programmes.

Un autre aspect est de permettre le calcul de portes contrdlées avec plusieurs qubits.
Nous avons vu qu’il était possible de le faire avec la porte CCNOT car deux qubits
de controéles sont utilisés. Traitons le cas d'un N__CNOT et plus généralement de la
porte N__CU qui applique la porte U si les N qubits de controles sont dans I’état |1),
avec U une porte quelconque, en s’inspirant de Michael Nielsen et Isaac Chuang dans
[15]. Cette généralisation ouvre la porte & une modélisation d’instances plus grandes que
nous verrons plus loin dans ce document.

Prenons le cas de la CCCNOT en guise d’exemple pour mieux comprendre 1’idée
générale. Pour généraliser la porte CNOT a trois qubits de contréle, nous utilisons la
porte CCINOT pour stocker le résultat d’'un CCNOT entre les deux premiers qubits
de contréle dans un qubit appelé ancilla. Puis nous utilisons ce résultat pour calculer
un CCNOT avec le troisieme qubit de contrdle. Si 'un des deux premiers qubits de
contréle vaut |0) alors ce |0) sera transmis au second calcul par le qubit ancilla qui le
transmettra au calcul final. Pour rappel, la CCNOT applique un NOT sur le qubit
cible si tous les qubits de controéle ont pour valeur |1). Voici un circuit de la CCCNOT
avec 3 qubits de contrdle. Les noms des qubits se trouvent sur la gauche. Le circuit se
lit de gauche a droite. Chaque étape représente une opération dans le temps et modifie
I’état des qubits.
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in_Q qlel |0} | |
in_1 qra1 oy - -
in_2 qr21 |0y - -
anc_0 qr21 o) £ 3 s

anc_1ql4] |0 | |

target a(s1 |o) 1 2 L A 4 5

FIGURE 2.2 : CCCNOT

1. Controle des qubits |ing) et |in1) et on stocke le résultat dans le qubit |ancy)
2. Controle du |ing) avec le résultat précédant et stockage le résultat dans |ancy).
3. Application d'une CNOT entre |anc;) et le qubit cible |target)

4. Réinitialiser le qubit |anci) pour une prochaine utilisation

5. Réinitialiser le qubit |ancy) pour une prochaine utilisation

La série d’opérations effectuée apres 'opération CNOT (Jancy), |target)) est appe-
lée : unroll.

En généralisant cette modélisation, nous obtenons un algorithme qui va appliquer le
role de la porte CNOT pour un nombre arbitraire de qubits de controle :

Algorithme 1 : n_ cnot

entrées : circuit : Circuit quantique, controles : registres de qubits, ancillas :
registres de qubits, target : qubit

sortie : circuit : Circuit quantique
1 n = size(controles)
2 si n == 1 alors
3 ‘ circuit.cx(controles[0], target)

si n == 2 alors

4

5 ‘ circuit.cxx(controles[0], controles[1], target)

6 sin > 2 alors

7 circuit.cxx(controles[0], controles|[1], ancillas[0])

8 pour chaque i de 2 d n faire

9 | circuit.cex(controls[i], ancillas(i-2], ancillas(i-1])

10 fin

11 circuit.cx(ancillas[n-2], target) pour chaque i de n — 1 d 1 faire
12 ‘ circuit.cex(controls|i], ancillas[i-2], ancillas[i-1])

13 fin

14 circuit.cex(controls[0], controls[1], ancillas[0])

15 retourner circuit
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Il existe également d’autres portes controlées comme la porte CZ qui applique la
porte Z sur le qubit |target) si le qubit de contrdle est dans I’état |1) ou encore la porte
CH qui admet le méme comportement en appliquant la porte H sur qubit cible.

A partir de ces portes et de la généralisation de la porte N__ CNOT vue précédem-
ment, il est possible de réaliser le méme schéma avec toutes les portes controlées.

Les portes quantiques et les registres permettent de réaliser des circuits quantiques
exécutables sur un simulateur ou sur une machine quantique. Le LIRMM bénéficie d'un
acces aux machines quantiques d’'IBM ainsi que d’un simulateur permettant d’exécuter
des circuits. Pour faciliter le développement de circuit quantique et l'utilisation des
machines quantiques, IBM langa en 2016 un framework python nommé Qiskit [19].

Nous utilisons Qiskit pour écrire nos circuits et les exécuter sur simulateur ou sur des
machines physiques disponible via le cloud. Chaque machine a sa propre architecture et
chaque qubit & son propre taux d’erreur par porte :

single=-qubit U2 error rate CNOT error rate
5.188e-4 1.508e-3 1.472e-2 2.140e-2

FIGURE 2.3 : Architecture et taux d’erreurs : ibmgq_yorktown

Notons que sur les machines réelles, seules les opérations Uﬂ et CNOT sont pré-
sentes. Par une étape appelée transpilation, le circuit sera transformé en une succession
de U2 et de CNOT.

Quelques exemples

L’exemple, ci-dessous, est un circuit qui va provoquer une superposition de 4 états (2
qubits).

3Cette porte n’est pas présentée car nous ne Putiliserons pas pour nos circuit. Cette porte change
I’angle du qubit sur lequel elle est appliquée
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Original circuit Transpiled circuit

a1 1o - atel o - P

ata 1o a1 o)
q[2] |o} ql2] o)
q[3] |o} q[3] |o}
ql4] |o} ql4] |o}
ch o 1 cb 0 1

FI1GURE 2.4 : Circuit avant et aprés transpilation

Remarquons également que ’architecture joue un réle sur le nombre de portes. Par
exemple, si nous avons dans le circuit de base une opération entre deux qubits non
connectés directement I'un & l'autre, comme illustré sur la figure 2.3 on sera obligé
d’échanger des qubits par une opération de swapEl pour réaliser le calcul physiquement.
Bien évidemment, si les qubits du voisinage d’un des deux qubits ne sont pas utilisés,
on peut "échanger" les qubits dés I’écriture du circuit.

Apres la transpilation, a lieu I'exécution du circuit. Le circuit est exécuté plusieurs
fois pour obtenir une meilleur visualisation des résultats. Par exemple, si nous exécutons
une seule fois le circuit de la figure [2.4] on obtiendrait qu’une seule projection et donc
qu’un seul état du registre comme résultat. Alors que si nous exécutons le circuit plusieurs
fois on obtiendra une distribution équiprobable de toutes les solutions possibles (00, 01,
10, 11). Chaque exécution est appelée un shot.

ibmg_simulator ibmg_vorktown
0z6T 0267 0.312
0.32
0236
$ 0.24 8220 0260
= 0244 b2z
= 203
g 0.16
o 0.16
£
0.08
0.08
0.00 0,00
o & 2 T états & g e 5

FIGURE 2.5 : Résultats pour 'exécution du circuit de la figure

Les histogrammes de la figure [2.5] représentent les proportions des résultats obte-
nus. Pour chaque circuit, le nombre de shots était de 1024, donc 1024 exécutions. Nous

4L’opération de swap permet d’échanger deux qubits par le biais de 3 CX.
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pouvons voir sur la figure [2.5] que les 4 états possibles sont présents, ils sont super-
posés apres le passage des portes H, il sagit du premier phénomene fondamental de la
théorie quantique. Sur 'histogramme de droite de la figure nous observons le méme
résultat, mais la répartition est moins homogene. Cela est dii aux taux d’erreur apporté
par le bruit (compris entre 1,508.1073 et 5,188.10~%) sur les machines actuelles, illustré
sur la figure [2.3] Cela peut s’expliquer par des variations du champs magnétique ter-
restre, de température au sein du circuit des qubits (pour rappel autour de 0,015K) ou
d’interférence entre les fréquences de lecture de chaque qubit.

Le circuit ci-dessous est un exemple d’intrication. Le qubit de contréle, ¢y de la porte
CX est en superposition. Mais les régles physique (et de la porte CX) implique que si
qo est dans ’état |1) alors g3 est dans I’état |1). Nous avons donc deux états possible du
systeme : [00) ou |11).

Original circuit Transpiled circuit
| q[0] |0}
q0[0] |o}
| - all 10} -
q0[1] |o} f A
J l qi2] lo)
02
’ o1 a3 1)
ql4] |0}
c02 EJ 3

FIGURE 2.6 : Circuit avant et apres transpilation

ibmg_simulator ibmg_yorktown
.60 0.60

asi

0458

0.45

Probabilities

0.15

0oL 0013

. 0.00
& 7 états & S < =

o.00

FIGURE 2.7 : Résultats pour I'exécution du circuit de la figure 2.5

La figure 2.7 illustre le second phénomeéne de la théorie quantique : intrication.
Ici, le sort des états du qubit 0 et qubit 1 sont liés, le CNOT a invalidé I'état 10 et
transformé celui ci en 11 (sur le simulateur). Enfin de nouveau, sur I’histogramme de
droite de la figure 2.7, le bruit sur la machine réelle fait apparaitre (tres faiblement) les
états "impossibles". Notons que les histogrammes traduisent déja une faible perturbation
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sur les machines réelles pour un circuit avec une porte binair(ﬂ

Qiskit fournit également beaucoup d’informations sur les circuits crées et leurs exécu-
tions, comme la taille du circuit qui est le nombre total d’opérations (portes quantiques)
dans le circuit. Il y a également une deuxiéme notion qui est la profondeur, qui est
calculée en regroupant des portes compatibles par couche.

5Par la suite, nous verrons qu’un simple enchainement de plus de 47 portes rend les résultats illisibles
car le taux d’erreur compris dans Uintervalle [1,47.1072...2,14.107%]*" dépasse déja 50% de bruit.






Algorithmique de recherche

Il existe de plus en plus algorithmes quantiques, dont certains traitent de la recherche
dans une base non structurée. C’est ce qui va nous intéresser en Optimisation Combi-
natoire. Citons l'algorithme de Grover [I1], ainsi que d’autres algorithmes quantiques
approchés tels que Quantum Approzimate Optimization Algorithm [10] et Variational
Quantum Eigensolver [17T].

L’algorithme de Grover repose essentiellement sur deux principaux opérateurs :
l'oracle et ’amplification. Tandis que QAOA et VQE reposent sur ’évolution d’un sys-
teme quantique, tel que lorsque ce systeme atteint une énergie minimale, chaque coef-
ficient du systeme est minimal et correspond a la solution approchée. Nous allons nous
concentrer sur ’algorithme de Grover qui apporte la capacité de faire une recherche
exacte. Les deux autres algorithmes permettant, qu’en a eux, des recherches fournissant
des solutions approchées.

3.1 Grover

0 1 y N-2 N-1

FIGURE 3.1 : Rechercher un élément dans un tableau

Pour trouver un élément dans un tableau non trié de longueur N, il n’existe pas d’algo-
rithme séquentiel exact permettant de trouver cet élément en moins de O(N) dans le pire
des cas. Lov Grover proposa en 1996 un algorithme quantique de recherche d’éléments
dans un ensemble non ordonné avec une complexité de VN ,ou N = 2" avec n le nombre
de qubits nécessaires pour représenter la solution [I1].

Cet algorithme nécessite n + 1 qubits, n qubits superposés pour représenter ’espace
de recherche et un qubit supplémentaire pour effectuer les calculs. Enfin, nous répétons
un certain nombre de fois (de 'ordre de racine N) les deux opérations suivantes :

13
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e Dapplication d’une boite noire (appelée aussi oracle), pour marquer la solution en
inversant I’amplitude de ’état dans I'espace de recherche

e l'amplification d’amplitude. Amplifier la probabilité de I’état solution en inversant
tout les coefficients des états autour de la moyenne des coefficients.

Présentons l'initialisation des états et les étapes principales de ’algorithme plus en
détail. Nommons le registre de n qubits |¥) pour représenter 1’espace de recherche et le
qubit |out) pour stocker la valeur de 'oracle.

L’initialisation

Les qubits sont habituellement initialisés dans ’état |0) avant chaque opération. La
premiére étape de l'algorithme consiste a superposer les états de ’espace de recherche
en appliquant la porte de Hadamard, H sur tout le registre |¥). Pour les besoins du
calcul de l'oracle, il faut initialiser |out) dans 1’état XH. Appliquons alors la porte X
puis la porte H pour obtenir cet état.

Représentons cette opération de fagon géométrique. Soit |y) I’état solution, notons
que |y) et |¥) forment un plan complexe mais ils ne sont pas tout a fait orthogonaux
car I’état solution |y) est également représenté dans la superposition des états de |¥).
Intégrons |z) 1’état orthogonal a |y) pour représenter notre plan complexe. Le registre
|W) est notre espace de recherche superposé et 'opération O correspond a l'oracle et G
a Grover (Oracle puis amplification d’amplitude). Nous avons :

W) = cos(§) ) + sin(3) )

et g est 'angle défini par Sin(g) = ﬁ, avec N = 2™ car tous les états superposées
sont équiprobables.

A A A
| }> Amplitude

1
VN

[

> —>
|x) 00 01 10 11 Etats

FIGURE 3.2 : Initialisation

Une fois que les états sont préts, nous pouvons passer a litération de Grover en
appliquant 'oracle puis 'amplitude d’amplification.

L’oracle

Le role de l'oracle va étre de marquer les états solutions dans I’espace de recherche.
Elle est définit en fonction du probléme, elle va caractériser si un état correspond a
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une solution ou non. L’oracle marque ces états en inversant la phase, c’est a dire en
multipliant par —1 le coefficient o de 1’état qui est une solution. Par exemple, posons
I’espace de recherche suivant :

|\I/> = |00> + aq ‘001) +...+an |1...1>

tel que la solution est |1...1) alors application de l'oracle sur le registre |¥) va modifier
le coefficient oy de I’état solution qui deviendra —ay, et nous obtenons donc :

W) = a9 0...0) + 1 ]0...01) + ... + any—1 [1...10) — an [1...1)

Ce marquage est effectué par U'intrication entre le qubit |out) initialisé avec les portes
X puis H et |¥) tel que |out) est inversé si et seulement si I’état de 1’espace de recherche
correspond au critére de oracle. En d’autre terme, |out) sera dans 1'état |1) si le registre
|¥) est dans un état solution. Cela va avoir pour effet d’inverser la phase de 1'état
solution dans |¥) et de perturber la moyenne des «; (en pointillé sur I’histogramme) par
ce changement de phase.

A A A
|}> Amplitude
) Lo| N BN BN
.\
: 5 11
2 ) ——
> i 00 01 10 Etats
L [ '
2 &
olw) r

FIGURE 3.3 : Oracle

Traitons maintenant la derniére opération de cet algorithme, I'amplification d’am-
plitude qui a été découvert pour la premiere fois par Gilles Brassard et Peter Hoyer [3]
puis redécouvert par Lov Grover [12].

Amplification d’amplitude

Jusqu’a présent, nous avons un registre |¥V) d’états superposés tels que si on le mesure
on a une probabilité uniforme de mesurer chaque état non solutions. L’opération d’am-
plification d’amplitude va permettre d’amplifier la phase des états cibles. Comme les
états solutions sont marqués par 'oracle, cette opération va cibler les états solutions et
augmenter leurs amplitudes tout en réduisant celles des autres états.
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A
Amplitude

Y B T TR,

FIGURE 3.4 : Amplification d’amplitude

Sur cette figure, nous observons 1’état |¥) inversé par 'oracle puis amplifié par 'am-
plification d’amplitude. Nous appliquons 'opération d’amplification :

A=2|0) (¥ -1

Cette opération rééquilibre les valeurs des états (voir I’histogramme de la figure 3.4).
Une itération fait gagner un angle # a 'unique état solution de l'oracle. Nous allons
réitérer 'opération G = OA|V), t fois.

Aprés t étapes, Pétat | ) devient 1'état |¥) = G| W) et cet état va se rapprocher de
I’état solution |y). Notons que si t est trop grand, nous allons dépasser 1’état |y) et donc
réduire la probabilité de la solution.

A chaque étape, 'angle est augmenté de 6 = 2arcsz’niN. L’objectif est de répéter
I’algorithme de Grover afin d’approcher le plus possible I’état solution avec une proba-
bilité définit par :

sin(0(t + %))

La plus haute probabilité est atteinte quand t = %\/N . Il faut donc itérer ces opéra-

tions 0.78v/N. La complexité de I'algorithme de Grover est donc de l'ordre de O(\/N )

Dans le cas ou il y a plusieurs solutions, par exemple k, il faut répéter ’algorithme de
Grover g\f(%) car 'oracle inverse les phases de tous les états solutions en méme temps,
ce qui augmente la valeur de 6 et accéléere la convergence. Mais k n’est pas toujours
connu et on doit donc itérer Grover avec k = 1, puis k£ = 2, ... tant que k n’est pas
correct. Pour tout k, le nombre total d’itérations est de :

T 1 1 ™
Z\/N(PFEJF?JF"'):Z\/N(QJM@)

La complexité est toujours de l'ordre de O(v/N).

Exemple
Présentons ’algorithme de Grover avec le petit exemple suivant :

e La solution est I’état : |11)
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e L’espace de recherche : |¥) = % |00) + % |01) + % [10) + % [11)

Comme la somme des carrés des coefficients doit étre égale a 1, les coefficients :
1 1 1

VN V22 T2
Commencons par écrire dans notre circuit I'initialisation des états |U) et |out) :

o) 1oy i
10} . |
|0t oy ﬁ .

FIGURE 3.5 : Initialisation des états

L’oracle doit marquer la solution, ici |11) en inversant son amplitude : % Le circuit
va effectuer cette opération avec la porte contrélée CCNOT. Les qubits de controles
seront ceux du registre de ’espace de recherche |¥) et le qubit cible sera |out). De fait,
si les qubits de controéles sont dans 1’état |1) qui correspond a ’état |11) de |¥) alors
nous inverserons |out) ce qui est attendu. Par la suite, il suffira simplement de changer
la valeur de l'oracle pour représenter un autre révélateur.

10} +
V)

lo} +

|out) 10> 5

FIGURE 3.6 : Portion de circuit représentant 1’oracle
Nous ajoutons 'opération d’amplification d’amplitude apres l'oracle :

) TR X |H

10} -
|‘IJ)IIJ} 1. X H 4+ H X H

|out) oy

FI1GURE 3.7 : Portion de circuit représentant 'amplification d’amplitude

Comme nous avons une solution, nous sommes dans le cas kK = 1 et nous devons donc

répéter Grover §v22 = 7 fois. De facon géométrique, on sait que %t doit étre proche

- info — 1 — o1 ~ : . P
de 5. Comme sing = N ona Oy = 2arcsm\/ﬁ. Donc 6y ~ 1.07 radian. Si on répéte

s : ) _ T : 1 _ =
Grover § fois, alors on va augmenter 'angle ¢ tel que 6; = §2arcsm\/—ﬁ = 5. On va

donc répéter Grover 1 fois.
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Voici le circuit final :

V| EEmemEE W
|

jout) {5 1@

0 1

FI1GURE 3.8 : Le circuit de Grover complet

Le résultat obtenu en exécutant 1024 tirages du circuit sur le simulateur et la machine
quantique ibmgq_ yorktown :

ibmg_simulator ibmg_yorktown
L0040 0.8 BIse
100
3
Sors 08
=
® g.50 0.4
2o
o
O gas 0.2
[T} GoRs
QO
0.00 - 0.0
= etats & g 2 L)

FI1GURE 3.9 : Résultat du circuit en figure 3.8

Comme sur les exécutions présentées en [2.7] et 2.5 nous remarquons également des
résultats bruités (00, 01 et 10).

Ce qu’il faut retenir, c’est que 'algorithme de Grover se fait en 3 parties, une initia-
lisation superposant tous les états possibles du systéme, un oracle décrivant ce que ’'on
cherche afin de marquer la solution et un révélateur isolant la solution de tous les états
superposés. Désormais, oublions la physiqueﬂ Nous allons voir comment cet algorithme
générique va étre tres utile.

3.2 3 SAT

SAT, pour SATisfiabilité est un probléeme tres important dans 'informatique, notam-
ment dans la théorie de la complexité. Le probleme 3-SAT a été le premier des problemes
démontré NP-complets [5].Nous allons utiliser I’algorithme de Grover pour résoudre le
probleme 3-SAT. Avec 'aide de quelques qubits, représentant les littéraux, nous allons
superposer tous les états possibles de ’espace de recherche. Ensuite il "suffit" juste d’en-
coder SAT dans la partie "Oracle". Enfin La partie amplification d’amplitude servira a
mettre en évidence la solution.

'Nous aurions pu commencer le rapport & cet endroit en nommant seulement les trois étapes de
I’algorithme de Grover mais, nous avons jugé utile de les présenter.
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SAT est un probleme qui admet déja un circuit dans la librairie de qiskit. La docu-
mentation ne présente pas d’algorithme de fagon explicite, mais fournit en référence un
article écrit par Giacomo Nannicini [I4], qui traite du probléeme exactly one 3 SAT
pour des formules de trois variables et de trois clauses. Cet article contient une partie
algorithmique détaillée et du code python. Cet article est clairement orienté pour les
informaticiens, il est d’ailleurs intitulé : "Quantum computing without physics". Comme
notre démarche est d’essayer de comprendre et d’expliquer comment programmer un
circuit quantique et comment fonctionne ces circuits d’un point de vue d’informaticiens,
nous avons réalisé notre propre circuit pour résoudre le probléme 3 SAT en nous inspirant
de larticle Quantum computing without physics.

Dans un premier temps, nous allons expliquer comment résoudre des instances de 3
SAT et une généralisation du circuit pour résoudre des instances de SAT. Les explications
seront accompagnées d’exemples et d’algorithmes. A la fin de ce chapitre, il est présenté
différentes exécutions sur simulateur et machines réelles ainsi qu’une évaluation du cofit
en espace.

L’oracle

Pour résoudre une instance du probléme SAT nous devons pouvoir calculer la valeur
d’une formule sous forme normale conjonctive. Nous avons donc besoin des opérateurs :
NON, OU et ET. Dans le chapitre 2, nous avons vu qu’il était possible de décrire
toutes les fonctions logiques car nous avons la possibilité de reproduire les opérateurs
ET logique avec la porte CCNOT et le NON avec la porte X. Le OU peut étre
reproduit avec le NON et le ET de la fagon suivante :

xo V1 = (-0 A D21)

Les étapes principales de l'oracle vont étre les suivantes : dans un premier temps
nous devons encoder les clauses. Ensuite, nous allons calculer la valeur de chaque clause
pour finalement calculer la valeur de la formule.

Ainsi, le registre de qubits |¥) représente I'espace de recherche correspondant aux
variables. Le qubit représentant la valeur de la formule est le qubit |out) et il sera dans
létat |1) si assignation des variables est valide. Il y a également m qubits auxiliaires
|auz;), avec m le nombre de clauses, pour stocker les valeurs des clauses et qui seront
également dans I'état |1) si la clause est satisfaite.

Exemple

Dans cet exemple, nous allons présenter comment écrire une clause, calculer sa valeur et
comment calculer la valeur finale d’'une formule dans un circuit quantique.
Soit la clause Cy = xg V x1 V —x9 suivante. Voici le circuit qui encode cette clause :

Xo

X1
X3 —.—

F1GURE 3.10 : Représentation de la clause cg
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La porte X permettant d’inverser I’état d’un qubit (afin de travailler avec sa négation)
est appliquée uniquement sur xo.

Une fois la clause Cj encodée, il faut calculer sa valeurs et la stocker dans |auzo) en
vue de ’évaluation finale en appliquant un OU sur I'état |¥), les variables.

- A

Xo -.
X1 ..
X, .-
ancc —Ep—o—E0-
auxc 49—.-

FIcUure 3.11 : Calcul de la clause ¢

Il ne faut pas oublier de réinitialiser les qubits pour la prochaine clause C; sinon le
calcul va étre faussé pour |auzry). Nous remarquons finalement que pour les littéraux
négatifs, nous allons appliquer 2 portes X et 1 porte X pour les littéraux positifs. Nous
pouvons donc réécrire le calcul d’une clause en n’appliquant seulement la porte X que sur
les littéraux positifs. Par exemple, la clause Cy = xo V1 V-xo devient —=(—zg Az Axs) :

Xo

X1

—-
—-

X3

FIGURE 3.12 : Représentation de la clause —¢q

Une fois toutes les valeurs des clauses stockées dans les qubits auxiliaires, calculons
la valeur de la formule dans outy, toujours avec un triple CCX et un qubit d’ancilla
(ancy).

anco —Eo—o—Lo0—
auxg —O————
aux; ——————
aux; ————————

outy —m — ——

FIGURE 3.13 : Calcul de la formule

Présentons a présent une itération complete de la recherche de Grover pour le pro-
bléme SAT en prenant comme exemple la formule suivante : f = (zgV 1V —x2) A (—zo V
-z V ﬂxg) A (‘!.730 ViV wg)
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initialisation c0=-1x0 A 7x1 A x2 c1=x0"x1"x2

i

Co

C1

2

anco —_ —_ —_

ancy _ _— —H

fouto _“: 1 1 | 7]

c0 2

oracle
c2=x0 A x1 A x2 f==¢0 * =c1 * =c2 unroll ...

HE
HE
FI

Co

(5]

(XX
B E

C | H

anco —_ —_ —_ ‘ —_

anc, | H—o— e _—

fDutO

c0

amplification

|
- I
EHEHE-C- -

Xo | F—

X2

Co

€2

ancy H— — —_ —_— —_—

ancy _ _—

fouto

c0

F1GURE 3.14 : Circuit 3SAT pour la formule f

Remarquons les trois étapes de ’algorithme de Grover, I'initialisation, I’oracle décom-
posé en deux parties (lecture des données et calcul) et la troisiéme étape, "amplification.
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== simulateur mmibmaq_paris

0.204
0191 _ 0.191 0.193
179

0.20 1

o
H
u

Probabilities
=3
o
o

0.05

0.00 -

FI1cURE 3.15 : Résultats du circuit en figure 3.14

Les 5 solutions apparaissent clairement sur ’histogramme du simulateurﬂ Pour rap-
pel, les chalnes binaires correspondant aux états se lisent de droite a gauche. Par exemple,
I’état 110 correspond & l'affectation zo =1, 1 = 1 et 2o = 0.

Cette figure nous montre la non-fiabilité des machines actuelles, ce qui ne permet
pas encore hélas de pouvoir résoudre la plus petite instance de 3SAT a 3 clauses. Ici, le
circuit exécuté contient 362 portes binaires ce qui correspond a un taux de réussite de
0.0006% et un taux d’échec de 99,9994% (voir calcul effectué en fin de section 2).

Colit en espace

Cette modélisation a un colt en nombre de qubits. Comme nous sommes actuellement
limité par les machines et simulateurs disponibles, nous avons étudiés le cofit en espace
et en opérations de notre circuit non optimisé. Cela permet d’avoir un regard sur la taille
des formules que I’on peut exécuter aujourd’hui et celle que nous pourrons exécuter plus
tard.

Pour une formule SAT avec n variables et m clauses l'oracle 1 présenté utilise :

e n qubits pour représenter 1’espace de recherche |¥)

e m qubits auxiliaires pour stocker les valeurs des clauses
e m — 2 qubits d’ancillas

e 1 qubit pour la valeur de 'oracle

Au total, nous avons donc besoin de n 4 2m — 1 qubits pour résoudre formule SAT .

Pour 'instant, les machines qui ont le plus grand nombre de qubits sont ibmgq_ rochester
d’IBM avec 53 qubits et la nouvelle puce quantique Sycamore de 54 qubits de Google.
Sans prendre en compte les problemes liées aux erreurs de calculs pendant les exécutions,
il n’est pour I'instant pas possible d’exécuter de gros exemples de formules. Comme vu
sur la figure précédente, méme le plus simple des 3SAT (3 variables, 3 clauses) ne peut
étre que simulé et ne fonctionne pas sur machine.

2En fait ’algorithme nous fournit non pas une solution mais toutes les solutions de la formule quelle
que soit I'instance (quel que soit le nombre de solutions). Il est donc possible de faire un lien avec #3-SAT
qui retourne le nombre de solution pour une instance de 3-SAT.
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3.3 Exécutions

Dans un premier temps, nous avons exécuté des formules possibles 3 SAT avec 3 variables
avec un nombre de clauses allant de 3 a 8. Le nombre de clauses satisfiables possibles
avec 3 variables est 8, donc la plus grande formule que nous allons pouvoir construire
sera de taille 8. Au total, nous allons avoir 219 formules & exécuter.

ce qui équivaut a
) <8> - ] <8> - 2 <8>
i\l o \i o \d

k:k R\ kigk
(a+0b) Z c e b

Comme :

Onapoura=b=1:

1+1)k = Zk: (f) 1 = i (f)

=0

28: (f) =28 (G) + (2) = 256 — (8 + 28) = 220
1=3

En éliminant le cas ot on ne prend rien (k=0), on obtient 219 formules.

Le graphique, ci-dessous, présente la durée d’exécutions en secondes de chaque circuit
sur le simulateur et la machine ibmq_paris (axe secondaire). Le simulateur n’est pas
celui d’IBM présent sur le cloud mais mon ordinateur personnel. Nous avons fait ce
choix car nous nous sommes rendu compte que les temps d’exécutions pouvaient étre
trés différent pour un méme circuit. En effet, IBM nous ont confirmé qu’il pouvait y
avoir des fluctuations de temps pendant I'acces au systeme de fichiers car il dépend de
ce qui s’exécute.

Donc,

Temps d'exécutions

s Simulateur

Temps (s)

s brmig_paris

3 3 4 4 4 5 5

#clauses

FIGURE 3.16 : Résultats sur simulateur et sur ibmgq_ paris
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Le temps d’exécution sur la machine ibmg paris (axe secondaire) peut paraitre
beaucoup plus important que ceux du simulateur. En fait, ce temps comprend toute la
procédure (calibration, écriture du circuit, exécution, lecture des résultats). En réalité
le temps de cohérence des qubits est de 'ordre de quelques nanosecondes. Ce qui est
important ici est d’observer la variation du temps. Nous voyons clairement la progression
exponentielle du nombre d’états superposés des qubits, énumérés séquentiellement dans
le simulateur sur une machine classique, et évalués simultanément sur une machine
quantique.

Sur la figure, ci-dessous, nous présentons la taille qui est le nombre d’opérations dans
les circuits. Les données concernent les tailles des circuits transpilés sur la machines
ibmq__paris.

Taille des circuits

4500
4000
3500
3000
2500
2000
1500
[
1000 g g\

i
500

#elauses

— tgille taille avec 1itération

FIGURE 3.17 : Tailles des circuits sur tbmq__paris

Les premieres formules sont de taille 3 clauses et la derniere (219 iéme) est de taille
8. Nous remarquons plusieurs paliers en fonction du nombre de clauses et quelques
variations au sein de ces paliers en fonction du nombre de portes X. Comme expliqué
précédemment, il faut ajouter 2 qubits auxiliaires par clause, ce qui augmente la taille en
espace du circuit. Il faut aussi prendre en compte le nombre d’itérations de Grover. En
effet, nous avons vu en que le nombre d’itérations dépendait du nombre de solutions.
Nous savons que chaque assignation invalidant une clause rend la formule fausse et que
ces assignations ne constituent pas une solution. Donc, plus la formule a de clauses (de
contraintes) moins il y aura de solutions. Ceci va avoir comme conséquence d’augmenter
le nombre d’itérations et donc la taille de notre circuit. La courbe en pointillé orange
correspond a la taille des circuits avec une seule itérations de Grover. Pour information,
la courbe représentant la profondeur des circuits suit la méme tendance.

3.4 Recherche dans un tableau

Nous allons voir dans un premier temps une méthode pour encoder un tableau de taille
n avec deux registres, I'un de taille O(log(n)) pour les index, l'autre de taille O(log2 (D)),
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D le majorant des valeurs dans le tableau.

Nous allons supposer que le tableau ne contient pas plusieurs fois la méme valeur.
L’algorithme d’encodage est inspiré de [4].

Idée générale

Un tableau est une relation entre une valeur et son index. Dans la sous-section précédente,
nous avons vu une fagon d’encoder des entiers, nous pouvons donc avoir un registre
encodant un index et un autre la valeur.

L’idée va étre d’intriquer le registre codant un index avec un registre codant sa valeur
dans le but de créer cette relation. Comme il est possible superposer le registre d’index,
il n’est pas nécessaire d’avoir un registre pour chaque index.

Si nous utilisons la superposition d’un des deux registres, il est possible d’encoder
un tableau en 2logok avec k la valeur maximale dans le tableau.

Algorithme
Algorithme 2 : Encodeur
entrées : circuit, |7), pour les indices, |v) pour t[i] et |ancillas), pour le
registre d’ancillas, ¢ le tableau a encoder
sortie : circuit : Circuit quantique

1 circuit.h(]7))

2 pour chaque k € [0, size(]i))] faire

3 encode(circuit, k, |i))

4 e < bitfield(¢[k])

5 pour chaque [ € [0, size(|v))] faire
6 si e[l] ==1 alors

7 ‘ n__cnot(circuit, |7), |ancilla), |v) [I])
8 fin

9 fin

10 encode(circuit, k, |))

11 fin

12 retourner circuit

1. On place I’état des index en superposition
2. Pour chaque élément dans le tableau,

a) On encode 'index correspondant sur le registre |i)
b) On convertit la k-ieme valeur du tableau en binaire
c¢) Pour chaque bit positif, on applique un C__NOT entre les index et le qubit

devant valoir |1)

3. On unroll le circuit sur |i)
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Etudions maintenant la recherche dans un tableau. L’oracle que nous allons décrire
fournira l'indice dans le tableau de 1’élément e recherché.

Comme le registre d’indices est intriqué avec le registre de valeurs, il faut que l'oracle
soit activé seulement si le registre de valeurs représente e (en binaire). Nous allons utiliser
la porte N__CNOT sur le registre de valeurs et le qubit de l'oracle. En 1’état, 1'oracle
serait actif seulement si tous les qubits du registre de valeurs sont dans I’état |1). Dans
le cas ou e = 2™ — 1, avec n la taille du registre de valeurs, le résultat serait correct
par intrication index/valeurs. Pour le cas général, il faut appliquer la porte X sur les
qubits dans I’état |0) dans la représentation binaire de e, ce qui mettra tout les qubits de
controle (le registre de valeurs) de la N_ CNOT dans I’état |1). Par exemple, si e = 3
et n = 3, la représentation de 3 est 011. Nous devons donc faire en sorte que l'oracle
soit dans I’état |1) si et seulement si le registre de valeurs est dans I’état [011). Si nous
ajoutons la porte X sur le qubit de poids fort, nosu obtienons I’état [111) seulement
si le registre de valeurs est dans ’état |011), ce qui activera la N__CNOT et oracle
également.

Un exemple avec le tableau T'=[0,7, 3, 5] et e = 3, I’élément & rechercher dans T'.

L’oracle va d’abord procéder a la phase d’encodage. Regardons ’encodage de 7 [1,1,1]
qui s’active sur les trois qubits de valeur v, v; et v3 quand I'index vaut [1,0] sur les qubits
d’indice ig,i; (il est inversé avec un X) :

Vo

Vi

FIGURE 3.18 : Encodage de 7 ([1,1,1])

Apres avoir encodé toutes les valeurs du tableau, il faut préparer la valeur a recher-
cher, e, sur le registre des valeurs |v).

Vo

Vi

" —

FIGURE 3.19 : Recherche de 3 [1,1,0] sur le tableau [vg,v1,v2]

Comme nous recherchons la valeur e = 3, il faut que la registre |v) correspond a la
chaine binaire |011) avant I’application des portes X nécessaire a 'activation de 'oracle.
Nous plagons donc la porte X sur le qubit vs.

Enfin nous intriquons le registre de valeurs |v) avec |out) :
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Vo —)——
vy, —0—M8M8O—
V; ———

ancy —{£ )—o——(—

outy

FiGURE 3.20 : N__CNOT pour activer 'oracle

Ensuite, il ne faut pas oublier I’étape de unroll sur le circuit. Présentons le circuit
récapitulatif de la recherche de 1’élément e = 3 dans le tableau 7' =[0,7, 3, 5] :
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fauto
ancillag

c0

fuutO
ancillag

c0

V2
fmlto
ancillag

c0

CHAPITRE 3. ALGORITHMIQUE DE RECHERCHE

initialisation  i='00" v="000" reiniti  j='01" v="111" _i="10"  v='011" i="11" v="101
e —— —— - —
e i e — —
—HE-
2
e="'011 oracle unroll ...

diffusion

FIGURE 3.21 : Le circuit complet
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S}
N

FIGURE 3.22 : Résultat sur simulateur (index 10)

Sur la figure, ci-dessus, nous remarquons sur 'histogramme le résultat, la chaine :
10, obtenu a partir d’une exécution sur simulateur du circuit présenté en figure 3.20.

Remarquons que 3 est en position 2 représenté par la chaine binaire 10, et donc le
résultat est correct.

30 20.053%

25.000%
. nmj% 23.145%
0o 01 10 "

State

Prababilities (%)

FIGURE 3.23 : Résultat sur la machine ibmq_paris

Sur le graphique nous voyons que la machine ibmgq_ paris n’est pas encore assez
fiable pour trouver un élément dans un tableau de taille 4. En effet, comme déja expliqué,
cela est dii au taux d’erreur des machines qui pour ce programme une fois transpilé et

compilé sur la machine, posséde 185 portes unitaires et 325 portes binaires ce qui fait
un taux de réussite de 0.14%.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le probleme SAT, piece maitresse de la théorie de
la complexité donnant acces par réduction a une complexité en O(v/N). Est également
introduit comment représenter les entiers, ainsi qu’un tableau d’entier et sa manipu-

lation sur une machine quantique. Tout est prét a présent pour traiter des problemes
combinatoires entiers.






Optimisation Combinatoire

La minimisation et la maximisation sont des problemes classiques en informatique, plus
particulierement en optimisation combinatoire. En effet, minimiser ou maximiser une
fonction permet de résoudre le probléme d’optimisation modélisé par cette méme fonction
(couverture de sommets, voyageur de commerce, coloration).

Précédemment, nous avons vu qu’avec le paradigme quantique nous pouvons super-
poser un registre de qubits afin de travailler sur toutes les valeurs possibles. Ce registre
superposé va étre notre ensemble de solutions. Par exemple pour la minimisation d’une
fonction entitre, 'ensemble de solutions sera un registre d’entiers. Egalement, nous avons
vu qu’avec 'algorithme de Grover et un oracle dédié, nous pouvons extraire des états
solutions parmi un ensemble d’états superposés.

La stratégie pour minimiser une fonction va étre la suivante ; superposer ’espace de
recherche sur un registre de qubits, construire un oracle calculant le minimum parmi les
valeurs superposées et utiliser I'opérateur de diffusion de Grover pour extraire la ou les
solutions.

4.1 Recherche du minimum

Notre objectif est de trouver I’élément minimum dans un tableau/ensemble d’entiers non
trié. Nous avons besoin d’un circuit intermédiaire essentiel : un comparateur d’entiers.
Avec ce circuit, nous allons pouvoir chercher les états inférieurs & une valeur k£ de fagon
successive jusqu’au minimum.

Présentons dans un premier temps le circuit "inférieur" suivit d’'un exemple avec un
tableau d’entiers non trié. Enfin, nous allons pouvoir utiliser ce circuit comme sous-
routine de I'algorithme de Grover.

Comparateur d’entier

Le comparateur utilisé est celui présenté dans [16]. Le circuit admet deux qubits pour
le résultat. En fait, le premier qubit correspond a la comparaison : < et le second a la
comparaison >. Si les deux qubits ont pour valeur 1’état |0), cela veut dire que l'entier
comparé n’est ni inférieur ni supérieur mais égal au second. Ici nous allons seulement
présenter le cas inférieur.

31
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Le principe de ce circuit est le suivant : nous allons comparer, qubit a qubit, les
états en commencant par le M SQ, le qubit de poids le plus fort. Si I'un des deux qubits
est plus grand (resp. plus petit) alors le résultat est déja fini et cette information est
transmise par les qubits d’ancillas de comparaisonsﬂ pour les prochaines opérations. Si
ce n'est pas le cas (égalité par exemple), 'information va également étre transmise par
les ancillas de comparaisons pour les prochaines évaluations. En effet, nous remarquons
qu’a chaque nouvelle évaluation, nous faisons un N__ CNOT entre toutes les ancillas de
comparaisons déja traitées et les qubits en cours d’évaluation. Il suffit donc qu'une des
ancillas de comparaisons soit dans 1’état |0) pour que la porte N__CNOT ne s’applique
pas, ce qui ne changera pas le résultat courant.

valeurs(set)o —. _._
valeurs(set), —.— B — —.—
k(int)o
ity ———— i —
inferieur(bool)o
ancillas_cnoty —— —
ancillas_cnot; ———
ancillas_comparateury _._ -

ancillas_comparateur, _. —

FIGURE 4.1 : Circuit qui compare si la chaines binaires "valeurs" < "k".

Le MSQ est le qubit en position 1 pour les registres |valeurs) et |k). La premiere
étape consiste a comparer le qubit |valeursy) avec |ki). Si |valeurs;) est dans Iétat
|0) et |k1) dans I’état |1) alors |valeurs) est inférieur & |k). Ce qui est bien retranscrit
par la premiere CCX. Le X sur |valeurs;) change son état de |0) a |1), comme |kp)
est dans I’état |1) la premiére CCX est active et la seconde aussi. L’état du qubit
linferieur) passe dans ’état |1) et le qubit |ancillas__comparateur;) dans 1'état |1)
puis |0) avec la porte X. Comme dit précédemment, la suite du calcul dépend de ce
qui est déja calculé, et a ce stade nous savons déja que |valeurs) est inférieur a |k),
donc nous ne deons pas continuer le calcul. Il s’agit du role de |ancillas__comparateury)
qui dans I’état |0) d’empécher tout autre application des CCX. Dans le cas contraire,
les CCX n’auraient ni modifié |ancillas__comparateur;) qui serait resté dans ’état |0)
puis |1) par 'application de la porte X pour ne pas bloquer les prochains calculs, et ni
modifié I’état du qubit |in ferieur). Notons qu’il y a une deuxiéme comparaison pouvant
bloquer la suite du calcul, c’est a dire le cas ou |k) est supérieur & |valeurs). Cest
le role du qubit |ancillas__comparateury). Observons que si la porte CCX n’est pas
active, alors la porte X qui suit inverse sont état qui devient |1), ce qui ne bloque pas
les prochains calculs. Remarquons également que le seul cas ou la CCX change 1’état
de |ancillas__comparateury) est quand |k1) est dans I’état |0) (puis inversé par le X) et
|valeursy) dans Iétat |1). Nous avons bien dans ce cas, |valeurs) supérieur a |k).

e registre |ancillas_comparateur).
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Exemple illustratif

Voici un exemple avec la structure de tableau présenté en section 3.4. Prenons les para-
metres n =3 et k=1et T = [2,1,3,0]. Pour encoder le tableau T, nous allons utiliser
I’algorithme d’encodage présenté précédemment.

Initialisation Encodage du tableau Encodage de k Comparateur

valeurs(set)o X - ]
valeurs(set); ._ — _._
Kiint)o x -
k(int)y S _._ _.____

inferieur(bool)o

ancillas_comparateury — —

ancillas_comparateur; —o—€D)—

ancillas_cnoty —.— —_—
ancillas_cnoty —.
oracle_sortie(bool)o —.—.

c0

Réinitialisation comparateur Réinitialisation encodage de k Réinitialisation encodage du table.

indexes(set)o - i
indexes(set), .
valeurs(set)y H-H X — x|
valeurs(set) —.— — —. &l
K(int)o =
Kint), X —x——

inferieur(bool)o

ancillas_comparateury H— ——

ancillas_comparateury ——

ancillas_cnoty H— —.—
—

ancillas_cnot; H—

ancillas_cnot,

ancillas_cnots

oracle_sortie(bool)o

c0

FIGURE 4.2 : Le circuit complet pour la recherche < 1
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Amplification Mesure
indexestsetto r{Bll—+——J -
indexes(set)1 m—“

valeurs(set)o

valeurs(set),

k(int)o

k(int)y

inferieur(bool)o

ancillas_comparateurg

ancillas_comparateury

ancillas_cnoty

ancillas_cnoty

oracle_sortie(bool)o

c0

FIGURE 4.3 : Suite du circuit en figure £.2]

Le résultat est I'indice de 1’élément 0 dans T, 3 représenté par 1'état |11) :

1.000

1.00

o
S
a

o
@
o

Probabilities

o
N
a

0.00

~
fe;

FIGURE 4.4 : Le résultat est la chaine binaire 11

Complexité

L’algorithme inférieur-k fonctionne sur la structure de tableau et admet une complexité
de O(4/ %) avec M le nombre de solutions et N, espace de recherche (27). A noter que

cet algorithme trouve en O(v/N) cette valeur dans un tableau non trié, non structuré,
dans le pire cas. Il s’agit déja d’un algorithme innovant par rapport a ce que nous
connaissons classiquement en O(N).

Revenons maintenant au probleme principale : la recherche du minimum dans un
tableau. Nous allons de nouveau étre capable de trouver ce minimum en O(v/N).

Recherche d’un élément minimum dans un tableau non trié

Obtenir le minimum d’un tableau non trié revient finalement & appliquer plusieurs fois
lalgorithme inférieur-k vu précédemment. Tant qu’il existe un élément e’ dans le ta-
bleau plus petit que 1’élément e précédemment trouvé, il nous faut rappeler 'algorithme
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inférieur-k. Dés qu’il n’y & plus de solution (aucun états satisfaisant I'oracle), la distri-
bution en sortie devient équiprobable et il faut retourner ’avant dernier résultat.

I existe un algorithme probabiliste présenté dans [9] avec une complexité O(22.5v/N1.4lg*(N))
avec une probabilité de 0.5 de succes. Si 'algorithme est répété c fois, la probabilité est
de 1l — 2—1C

Présentons un algorithme dichotomique hybride pour la recherche du minimum dans
une structure de type tableau. Nous allons utiliser des circuits comme sous procédure
comme Encode(qc, |k), k) qui écrit Uentier k sur le registre |k)?]

Algorithme 3 : Min-dicho

entrées : circuit, |¢), pour les indexes, |v) pour t[i] et |ancillas), pour le

registre d’ancillas, |f__out), pour la valeur de l'oracle, |k), le
registre de la valeur a comparer, t le tableau

sortie : k : Circuit quantique

1 initialisation_ grover(qc, |i), |f_out))
2 min + -1

3 debut < 0

4 fin «+ 2"

5 k « debut;»fzn

6 tant que debut < fin faire

7 pour chaque j € [0, %\/%)] faire

8 Partie s’exécutant sur la machine quantique
9 Encodeur(qc, i), |v), |ancillas), t)

10 Encode(qc, |k), k)

11 inferieur(circuit, |k), |v), |ancillas), |f_out))

12 Encode(qc, |k), k)

13 Encodeur(qc, |), |v), |ancillas), t)

14 amplification_ grover(qc, i), | f_out))

15 fin

16 opération de mesure sur le registre |i)

17 qc.measure(|i))

18 Exécution du circuit results < execution(qc)

19 Fin de la partie s’exécutant sur la machine quantique
20 min < decode(results(|i)))

21 si k£ < min alors

22 ‘ debut < min

23 sinon

24 ‘ fin < min

25 e debut2+f’£n

26 fin

27 retourner e

Cet algorithme utilise le principe de la dichotomie et coupe I'espace de recherche en
deux. Les valeurs possibles dans cet espace, ici un tableau, sont comprises entre 0 et D.

2Ce circuit n’est pas présenté dans ce mémoire. Il consiste seulement & écrire la chaine binaire
décrivant ’entier k avec des portes X.
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La premiere étape consistera a trouver toutes les valeurs du tableau inférieur strict a %.
S’il n’y en a aucune alors il faut chercher entre % — 1 et D sinon entre 0 et % + 1. Ces

étapes de recherches seront répétées O(loga(D)). Supposons que Dyy,q, soit borné par le

nombre de valeurs du tableau N, nous avons une complexité en O(n %)

Nous sommes a présent capable de trouver I’élément minimum (resp. maximum) dans
une structure de données de type T'[i] = v. Dans la section suivante, nous allons traiter
le probléme de minimisation sur un espace de recherche sous contraintes.

4.2 Minimiser une somme

L’algorithme du minimum nous permet d’obtenir ’élément minimum dans un ensemble,
une liste ou un tableau. Présentons dans cette section comment minimiser une somme.
Deux stratégies vont étre étudiées. La premiére reprends une modélisation SAT du pro-
bleme. La seconde stratégie utilise la relation entre I'affectation des variables entiéres et
la valeur de la somme, comme les indexes et les valeurs d’un tableau.

Approche avec SAT

Commengons par présenter une premiere solution en utilisant la modélisation SAT.
Comme nous avons déja un circuit quantique pour SAT, il nous suffit juste de modéliser
notre probleme.

L’objectif est de trouver un encodage qui minimise au plus le nombre de variables
et/ou le nombre de clauses afin de minimiser le nombre de qubits. Il existe plusieurs
types d’encodages, I’encodage direct ou encore ’encodage logarithmique [21]. Nous avons
choisi ’encodage le plus compact en raison du faible espace a disposition (32 qubits).
Par exemple, si V' est notre ensemble de variables et D le domaine, on aura besoin
de |V|.|D| qubits avec I’encodage direct contre |V |log(maz(D)) qubits avec ’encodage
logarithmique. Nous allons donc choisir I’encodage logarithmique qui réduit I’'occupation
en espace des variables.

Traitons l’exemple suivant avec ’encodage logarithmique. Soient, V' = {z1,z2},
D(z1) = D(z2) = {1,2,3} et la contrainte : x;+x2 < 4. Comme |V| = 2 et log(max(D)) =
2, nous avons un total de 2 variables pour encoder 'affectation dans D de chaque x;.
Nous aurons également besoin de variables intermédiaires pour calculer la valeur de
somme de z; et zo. Comme cette somme peut atteindre 6 (3+3), il nous faut 3 variables
s1, 82, $3 et une variable jouant le role de retenue (carry) ¢;. Nous avons donc un total
de 8 variables.

Nous allons avoir deux contraintes principales, celle du calcul de la somme, et celle
de l'infériorité de la somme. Pour le calcul de la somme, il faut que s; = x1; V x9; pour
retranscrire la somme binaire : 0 +0 =0et 1 +x = 1, et pour le cas 1 + 1 = 0, nous
écrivons la clause (—x1; V —xe; V —s;) qui force s; a étre faux (0) si xy; et xo; sont a
vrais (1+1). Enfin, dans le cas ou x1; et x9; sont a vrai il faut transmettre la retenue
(c1 = @11 AN x21) avec la clause : (—x1; V —xe; V ¢;). Enfin, pour la contrainte < 4, il faut
interdire s3 qui représente la valeur 4.

e Variables : x11, z12, 21, £22, 51, 52, 83, C1
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e Contrainte calcul de la somme :

— 81 =211 VZ91 : (x11 VTo1 V ﬂsl) A (‘!%11 V 291 V ﬂsl) A (‘!LL’H V 21 V 81) AN
(x11 V —z21 V 81

(
— 1 =x11 \NZo1 : (—|.T}11 V =291 V Cl)
(

— S99 =212 VX2 : (x12 V x22 V —c1 V SQ) A (—\.CC12 V x99 Ve V —|82) A (—|$12 V
Too V —c1 V —|52) VAN ({L‘12 V —x92 V —c1 V —|52) VAN (—|1'12 Vxogo VeV 82) AN (l’lg V
Lo V1 V 82) A (33'12 V x92 V —c1 V 82) A (xlg Vxoo VeV 82)

— 83 = X12 N\ X992 : (—\1‘12 V x99 V 53) A (—\Ilg V ey V 83)(—%22 V —er V 83)

e Contrainte < 4 : (—s3)

Avec I'encodage logarithmique, nous avons 8 variables et 15 clauses. Nous avons vu
dans la partie SAT3.2] que nous avions besoin de n+2m-1 qubits pour résoudre une
formule SAT. Pour traiter cette formule, il faut donc 37 qubits.

Malheureusement, nous ne pouvons pas modéliser un probléme de sommes trés grand.
Introduisons a présent un circuit permettant d’additionner deux registres d’entiers non
signés nécessaire a la réalisation de notre objectif : minimiser une somme.

La somme d’entiers

Dans [6] et [20] est décrit un algorithme de sommation basé sur une addition qubit &
qubit. Nous allons utiliser ce circuit pour coder I'addition d’entiers.

[4) 1o 4) Ay BCi A B)S)| Coue)
|B) 10 B) o fet i i
e
|Cin) 10) S) Do
GEitesSiisis
|0} 10} |Cout) AT T

FIGURE 4.5 : Somme quantique

Dans ce circuit, nous additionnons le qubit |A) avec | B) en prenant compte du resul-
tat précédant |Cjy,). Le résultat est contenu dans |S) et |Cpyt). Nous pouvons d’ailleurs
considérer le dernier qubit de carry comme le dernier qubit du registre |S) étant le
MSCﬂ Si les deux qubits sommés sont dans 1’état |0), alors aucune des CX n’est acti-
vées et le résultat est bien |0) ou dépendant du qubit |Cjy). Sil'un des deux qubits est
dans Pétat |1), alors le qubit |.S) sera dans I’état |1). En effet, si |A) seul est dans 1’état
|1}, alors la deuxieme CX va changer 1’état de |B) en |1), qui lui aussi via une porte CX
va changer I’état de |S) en |1). Dans lautre cas, ou seul |B) est dans ’état |1), la porte
CX entre |B) et |S) va changer ’état de |S) de |0) a |1). Par contre, dans le cas ou |.S)
serait déja dans I'état |1) (cas ou |Cyy,) est dans I'état |1)) alors |S) passerait de I'état

3Qubit de poids le plus fort dans la chaine du registre
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|1) a I'état |0) et |Cyye) passerait dans ’état |1) par I'application de la porte CCX entre
|B) et |Cin). Le cas ou |A) et |B) sont dans ’état |1) change des la premiere CCX D'état
du qubit |Cyyt) et comme la seconde porte CX change ’état de |B) a |0), il ne se passe
plus rien dans le calcul. Pour se rassurer nous fournissons la table de vérité associé au
circuit & droite de la figure

L’algorithme général va appliquer cette opération sur tout le registre. Il est important
de noter que si nous souhaitons faire des sommes successives, il faut prendre soin de
réinitialiser les qubits de carry intermédiaires aux calculs de chaque somme sinon le
résultat final serait faussé des la deuxieme somme.

Approche avec la somme d’entiers

Maintenant que nous avons un circuit codant ’addition, nous avons une fagon de calculer
une somme d’entiers. L’oracle que nous allons présenter évalue si le registre qui encode le
résultat de la somme est le minimum en appelant le circuit inférieur-k vu précédemment.
A chaque étape de recherche nous calculerons les affectations des variables telles que la
somme est inférieure & k strictement. A la fin, nous obtiendrons le ou les affectations qui
minimisent la somme.

Pour notre exemple : 1 + x2 < 4, nous avons besoin de 4 qubits pour les valeurs
de x1 et xo, 1 qubits de carry pour le calcul de somme. Enfin, il nous faut 2 qubits
auxiliaires supplémentaires pour le calcul de I'infériorité et 1 qubit pour l'oracle, ce qui
nous fait un total de 8 qubits.

Avec cet oracle nous pouvons modéliser des problemes de sommes plus grand qu’avec
la version SAT. Nous allons donc prendre cet approches pour la résolution des prochains
problémes.

4.3 Couverture de sommets de cardinalité minimale

Le probleme de la couverture de sommets dans un graphe fait partie des 21 probléemes
de Karp dans [13]. L’objectif va étre de trouver un oracle permettant de couvrir toutes
les arétes d'un graphe G = (V| E) tout en minimisant le nombre de sommets dans la
couverture S. Nous pouvons reformuler le probléme en une instance de SAT et utiliser
I’algorithme décrit en section En utilisant ’encodage SAT de la minimisation de
somme nous pouvons obtenir une modélisation répondant au probléme du vertex—cover.

Couverture de sommet : SAT

En reprenant la modélisation de la minimisation de somme, pour un graphe G = (V, E),
nous pouvons modéliser la contrainte : 3 <y x, < k, avec x, € {0,1} et k un entier. Enfin
il manque la contrainte de couverture qui peut se modéliser ainsi : Yuv € E, (z, V x,) ce
qui contraint ’affectation d’au moins un sommet a 1 pour toutes les arétes de G.

Comme nous avons vu précédemment que ’encodage de la contrainte ), z; < k
n’était pas optimal en le nombre d’utilisation des qubits, nous allons passer a une mo-
délisation moins coiiteuse en reprenant 1’idée de la recherche du minimum dans le but
de pouvoir exécuter notre circuit.
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Oracle pour trouver une couverture minimale

La premiere idée est de représenter les arétes comme un ensemble de clauses de taille 2
comme dans la sous-section précédente. Les sommets sont représentés par des variables
tels que résoudre la formule 2-SAT revient a fournir une couverture (optimale ou pas)
pour le graphe G.

Nous avons vu précédemment une facon d’obtenir le minimum d’une somme. A ce
stade nous avons un ensemble de toutes les couvertures pour G fourni par la résolution de
I'instance 2-SAT et nous voulons filtrer cet ensemble pour n’obtenir que les couvertures
minimales. Nous allons donc appliquer ’algorithme de la recherche de minimum sur la
somme des variables. Comme les variables représentent les sommets choisis, minimiser la
somme des ces variables revient donc a minimiser les sommets choisis ce qui nous fournit
finalement une couverture minimale pour G.

Algorithme 4 : Oracle : Couverture minimale

Input : circuit, |nodes), pour les sommets, |auz) pour les qubits auxiliaires,
|sum) et |carry) pour la somme, |k) pour k, |ancillas), pour le
registre d’ancillas, G = (V, E) un graphe

Out : circuit : Circuit quantique
1 clauses « ||
2 pour chaque v;v; € E faire
3 ‘ clauses.add(v; V vj) //Satisfaire la clause v; V vj, revient a couvrir v;v;
4 fin
5 Oracle_SAT(circuit, clauses, |auz), |ancillas))
6 somme(|nodes), |sum), |carry)) // Z'Z-Zg”
7 inferieur_ k(|sum), |k), | fout))
8 Unroll circuit
9 retourner circuit

Cet algorithme code seulement la partie "Oracle" dans les étapes de ’algorithme de
recherche de Grover. Il faut donc appeler 'oracle pour la couverture minimale comme
sous procédure apres U'initialisation et avant I’amplification.

Exécution

Dans I’exécution, ci-dessous, nous avons considéré le graphe Cly, et pris pour valeur k = 3.
Nous allons donc chercher toutes couvertures inférieures a k = 3. Nous avons besoin de
22 qubits et la taille du circuit est de 372 portes (unaire et binaire) sans transpilation.
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FIGURE 4.6 : Résultat sur simulateur

Apres exécution sur le simulateur avec 2 itérations (1/2%/2 = 2) et 1024 shots, celui-
ci nous révele deux solutions |0101) et |1010) pour nos qubits zgzexixg. Ces solutions
sont illustrées sur la figure 4.8.

xX0@ o<1
x3 X2
@ ©

FIGURE 4.7 : Couverture de tailles 2 sur Cy ({zo,z2} et {z1,z3}).

Couverture de sommets pondérées

La version pondérée de la couverture de sommets est réalisable en minimisant non pas
la somme des variables mais la somme de leurs poids. Afin de sommer les poids des
sommets sélectionnés, nous allons devoir intriquer les poids avec la variable sommet tel
que si la variable sommet est choisie et se trouve donc dans 1’état |1), alors il faut ajouter
le poids |w;) & la somme finale. Dans le cas contraire nous ne faisons rien. Pour ce faire,
nous pouvons également utiliser la somme contrélée qui applique ’addition entre deux
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registres seulement si le qubit de contrdle est dans 1’état |1).

Algorithme 5 : Oracle : Couverture de sommets pondérée
Input : circuit, |nodes), pour les sommets, |auz) pour les qubits auxiliaires,
|k) pour k, [sum) et |carry) pour la somme, |w) pour les poids,
lancillas), pour le registre d’ancillas, G = (V, E) un graphe
Out : circuit : Circuit quantique
pour chaque uv € FE faire
‘ clauses.add(u V v)
fin
pour chaque |n;) € V faire
encode(circuit, G[n;], |w))
Si n; est choisi, & cet endroit du circuit on additionnera son

[= <, BV R SR

poids avec |sum)
somme(circuit, |w), |sum), |carry), |nodes;))
decode(circuit, Glng][ni], |w))

o

9 fin

10 Oracle_SAT(circuit, clauses, |auz), |ancillas))
11 inferieur_k(|sum), |k), |fout))

12 Unroll circuit

13 retourner circuit

Exécution

Poursuivons nos exécutions sur le méme graphe Cy avec cette fois-ci une pondération
pour chaque sommet.

0.4
0.347
0.3
n
@
=
202
Qo
o
2
o
0.1
0055 0053 0050 gp45 0.048
0.0-
O~ O MO N O N O ~NON~NONON
O O N O O ~N~NO O M~y O O ~ ~
ISEFS IR SRS IF NN NEFNECEC RS IS e e e e

FIGURE 4.8 : Résultat sur simulateur avec les poids [1, 3,1, 3]

Apres exécution sur le simulateur nous remarquons qu’il ne reste plus qu’une solu-
tion : |1010), correspondant a la couverture de cotit minimale, alors que sur la figure 4.6
nous avions obtenu deux résultats.
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A présent, passons au dernier probleme : le voyageur de commerce.

4.4 Voyageur de commerce

Le probleme du voyageur de commerce est un cycle hamiltonien de poids minimal. Nous
allons considérer les instances comme étant des graphes complets. La stratégie que nous
allons utiliser va étre de travailler sur une affectation d’une position dans le cycle pour
chaque sommet. Comme ces positions doivent toutes étre différentes nous allons avoir
besoin de la contrainte AllDifferent.

Présentons dans un premier temps un circuit pour calculer la contraintes AllDifferent
qui sera nécessaire pour le circuit final.

Contrainte : AllDifferent

Dans la figure ci dessous est présenté un exemple de circuit calculant si deux qubits, qg
et g1 sont différents. Le résultat est stocké sur q3, ¢o sert de registre auxiliaire pour le
calcul.

, o=, unroll
al0] [0}
I I
I 1
1
qll] [0} ] I
a2l 1o ) : : + o+
I 1
3
ap] o} )
I 1
al4] [0} | .

FI1GURE 4.9 : Circuit calculant si ¢y est différent ¢;

L’idée de ce circuit est de contrdler le qubit g2 qui ne peut que étre dans I’état |1) si
I'un des qubit comparé au plus est dans I’état |1). En effet, si les deux qubits comparés
sont dans 1’état |1), 'application des deux CX mettraient go dans I’état |0). De méme
si les deux qubits, qo et ¢; sont dans I’état |0), g restera dans I’état |0). Finalement ¢o
est dans I’état |1) seulement si gy est différent de ¢;. Comme g9 est intriqué avec g3, le
stockage du résultat, on va pouvoir réutiliser ce résultat pour d’autres calculs. Ce circuit
se généralise avec des registres de plus grandes tailles.

Finalement on peut écrire un circuit qui calcule la contrainte allDifferent sur une
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liste de registres de qubits.

Algorithme 6 : AllDifferent

Input : circuit, vars : liste de registres, |aux) pour les qubits auxiliaires,
lancillas), pour le registre d’ancillas, |res), pour stocker le résultat
final

Out : circuit : Circuit quantique

1 pour chaque |v;) € vars faire

2 | pour chaque |v;) € [i + 1,|vars|] faire
3 different(circuit, v;, auxy)

4 k+—k+1

5 fin

6 fin

7 N__CNOT(circuit, |auz), |ancillas), |res))
8 Unroll circuit

9 retourner circuit

Nous pouvons utiliser cet algorithme en guise d’oracle pour trouver une affectation
unique pour chaque variable. Dans le cas d’un graphe, si les variables représentent les
positions des sommets, les résultats seront des cycles hamiltonien. A partir de ce circuit,
nous allons pouvoir traiter le voyageur de commerce.

Oracle pour le voyageur de commerce

L’oracle pour trouver la solution au probleme du voyageur de commerce utilise plusieurs
sous-circuits vues précédemment. Nous avons déja minimisé une somme de sommets
pondérés en partie[5] Aprés avoir appliquer la contrainte AllDifferent, nous devons seule-
ment sommer les poids des arétes parcourues. Un aréte (uv) est parcourue seulement
si pos, — pos, = 1. En utilisant un circuit calculant la différence entiéres (N) sur les
positions nous allons pouvoir sommer les arétes parcourues une seule fois. Enfin, nous
testerons avec le circuit "equal' si la soustraction entiere est égale a 1 et le résultat de
ce test sera utilisé comme "contréle" de la somme. Une fois la somme calculée, il faut
vérifier si elle est minimale en appliquant le circuit inférieur k en appelant ’oracle un
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nombre suffisant (voir la section recherche du minimum {4.1)).

Algorithme 7 : Oracle : Voyageur de commerce

© O N, U WY

I I R O S S S G
H O © 00 N O U AN W N = O

Input : circuit, [nodes), pour les sommets, |w) pour les poids, |auz) pour
les qubits auxiliaires,|ctrl) le qubit de controle, |res) pour la
soustraction , |sum) et |carry) pour la somme , |k) le poids max
du cycle, et |ancillas), pour le registre d’ancillas, G = (V, FE) un
graphe pondéré, k le poids max du cycle autorisé

Out : circuit : Circuit quantique

encode(circuit, k, |k))
|aux,,—1) est 1’avant dernier qubit du registre |aux)
allDifferent(circuit, |nodes), |auz), |anc), |auzm,—1))
pour chaque |node;) € |nodes) faire
pour chaque |node;.;) € |nodes) faire
sub(|node;), |nodej), |res))
equal(|res), 1, |ctrl))
encode(circuit, G[i][j], |w))
ctrl_sum(circuit, |w), |[sum), |carry), |ctrl))
Réinitialisation pour le prochain calcule
unroll _encode(circuit, Gl[i][j], |w))
unroll__equal(|res), 1, |ctrl))
unroll _sub(|node;), |node;), |ctrl))
fin
fin
|aux,—1) est 1’avant dernier qubit du registre |auz)

inférieur_ k(circuit, |sum), |k), |auz), |anc), |aux,,))

on contrdle les contraintes, allDiff(zg, .., x,) et Zz}j wi; < k
circuit. CCX ([|auxm—1) , |auzm)], fout )

Unroll circuit

retourner circuit

Le circuit complet serait donc cet oracle entouré des deux autres étapes de Gro-

ver, l'initialisation et 'amplification en plus de la partie séquentiel de la recherche du
minimum dichotomique.

Pour une instance comme Ky, notre circuit nécessite 35 qubits’}

Nous n’avons pas réussi a obtenir un résultat sur simulateur avec les méthodes d’exé-

cutions classiques pour le voyageur de commerce. Le temps d’exécution est trop long et
dépasse le time__out du simulateur fixé a 10 000 s [4.10]

40n peut encore descendre le nombre de qubits en utilisant des N__ CNOT optimisés de Qiskit

n’utilisant pas d’ancilla.



4.4. VOYAGEUR DE COMMERCE 45

Status Time taken

Job timed out after 10000 seconds. [5201] 2h 47m 8.1s

FI1GURE 4.10 : Temps d’exécutions supérieur a 10000 s.

Nous avons également essayé d’exécuter le circuit sur la machine ibmgq_rochester a
53 qubits mais le circuit est trop grand et n’a donc pas pu étre exécuté.

Complexité

Nous avons vu que la complexité de la recherche du minimum dichotomique était de
O(nv/N) = O(n27) |3l La complexité du voyageur de commerce quantique est donc
de O(n2%), hors en 1962 Held et Karp on fournit un algorithme en programmation
dynamique en O(n?2.2"). Nous avons donc une accélération quadratique d'un algorithme
de voyageur de commerce complet grace a Grover.






Conclusion

L’arrivée des machines quantiques physiques permettent de concrétiser la théorie. Mal-
gré que les machines soient encore trop bruitées pour exploiter les résultats des calculs,
des simulateurs permettent d’évaluer le comportement des futures implémentations d’al-
gorithmes. Par exemple, le circuit quantique dérivé de 'algorithme de Grover permet de
résoudre le probléme SAT avec une complexité de O(y/(N).

Il sera des lors possible de résoudre un trés grand nombre de problemes quand le
colit en espace sera négligeable. Selon les prévisions d’IBM nous pouvons envisager, une
fois le bruit stabilisé, 'utilisation des circuits quantiques de plus en plus grands.

Les machines Tenerife, Tokyo, Johannesburg et Raleigh sont des machines d’IBM
avec un volume quantique de 32 et la machine de Paris que nous avons régulierement
utilisé a également un volume quantique de 32. Enfin, Honneywell a annoncé le 3 mars
2020 avoir une machine avec un volume quantique de 64 qu’ils ont livré Vendredi 19
Juin.

Dans ce rapport, nous avons commencé en décrivant les aspects physiques de 'infor-
matique quantique pour petit a petit quitter ce monde et entrer dans celui de 'informa-
tique a partir de la section 3.2 avec le probleme SAT. En plus d’obtenir des algorithmes
avec une accélération par rapport a leur version séquentielle, nous n’avons pas réussi a
remarquer de différence en terme de complexité entre trouver une ou toutes les solutions.

En plus d’un solver SAT quantique permettant de résoudre les modélisations SAT
existantes, nous avons également présenté les circuits de bases pour faire de 'arithmé-
tique (addition, soustraction) ainsi que des opérations logiques (<, >, #, =), le tout
permettant de faire des circuits traitant des problémes d’optimisation combinatoire.

Ce stage m’a permis de découvrir le monde de la recherche qui m’était encore inconnu.
J’ai également pu découvrir l'univers de l'informatique quantique que je trouve tres
intéressant. On y retrouve toutes les problématiques de début de I’ére de I'informatique
(précision des machines, écriture de programme sur de tres faible capacité de mémoire).
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