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RESUME

Dans le but d’améliorer 'efficacité des turbomachines, les acteurs industriels du secteur
aéronautique cherchent sans relache & repousser les limites de la conception structurelle. A
cette fin, des travaux de recherche visent a limiter les pertes aérodynamiques en minimisant
la distance entre les parties mobiles en rotation et le carter fixe environnant. Ainsi, lorsque
les turbomachines sont en fonctionnement, les aubes vont vibrer et peuvent entrer en contact
avec le carter environnant. Pour garantir la performance et la fiabilité de ces systemes, il est
primordial de prendre en compte ces interactions structurelles non linéaires dans leur concep-
tion. A partir de modeéles numériques issus de modeéles industriels, il est possible d’obtenir des
résultats a ’aide d’outils numériques, ce qui permet de mieux appréhender la dynamique de
ces systeémes non linéaires. Cette approche offre ainsi la possibilité d’optimiser leur conception

en considérant les effets vibratoires et les interactions structurelles non linéaires.

Basée sur la méthode de 1’équilibrage harmonique régularisée de Lanczos, qui est une
méthode fréquentielle précédemment développée [1], ce mémoire de maitrise présente une
stratégie numérique de suivi de bifurcations, développé en Python, dédiée aux systemes mé-
caniques non linéaires de grandes dimensions. Afin de démontrer son applicabilité dans un
contexte industriel, elle est mise en ceuvre pour obtenir des résultats originaux dans le cadre
des interactions entre les aubes et le carter dans les moteurs d’avions. L’accent est mis plus
particulierement sur le suivi de bifurcations lorsqu'un parametre clé — tel que 'amplitude
du forgage appliqué sur 'aube, le coefficient de frottement ou les jeux de fonctionnement —
varie. Dans I’ensemble, les résultats obtenus mettent en évidence la pertinence et 1'efficacité
de la méthode fréquentielle utilisée tant pour les systémes de petites dimensions que pour les
systemes de grandes dimensions. En effet, les résultats présentés pour les systemes industriels
soulignent que cette méthode fréquentielle convient parfaitement pour relever les défis numé-
riques inhérents a de tels calculs sur des systemes de grandes dimensions. Pour les systémes
mécaniques d’intérét, le rotor 67 et 37 de la NASA, il est démontré que I'application de la
stratégie présentée représente une méthode efficace pour dégager des criteres de conception
quant aux bifurcations et identifier des branches isolées de solutions, qui peuvent étre d’une

importance cruciale pour la conception des aubes de moteur d’avion.



ABSTRACT

To enhance the efficiency of turbomachines, aerospace industries are continuously stri-
ving to push the limits of structural design. This involves minimizing aerodynamic losses by
reducing the gap between rotating moving parts and the fixed casing surrounding them. As
the blades of turbomachines vibrate and may come into contact with the surrounding casing
during operation, it is essential to consider these nonlinear structural interactions during their
design to ensure reliability and performance. Using numerical models derived from industrial
models and digital tools, it is possible to gain a better understanding of the dynamics of these
nonlinear systems and optimize their design by considering vibrational effects and nonlinear

structural interactions.

This master’s thesis introduces a numerical bifurcation tracking strategy, developed in
Python and based on Lanczos’s regularized harmonic balance method, for high-dimensional
nonlinear mechanical systems. To demonstrate its relevance to industrial applications, the
strategy is applied to obtain original results on blade-casing interactions in aircraft engines.
The focus is on tracking bifurcations when a key parameter such as the amplitude of forcing
applied to the blade, friction coefficient, or clearance changes. Overall, the results demons-
trate that the frequency-based method employed is suitable for addressing the numerical
challenges inherent in such calculations on large-scale systems. For the NASA rotor 67 and
37, the presented strategy proves to be an effective method for establishing design criteria for
bifurcations and identifying isolated branches of solutions that can be critical for the design

of aircraft engine blades.
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CHAPITRE 1 INTRODUCTION

Dans une économie mondiale compétitive, les normes environnementales évoluent et
imposent aux entreprises de développer des stratégies de conception innovantes pour mini-
miser leur impact environnemental tout en restant compétitives. Les fabricants de moteurs
d’avion sont également soumis a ces exigences en matiere d’efficacité et de durabilité envi-
ronnementale. Pour répondre a ces défis, les ingénieurs cherchent a repousser les limites de
la conception structurelle des turbomachines en tenant compte des interactions structurelles
non linéaires qui ont longtemps été atténuées au détriment de 'efficacité globale du moteur.
L’un des axes de recherche actuels est de minimiser les pertes aérodynamiques en réduisant
la distance entre les parties mobiles en rotation et le carter fixe environnant. Cependant, cela
peut augmenter le risque que les aubes en vibration entrent en contact avec le carter, ce qui
peut avoir des conséquences allant de la réduction de la durée de vie a la rupture d’une aube.
Pour garantir la performance et la fiabilité de ces systémes, il est donc primordial de prendre
en compte ces interactions structurelles non linéaires dans leur conception. Etant donné que
ces interactions non linéaires ont un impact direct sur les propriétés modales des composants

structuraux, il est essentiel d’en tenir compte des les premieres étapes de conception.

aube/aube aube/carter aube/disque

rotor /palier

FIGURE 1.1 Interfaces de contact dans une turbomachine, tirée de [1]



Au cours des dernieres années, d’importants efforts de recherche ont été déployés afin
de mieux comprendre, modéliser et prédire les interactions structurelles non linéaires. Cela
s’applique a différentes interfaces telles que U'interface aube/disque [6-8], rotor/palier [9, 10]
ou encore aube/carter [11-20]. La figure 1.1 présente ces interfaces de maniére explicite.
Parmi ces interfaces, les phénomeénes non linéaires liés aux contacts le long de l'interface
aube/carter ont suscité un grand intérét de la part des chercheurs. En effet, la sévérité
des événements de contact a cette interface — liés a la combinaison de vitesses relatives
tres élevées, de conditions thermiques extrémes et de phénomeénes d’usure complexes —
entraine une variété d’interactions sophistiquées qui peuvent impliquer une seule aube, un
disque aubagé complet et méme le carter environnant. Ces interactions sophistiquées peuvent
entrainer des déformations et des contraintes importantes dans les composants impliqués, ce
qui rend essentiel de comprendre ces phénomeénes pour concevoir des dispositifs plus robustes,
efficaces et durables. Dans le cadre de ces recherches, des expériences a grande échelle ont été
menées, notamment celles décrites dans les articles cités [12,15,17,19]. De plus, des méthodes
de résolution numérique ont également été développées pour mieux comprendre et modéliser

ces phénomeénes, comme le montrent les travaux cités [1,4,21].

Récemment, une méthode numérique fréquentielle, a savoir la méthode de 1’équilibrage
harmonique régularisée-Lanczos (RL-HBM), a été développée et appliquée avec succes a I’ana-
lyse qualitative des interactions aube/carter [20]. Les résultats obtenus grace a la RL-HBM
se sont avérés parfaitement conformes a ceux obtenus avec les techniques d’intégration tem-
porelle. De plus, cette méthode présente un avantage significatif par rapport a ces dernieres.
En effet, la RL-HBM est capable de prédire efficacement le lieu des résonances non linéaires,
qui peuvent étre difficiles a obtenir avec les techniques d’intégration temporelle. Cette ap-
proche permet donc une analyse qualitative plus précise et plus complete des interactions

aube/carter.

Il a également été démontré que la RL-HBM est bien adaptée pour évaluer la sta-
bilité locale des différentes branches de solutions non linéaires et pour détecter les points
de bifurcation avec une grande efficacité [22]. La connaissance de ’emplacement des points
de bifurcation, points critiques du systeme, est une information essentielle pour identifier
les conditions auxquelles la dynamique du systeme change de maniere significative et ainsi
connaitre les limites de stabilité du systeme. Il est possible de distinguer différents types de
bifurcations, chacun étant associé a un changement qualitatif dans les caractéristiques du
systéme étudié. (1) Les bifurcations points limites, Limit Point (LP) en anglais, qui se carac-
térise par une tangente verticale sur la courbe de réponse en fréquence non linéaire (CRF),
font référence a un changement de stabilité entre deux branches de solutions. (2) Les bifurca-

tions points fourches, Branch Point (BP) en anglais, désignent soit la perte de stabilité d'une



branche de solutions et la naissance d’une nouvelle branche stable, soit l'inverse. Enfin, (3)
les bifurcations Neimark-Sacker (NS) sont associées a une transition de régimes périodiques

a quasi-périodiques.

Cependant, il est important de noter que ’analyse de stabilité ne permet de localiser
les bifurcations qu’a partir d’'un ensemble de parametres donné. Ainsi, si les parametres du
systeme sont modifiés, la localisation des bifurcations ne sera plus valide, ce qui nécessite une
nouvelle analyse de stabilité pour chaque ensemble de parametres différent. Cette limitation
entraine une augmentation rapide du temps de calcul et des ressources de simulation. Dans
le cadre d’un processus de conception, le colit de calcul des analyses fréquentielles, méme
sans effectuer d’analyse de stabilité, pour différentes valeurs de parametres clés, tels que
I’amplitude du forgage appliqué sur I’aube, le coefficient de frottement ou le jeu de fonction-
nement, pourrait constituer un obstacle important. Ainsi, pour remédier a cette situation, il
serait pertinent de se tourner vers la méthode de suivi de bifurcations appliquée aux modeles

industriels d’aubes.

En effet, la méthode de suivi de bifurcations permet de suivre les bifurcations détec-
tées selon n’importe quel parametre du systeme. Les résultats obtenus permettraient donc de
mieux comprendre leurs évolutions lorsque les parametres du systéme sont modifiés dans le
but de mieux comprendre comment le systeme se comporte a différents niveaux de parametres
et d’étudier les changements de comportement lorsqu’un parametre clé est modifié. Cela ap-
porterait donc aux industriels des informations qualitatives supplémentaires afin d’ajuster
les parametres dans le but d’optimiser les performances du systéme et d’éviter des situa-
tions instables. Ces informations permettraient donc d’établir des criteres de conception qui

pourront étre pris en compte des les phases de conception.

D’un point de vue général, I'idée d’évaluer 'influence d’un parametre donné sur les
courbes de réponse en fréquence non linéaires a longtemps été étudiée. En effet, les points
de bifurcation varient de maniere complexe dans l'espace paramétrique global de résolution
et, afin d’augmenter la connaissance des limites de stabilité, il serait donc pertinent de les
suivre dans un espace paramétrique augmenté d’un second paramétre de contrdle. A cette
fin, des méthodes numériques ont été développées pour suivre des solutions spécifiques [23]
dans un espace paramétrique, comme les points limites (LP) [24-27] et d’autres types de
bifurcations [24-26,28]. Connaissant la localisation d’une bifurcation, cette méthode permet
de la suivre dans 'espace paramétrique en fonction d’un parametre clé tel que 'amplitude
du forcage appliqué sur I'aube, le coefficient de frottement ou les jeux de fonctionnement. Les
résultats générés permettent de dresser une 'cartographie' de la dynamique de systeme. Il

est ainsi possible de déterminer les valeurs critiques des différents parametres pour lesquelles



les bifurcations se produisent permettant une conception optimale et efficace du systeme.

Le présent mémoire propose une extension du suivi de bifurcations a la méthode RL-
HBM. 1l est mis en évidence que la RL-HBM, qui intégre une régularisation polynomiale et
un filtrage de Lanczos des forces de contact, s’avere particulierement bien adaptée pour le
suivi de bifurcations et la détection de branches isolées de solutions. Ce cadre numérique
offre une méthode efficace pour prédire les phénomenes complexes d’interaction aube/carter.
Ce document se concentre sur le suivi de bifurcations LP, BP et NS, sous I’hypothese que la
réponse d'une aube aux contacts aube/carter soit périodique. Il convient de souligner qu’il
s’agit de la premiere application réussie du suivi de bifurcations a des systeémes industriels
pour des problemes de contact aube/carter. Dans la littérature, les méthodologies proposées
pour un tel suivi de bifurcations sont généralement appliquées a des systemes académiques
de faible dimension, comportant 1 ou 2 degrés de liberté [24-28]. Bien que de tels systémes
puissent présenter une dynamique tres riche, ils sont associés a des temps de calcul rapides
et 'application du suivi de bifurcations sur ces systémes ne présente généralement pas les
mémes défis numériques que les systemes de grandes dimensions. C’est la raison pour laquelle,
on s’attache a souligner que la stratégie proposée est bien adaptée a une application indus-
trielle. En effet, les résultats présentés dans ce mémoire sont issus de I'application du suivi de
bifurcations a la fois sur des modeles académiques et sur des modeles réduits d’aubes indus-
trielles. Plus précisément, un modele d’ordre réduit comprenant 39 degrés de liberté (ddl) a
été utilisé pour représenter I'aube industrielle NASA Rotor 67, avec un maillage d’éléments
finis contenant plus de 10° ddl. De méme, un modele réduit de 34 ddl a été appliqué a 'aube

industrielle NASA Rotor 37, avec un maillage d’éléments finis contenant plus de 10* ddl.

Le mémoire se compose de quatre chapitres. Le premier a pour but de rappeler la
méthodologie RL-HBM et d’introduire les notations associées. Dans le second chapitre, les
méthodes numériques utilisées pour le suivi de bifurcations LP, BP et NS sont présentées.
Enfin, le suivi de bifurcations est validée sur des modeles académiques dans le troisieme
chapitre, avant d’étre appliquée, dans le quatrieme chapitre, sur des modeles éléments finis
industriels d’aubes de moteurs d’avion : le rotor 67 et 37 de la NASA. Toutes les simulations

numériques présentées ont été réalisées en langage Python 3.7.



CHAPITRE 2 CADRE NUMERIQUE

Ce premier chapitre présente la méthodologie RL-HBM (de 'anglais Regularized-Lanczos
Harmonic Balance Method), qui est utilisée pour résoudre ’équation du mouvement (EDM)
d’un systeme mécanique. Bien que cette derniere ait déja été présentée en détail dans une
référence antérieure [1], elle est rappelée dans ce chapitre, car elle constitue les fondements
des méthodologies de suivi de bifurcations qui seront exposées dans le chapitre 3. En effet,
les méthodes présentées dans ce chapitre seront également utilisées dans le chapitre 3, et
leur compréhension est essentielle pour une bonne appréhension de ce dernier. De plus, la
présentation de la RL-HBM permet d’introduire les notations associées a cette méthode,
qui seront réutilisées dans la méthodologie de suivi de bifurcations. La présentation de cette

méthodologie est donc essentielle pour la suite du mémoire.

2.1 Equation du mouvement

Un systeme mécanique non linéaire (S) a n degrés de liberté (ddl), caractérisé par sa
matrice de masse, d’amortissement et de rigidité, respectivement notées M, C et K (toutes

de dimension n X n) est considéré.

Pour un temps donné ¢, les déplacements des n degrés de liberté (ddl) ainsi que les
forces non linéaires et les forces externes appliquées aux n ddl sont représentés dans des

vecteurs colonnes de dimension n respectivement notés :

T

x(t) = (x1,...,2,)
fnl(wv €T, .’13) = (fnl,la fnl,?a cee 7fnl,n)T (21>
fext w, t) = (fext,la fext,2a ceey fext,n)T

Par exemple, ;(t) représente le déplacement, exprimé en meétre (m), du i®¢ ddl a l'instant
t. De méme, fy,(t) correspond a l'effort non linéaire, exprimé en Newton (N), appliqué sur

le jm¢ ddl et fexx(t) & effort extérieur, exprimé en Newton (N), appliqué sur le £™¢ ddl.

L’équation de mouvement normalisée associée a (S) s’écrit :

o .. o . .
@Mw(t) + Bcw(t) + OéKﬂL'(t) + fnl(w7 €T, w) - fext(w7 t) (22>
Les coefficients de normalisation spatiale et temporelle, notés respectivement « et 3, sont

calculés de telle sorte que ||ax(t)|| >~ 1 et w/B ~ 1. Les dérivées par rapport au temps ¢ sont



indiquées par un point au-dessus du terme a dériver.

Dans le cas linéaire, c’est-a-dire lorsque les efforts non linéaires sont nuls (f,, = 0,,), le
systéme (2.2) peut étre résolu par des méthodes directes, telles que la méthode de la réponse
forcée par exemple. La solution de 'EDM est donc obtenue en un seul calcul, sans avoir
recours a une procédure itérative, et cette solution est exacte. De plus, cette méthode permet
de déterminer la fonction de réponse en fréquence (FRF), qui décrit 'amplitude de vibration
de la réponse pour une plage de pulsation donnée. Les méthodes directes sont largement

utilisées dans le cas linéaire en raison de leur simplicité et de leur efficacité.

Cependant, dans le cas non linéaire, le systéme (2.2) ne peut pas étre résolu en utilisant
des méthodes directes en raison de la présence des efforts non linéaires f,(w, , &). Par consé-
quent, il est nécessaire de se tourner vers des méthodes spécifiques permettant de résoudre
ce type de systeme. Il existe différentes méthodes de résolution pour les systemes différentiels
non linéaires qui sont répertoriées dans la littérature et divisées selon deux paradigmes de

résolution : temporel et fréquentiel [1].

La méthode retenue est importante car elle constituera le fondement des méthodologies
de suivi de bifurcations décrites dans le chapitre 3. Dans ce cas, le paradigme de résolution
fréquentiel est retenu plutot que le paradigme temporel car ce dernier n’est pas adapté a
la construction de méthodologies de suivi de bifurcations. Plus précisément, la méthode
de I'équilibrage harmonique, également connue sous le nom de Harmonic Balance Method

(HBM) en anglais, est utilisée et présentée dans la section 2.2.

2.2 Meéthode de I’équilibrage harmonique

2.2.1 Transformation en un systeme algébrique non linéaire

La HBM [29,30] est une méthode fréquentielle utilisée pour résoudre un systeme diffé-
rentiel non linéaire, tel que le systeme (2.2) présenté dans la section 2.1. L’objectif de cette
méthode est d’obtenir un systeme algébrique non linéaire a partir du systeme différentiel
non linéaire que 1’on souhaite résoudre. Contrairement au systeme différentiel non linéaire,
le systeme algébrique non linéaire obtenue par la HBM peut étre résolu par la méthode de

Newton-Raphson, qui est détaillée a la section 2.3.

Cette méthode repose sur ’hypothese que la solution x(t) est périodique. Selon cette hy-
pothese, x(t) peut donc étre développée sous la forme d’'une série de Fourier et ainsi exprimée
sous la forme d’'une somme de fonctions sinusoidales de différentes pulsations, appelées har-
moniques. Le nombre d’harmoniques considérées dans cette somme est noté H. Afin d’obtenir

la solution exacte de x(t), il faudrait tenir compte d’une infinité d’harmoniques, c¢’est-a-dire



H — +00. Numériquement, H est un nombre fini d’harmoniques d’ou :

x(t) ~ + Z:l la; cos (jwt) + b sin (jwt)] (2.3)

N —
Q

Les quantités a; et b; sont des vecteurs colonnes de dimension n contenant les coefficients

de Fourier @/ et b’ pour chaque degré de liberté (ddl) i € [1,n).

. ) T
VJE[O,HLCLJ :(a;7aj2,,a]) (24)
: :
Vj e [1,H], b, :(bjl,b?,...,b;.‘)

a’ est I'amplitude multipliant le cos(jwt) de z;(t) et b%, I'amplitude multipliant le sin(jwt)

d’ou :

Vi e [1,n], z;(t) ~ Z_: [a cos (jwt) + b’ sin (]wt)} (2.5)

[\')\H

En pratique, afin de déterminer la valeur de H, les solutions sont calculées pour une
valeur arbitraire de H, notée H,. Ensuite, les coefficients de Fourier contenus dans les vecteurs
a; et b; sont représentés sous forme d’un histogramme afin de mettre en évidence I’évolution
de ces coefficients en fonction de j. Dans la plupart des cas, une décroissance des coefficients
est observée lorsque j augmente. A partir d’une certaine valeur de 7, notée jym, les valeurs
de a; et b; pour j > jin, deviennent négligeables. Ainsi, les coefficients a; et b; pour j > jim
peuvent étre tronqués d’ou H = jy,,. Cette procédure est mise en pratique dans le cadre de

I’application industrielle, présentée dans le chapitre 5.

La périodicité de la solution x est basée sur I'hypothese selon laquelle les forces ex-
térieures appliquées f.. sont périodiques. Dans la plupart des cas, l'excitation du systeme
est périodique, ce qui entraine la périodicité des déplacements. De plus, cette hypothese de

périodicité implique également que les forces non linéaires f_;, qui dépendent de x et @, sont

nly
également périodiques. Ainsi, de maniere similaire a «, les forces f; et f.. sont supposées

périodiques et peuvent étre développées sous la forme d’une série de Fourier :

1 H
fulw,x, @) ~ iaroﬂ +> {a;ﬂ cos (jwt) + b;‘l sin (jwt)}
= (2.6)
Foxt (W, ad™ + Z { ¢ cos (jwt) + b5 sin (jwt)}

Les quantités af et bf, avec £ € {nl,ext}, sont des vecteurs colonnes de dimension n conte-



nant les coefficients de Fourier a?’i et bf’ pour chaque ddl i € [1,n].

-
Vje[0,H], af (af’l,af’Q,...,af’">

(2.7)
vielLH), 8= (0000 )

ozjg»z est Pamplitude multipliant le terme cos(jwt) de fe; et bgl I

amplitude multipliant le
terme sin(jwt) d’ou :

H
Vi€ [1,n], fa;~-ag’ +Y [a;ﬂ’z cos (jwt) + b?l’z sin (jwt)}
7j=1

. (2.8)
Vi€ [1,n], foxi=~ faSX“ +> { 0 cos (jwt) + b sin (jwt)}

Jj=1

A présent, I'objectif consiste & exprimer les quantités temporelles x, faet f

ext du
systéme différentiel (2.2) en fonction de quantités fréquentielles. Afin d’atteindre cet objectif

le vecteur ligne Ty correspondant a la base de Fourier associée a la décomposition (2.3), qui
est de dimension 2H + 1, est introduit :

1
Ty = 5908 (wt),sin (wt) , ..., cos(Hwt), sin( Hwt) (2.9)

Ainsi, a 'aide du produit de Kronecker, les quantités temporelles x, f,, et f... peuvent étre
écrites sous une forme alternative :

(2.10)

oll &, f et fo sont des vecteurs colonnes de dimension ny = n(2H + 1) contenant les
coefficients de la décomposition de Fourier :

T = ((10, a, bl, ..., apg, bH)T
Fulo.) = (a a0 b)) 2.11)
f T
fext (w,t) — ((ISXt, aext bext N agt) bext)

Dans ce mémoire, les variables du domaine fréquentiel seront indiquées par le symbole (~)
placé au-dessus.

Afin de projeter I’équation (2.2) dans le domaine fréquentiel, les vecteurs vitesse &(t) et



accélération &(t) doivent également étre exprimés en fonction de la quantité fréquentielle .
Pour y parvenir, 'opérateur de dérivation de la base Ty, noté V de dimension 2H+1x2H +1,
est introduit :

V = diagblock (0,V,...,V,,..., V) (2.12)

avec V. la matrice de dérivation premiere de la 5™ harmonique :

0 1
Vjell,... H|, Vj_j[ ! o] (2.13)

Par conséquent, les dérivées premiere et seconde de x(t) s’écrivent :

2(t) = ['I'FH®L%£i = wlTrV)eL]z (2.14)

it) = [TholLlz = ?(ThV?) L&

En utilisant les expressions récemment définies pour les déplacements et les efforts
(2.10), ainsi que celles pour les vitesses et les accélérations (2.14), les variables correspon-
dantes peuvent étre remplacées dans I’équation (2.2). Ce processus conduit a une nouvelle

équation qui ne contient plus que des quantités du domaine fréquentiel :

Mw? [(TyV?) @1, & + Cw (T V) ® L] 2+ K (Ty @ L,) &

K ! (2.15)
+ (TH ® In) fnl (w7 :i) = (TH ® In) fext (w, t)

La propriété du produit-mixte de Kronecker (A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD) permet de
simplifier I'équation (2.15) :

W ((ThV?) @M) &+ w(ThV) @ C)& + (Ty 2 K) &

i i (2.16)
+ (Tu @ L) fo (w, @) = (Ty @1y) fe(w, t)

L’expression (2.16) est une approximation di a I'erreur induite par les fonctions d’ap-
proximation de la base de Fourier Tp. Etant donné que la base de Fourier est constituée
d’un nombre fini d’harmoniques H, la solution obtenue est une approximation de la solution
exacte du probleme, qui sera d’autant plus précise a mesure que H augmente. De ce fait, il
en découle une erreur d’approximation, notée e(w, &,t), qui représente la différence entre la

solution réelle et I'approximation obtenue par 'expression (2.16).

e(w & t)=w ((ThV?) @M) & +w(ThV)®C)Z + (Ty @ K) &

) (2.17)
+(Ty @ L) fo (W, &) — (Ty ®L,) Fo(w,t)
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L’objectif est d’obtenir une solution numérique d’une précision optimale, cherchant &
se rapprocher le plus possible de la solution exacte. Pour y parvenir, il est nécessaire de
minimiser l'erreur d’approximation. La méthode choisie pour atteindre cet objectif est la
projection de Galerkin [31,32], qui consiste & projeter le résidu e(w, &, t) sur le sous-espace
vectoriel engendré par la base de Fourier Ty, afin de le rendre orthogonal a cette base.
Cette méthode a également pour avantage d’éliminer la dépendance temporelle des fonctions
d’approximation dans le domaine fréquentiel. En suivant cette méthode, I’équation (2.17)

devient :

r(w,2) =w? (V2@ M)z +w(V @ C)Z + (lag @ K) &

' i (2.18)
+ <I2H+l ® In) fnl (w? 5:) - (12H+1 ® Iﬂ) .fext (W) = 0TLH
En factorisant par & dans I’équation (2.18), il vient :
r(&,w) = ZW)& + fu (@, &) = Fox (W) = Onyy (2.19)

avec Z(w) la matrice de rigidité dynamique linéaire, diagonale par blocs, de dimension ny X

ng :
Z(w) = VoM +wVC+Iy, 9K (2.20)

En résumé, a partir du systeme différentiel non linéaire (2.2), la HBM a permis d’obtenir
le systéme algébrique non linéaire (2.19) composé de ny équations dont les ny inconnues sont
les coefficients de Fourier contenus dans le vecteur . La résolution de ce systeme se fait a

I’aide de la procédure de Newton-Raphson, détaillé dans la section 2.3.

2.2.2 Calcul des efforts non linéaires

D’une part, le systeme algébrique non linéaire (2.19) contient le vecteur fréquentiel des
efforts extérieurs f,. (w). Les composantes de ce vecteur peuvent étre déterminées directe-
ment si I'expression analytique des efforts extérieurs est connue. Par exemple, dans le cas
d’un oscillateur soumis & un forcage harmonique f, (w,t) = Fy cos (wt), le vecteur f,, (w)
est égal a [0, Fy, 0, ... ,O,O]T. D’autre part, 1’équation (2.19) contient le vecteur fréquentiel
des efforts non linéaires ]’nl(w, &) dont les composantes sont inconnues. Pour les déterminer,
la méthode d’alternance fréquence/temps, de I'anglais Alternating Frequency/Time (AFT),
est utilisée [33,34]. Cette méthode comporte trois étapes distinctes et est résumée dans la
figure 2.1.

Dans un premier temps, a l'aide d’une transformée de Fourier discréte inverse (F—! :
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domaine domaine
fréquentiel | temporel
= I
é ! ! _af X
g F-': DFT"! o UJ\
5 / : \ < b
[ S ¥ ! XX |
1 5 10 ! 533 0 /2 T
I
harmonique j B : temps norm.
+0X A
I
1 solution résolution (& ) 9 : calcul des efforts
r(x,w) <e’ .
convergée du systeme ’ | et gradients
I
A I
g t : 1
2 Z oo ! fnl,t(xts-i't) = I\ o
=2 | Su (%) : Zo0p N
= < T
|\i= [ | I / L 1
\ 0 Il 1 Il Il 5 I M| \1\0 T: DFT 0 T/2 T

| temps norm.
|
|

harmonique j

FIGURE 2.1 Schéma de la procédure AFT, adapté de [1]

DFT_l), de l'anglais Discrete Fourier Transform (DFT), la variable fréquentielle & est proje-
tée dans le domaine temporel afin d’obtenir le signal de la réponse temporelle x(t) ainsi que

ses dérivées premiere et seconde, & (t) et & (t). La période T de ces signaux est discrétisée en

1 21 1
N instants uniformément répartis t; = TN =N aveci € [0,..., N—1]. La transformation
w

DFT " est ainsi réalisée a 1'aide de 'opérateur T' [34], défini & I'équation (2.21).

1/2 cos (wtp) sin (wtp)
I'=11,® : I, ® : IL,® :
1/2 cos (wtn_1) sin (wty_1) (2.21)
cos (Hwty) sin (Hwty)
I, ® : I,® :
cos (Hwtn_1) sin (Hwtyn_1)

L’opérateur T', tel que défini a I’équation (2.21), dépend de w. Par conséquent, il faudrait
recalculer I' chaque fois que la valeur de w change, ce qui n’est pas optimal au vu de sa taille
nN x n(2H + 1). Afin de calculer 'opérateur I' une seule fois pour toutes pulsations w, il

faut donc s’affranchir de la dépendance de T" en w [1]. Dans ce but, le temps adimensionnel
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0
T, = wt; = 27TN est introduit afin d’exprimer I' indépendamment de w :

1/2 cos (79) sin (79)
'=\IL,® : I,® : IL,® :
1/2 cos (Tn—_1) sin (7n_1) (2.22)
cos (Hp) sin (Hp)
I,® : IL,® :
cos (HTy_1) sin (HTn_1)

Ainsi, en utilisant le vecteur fréquentiel & et les opérateurs précédemment définis, il est pos-
sible d’obtenir les signaux temporels de déplacement x(t), de vitesse @(t) et d’accélération
&4 (t).
x(t) = 'z
z(t) = wl'(VRIL,)z (2.23)
E() = T (V'0L,)&
Ces signaux sont exprimés sous la forme d’un vecteur de dimension n/V, ou chaque compo-

sante correspond a la valeur des signaux pour les N instants considérés, pour chacun des n
ddl du systeme (.5).

xi(t) = (o1, ,iUt,n)T = ($1,0, s TIN-1,- - Tn0y - -+ 7$1~L,N—1)T
E(t) = (Tets..  Bon) = (E10s s ELN-1s s En0y oo 1) (2.24)
.’Bt(t) = (.’Bt’l,...,wt’n) = (‘rl,Ow--71‘1,N717~--7xn,07---7~rn,N71)

Dans un second temps, connaissant les vecteurs temporels @ () et @(t), le signal tem-
porel des efforts non linéaires f, (w, ¢, &) est calculé a partir de son expression analytique.
Ce signal est également exprimé sous la forme d’un vecteur de dimension n/V, ou chaque
composante correspond a la valeur des efforts non linéaires pour les N instants considérés,

pour chacun des n ddl du systeme (5).
. T T
fnl,t(wamhwt) - (ft,l?"wft,n) - (fl,O)"'7f1,N—17"‘7fn,0a"'7fn,N—1> (225)

Pour finir, le vecteur fréquentiel des efforts non linéaires f,j(w, &) est obtenu & partir

du vecteur temporel f,(w, Ty, &) & I'aide d'une transformée de Fourier discrete (F : DFT).
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Cette DFT est réalisée a 'aide de 'opérateur '™ [26], défini & I’équation (2.26).

Lo (1 .. 1)
L, (cos(mg) ... cos(Tn_1))
2 I, (sin(rp) ... sin(7y_1))
= ~ E (2.26)
I, (cos(Htp) ... cos(H7n_1))
| L,® (sin(Hm) ... sin(H7y-1)) |
d’ou :
}.nl (Wa i’) = Filfnl,t@]a Ly, Cbt) (227)

La procédure AFT a donc permis de déterminer les composantes du vecteur fréquentiel
des efforts non linéaires f,, (w, ) & partir du vecteur fréquentiel des déplacements &. Le
passage dans le domaine temporel et I'utilisation de I'expression analytique des efforts non

linéaires ont permis de réaliser cette opération.

2.3 Résolution de systémes algébriques non linéaires

A ce stade de la résolution du systéme algébrique non linéaire (2.19) obtenu par HBM
(Section 2.2), toutes les variables sont connues, sauf le vecteur fréquentiel des déplacements
&, que l'on cherche a déterminer. Le vecteur fréquentiel &, qui satisfait r(&,w) = 0,,,, est

déterminé par une procédure itérative de Newton-Raphson. Cette derniere est retenue car elle

présente de nombreux avantages et s’avere étre pertinente pour les systémes en contact [1].

2.3.1 Procédure itérative de Newton-Raphson

Cette section a pour but de détailler la procédure itérative de Newton-Raphson utilisée
pour déterminer le vecteur fréquentiel des déplacements & [25,27]. Comme pour tout pro-
cessus itératif, une initialisation est requise. Dans le cas présent, I'itéré initial est noté &*=0.
Etant donné que sa valeur est inconnue, une option possible consiste & le fixer & un vecteur
nul 0,,,,. Toutefois, dans certaines situations, il peut étre possible de formuler une supposition
raisonnable quant a sa valeur initiale. Par exemple, dans le cas de systeme non linéaire, la
solution linéaire du probléme, si elle existe, peut étre considérée comme une valeur initiale
pertinente. Cette derniere permettrait d’obtenir une premiere approximation de la solution

du systeme, qui sera ensuite améliorée en poursuivant le processus itératif.

A chaque itération k, une correction 6&* est ainsi appliquée & &* afin d’obtenir I'itéré
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suivant ! et se rapprocher de la solution du systéme :
&M = gk 4 oxh (2.28)

Pour calculer la correction 6&*, le systéme r (cEk“,w) = 0 est linéarisé a l'aide d’un déve-
loppement de Taylor du premier ordre en & :
r (:ick“,w) —0&r (mk + 553k,w) =0

P (2.29)
~k ~k ~k ~k2) _
<:>r<a: ,w)+a—i(m ,w)éw +(’)(H5az I ) =0
A partir de Péquation (2.29), cette correction 62* est déterminée & partir de la résolution du

systeme algébrique linéaire :

rf}&”vk = —r* (2.30)
avec
r"=r (a: ,w) et 1= pr (zc ,w) =Z(w)+ 5% (2.31)
ol % est la matrice jacobienne évaluée en &*.

Les corrections sont appliquées de maniere itérative jusqu’a ce que la condition de
convergence (2.32) soit satisfaite, indiquant ainsi la fin des itérations. La tolérance ¢ € R*

est fixée de telle sorte a atteindre la précision souhaitée.
(2", w)| < e (2.32)

A une pulsation w donnée, &* est donc considérée comme solution du systeme (2.19) lorsque

la condition de convergence (2.32) est respectée.

2.3.2 Calcul de la jacobienne

La correction & est obtenu en résolvant le systéme algébrique (2.30). L’un des termes
de ce systeme est la jacobienne rf‘gﬂ, qui nécessite le calcul de la jacobienne 8}111 /0%, comme
indiqué dans 'expression (2.31). Cependant, ce calcul est numériquement délicat et constitue
donc un point crucial de la méthode. Une expression de la jacobienne a}m /OZ est obtenue

en utilisant la régle de dérivation en chaine et les matrices AFT, T™' et T [25,27] :

afnl(w7m> _ 8fnl afnlaj afnl a‘fnlaﬁ — I\fl%r_’_rflafnlrcldv@ln) (233)

0%  Of, O0x 0% ' Of, 0% 0% oz 0
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Les jacobiennes de la variable temporelle f,, (w, x, &) par rapport a (t) et &(t), notées

respectivement 0 f ,/0x et f,,/0x, sont calculées a partir de leurs expressions analytiques :

diag % diag Of, diag % diag 8]:‘
ox ox, oz oz,
fw _ : : Ofw _ : ;
aw .8f .af ) a$ .af .8‘f
_ diag (03}1) diag <8wn> _ _ diag <a$1> diag <5$n> |
(2.34)
ou diag (?}{;]f) est une matrice diagonale, de dimension N x N, avec sur sa diagonale les
l
coefficients O
axl -
of, _ (o ofe| of, _ (o ofe|
k k k k k k
— == ,..., = t —— = = —— 2.35
8xl (81’[ 7'0’ ’ 81:; TNl) ¢ 8d)l (8:6; o ’ (992:1 TNl) ( )

2.4 Partitionnement et condensation

A ce stade, la méthodologie présentée permet de résoudre le systéme algébrique (2.19)
de dimension ny = n(2H + 1). Dans le cas d'un systeme & 1 ou 2 ddl avec H = 10 harmo-
niques, cette dimension ne pose pas de probleme numérique. Or, si 'on considére un modele
a 108 éléments ayant une dynamique complexe nécessitant H = 80 harmoniques, le systéme
algébrique & résoudre serait de dimension ng = 1,61 - 10% ce qui n’est pas envisageable nu-
mériquement. Il est important de souligner que la méthodologie décrite jusqu’a présent est
indispensable en raison de la présence de non linéarités. En revanche, dans le cas d'un sys-
teme linéaire, cette méthodologie n’est pas requise. Ainsi, les ddl linéaires et non linéaires
sont distingués afin de réduire la taille du systeme algébrique (2.19) a résoudre et donc de
réduire les temps de calcul. Le systeme algébrique non linéaire r(&,w) a ny inconnues est ré-
éerit en un systéme algébrique non linéaire réduit R(2™, w) & gy inconnues avec q le nombre

de ddl non linéaires [1].

En premier lieu, le vecteur temporel x(t) contenant les déplacements des n ddl est
T
exprimé en fonction du vecteur partitionné @, (t) = (ml(t), aznl(t)) , faisant apparaitre les

déplacements des p ddl linéaires et ceux des ¢ ddl non linéaires :

2(t) = Payun(t) = P ( =(9) )

gy (2.36)
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ou P est la matrice de permutation qui permet de réordonner les ddl. Cette matrice est
orthogonale d’ott P~' = PT, propriété utilisée dans la suite du document. De la méme

maniere, les vecteurs f.. et f,; sont exprimés en fonction des vecteurs partitionnés :

1 1
foe=P ( ;i’ft ) ot fu=P ( ﬁg} ) (2.37)
ext nl

ainsi que les matrices M, C et K en fonction des matrices partitionnées :

WY cl Ll
M=P { ] P, C=P

L1 I,nl
K K pT
Cnl,l Cnl’nl

P et K:P{

(2.38)
En réinjectant les expressions (2.36), (2.37) et (2.38) dans 'EDM (2.2) et en multipliant &

gauche par P, il vient :

Ml,l Ml,nl - 1 Cl,l Cl,nl -1
PP PP ( ) +PP pp|”
Mnl,l Mnl,nl Q3 Cnl,l Cnl,nl a':nl
K Klal ! fl fl (2'39>
+ PTP nl,l nl,nl PTP nl + PTP Irﬁ = PTP i)l(t
K™ K™ Y fnl fext

Or, P est une matrice orthogonale ot P'P =1,,, :
Cl,l Cl,nl

ML] Ml,nl d}l a':l
Mnl’l Mnl’nl .,inl + Cnl,l Cnl’nl .,"nnl
KU Kl 1 1 1 (2.40)
+ r + fnl o fext
Knl,l Knl,nl nl nl - nl
€T fnl fext

Le systéme algébrique obtenu, en appliquant la méthodologie présentée dans la section
2.2 4 'EDM (2.40), a pour inconnue &’ :

-
~/ 1 nl 1 nl 1 nl gzl nl
T = (ao,ao ab al b, b ,aH,aH,bH,bH) (2.41)
Or, il est souhaité que 'inconnue soit &” = (zcl a:“l) , ot &' contient les coefficients de

Fourier associés aux ddl linéaires, notés a! et b;, et ", ceux associés aux ddl non linéaires,
notés a' et b?l :

T
"fbl: (a’%ba’lhbllu'--?a’lH?blH) (2 42)

~nl bnl nl bnl T
T ao,al, 1,---,0g,0g
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Pour atteindre cet objectif, les quantités fréquentielles &, ' et Z” sont reliées par les relations
(2.43)

.’53 = (12H+1 ® P) .’.%/

suivantes :

I 0

= [IQH-H ® b ] Jopp @ - ” ol
0gp I,

d’ou :
I 0
T = [12H+1 ® (P b D o ® (P P4 ])] &' =Pz’ (2.44)
0¢,p I,
P

ot P est la matrice de permutation fréquentielle de dimension ngy X ng. De la méme ma-
niére, en utilisant la matrice de permutation P, les matrices Z(w), £ (w, ) et fo(w) sont

|

réordonnées :
5 5 Zl,l Zl,nl
T _
P Z(W)P an,l an,nl
}l
PTF () — o (2.45)
.fnl
},l
PTfext (W) = ~f1)1(t
.fext
En réinjectant I'expression (2.44) de & dans le systeme algébrique (2.19) et en multipliant &
gauche par P, il vient :
P'Z(w)P& + P f, (w, ") =P fo (w) = 0y, (2.46)
d’ou 1
Zl,l ZLnl £~Cl r. r.
oo R Jfﬁ} — Jfffft =0,, (2.47)
Z" Zm" x" fnl fext
PTZ(w)f) PT}nl(wvi:N) laT}ext (UJ)
ce qui méne a une équation de dimension py = p(2H + 1) et une autre de dimension qy =
q(2H +1) :
L1l Inlznl | ! 7!
Z7w+z7w +fnl_fext:0pH (248)
an’lﬁjl + an’nl.’f}nl + }'21 o }:j{t _ OqH )

|

A partir de ces deux équations, il est possible d’exprimer le systeme algébrique, de

dimension ¢y, recherché. Dans un premier temps, &' est isolé dans la premiére équation du
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systeme (2.48) :

1

nl

Zhg! 4 Zlnlgnl | }-Ll o }JeXt ~0,, < Zllgl }th _ glolgnl _ }‘
i (2.49)

nl

1
ext

= 5/,1 _ Zl,rl {]} . Zl,nla~:nl i }

En réinjectant I'expression (2.49) de &' dans la seconde équation du systéme (2.48), il vient :

1 ~nl

Zollgll~! }ext _ glnlgnl _ }-Ll} | gnlalgnl | }Ei —F =0, (2.50)

Apres avoir réordonné les termes, le systeme algébrique non linéaire réduit de dimension qy

est obtenu :
R(i‘m?w) = Zredinl + fnl,red - fext,red = OQH (251>
avec :
Zovod — galnl _ an,lzl,rlzl,nl — gznlnl _ ozlnl
~ ~nl n -1l ~nl ~1
fnl,red = fnl -7 I’IZM .fnl = .fnl - Cfnl (252>
~ ~nl n —1-1 ~nl ~1
fext,red = fext —Z MZM fext - fext - Cfext

A partir de la définition de C = ZHUZU_I, il est possible d’obtenir un systéme algébrique

dont la solution est la transposée de C :

C — Zmilgli=t o T _ gllm Tl T 1T 6T gLl (2.53)

Dans un premier temps, le calcul de ™ se fait en résolvant le systéme algébrique non
linéaire réduit (2.51) a laide d’une procédure itérative de Newton-Raphson. Une fois que
les composantes du vecteur fréquentiel non linéaire ™ sont connues, le vecteur fréquentiel
linéaire &' est obtenu en utilisant 1’équation (2.49). Ensuite, le vecteur fréquentiel & de
dimension ny est reconstruit a partir de &' et " en utilisant I'équation (2.44). Enfin, en
utilisant la définition (2.10), le vecteur des déplacements temporels @ (t) est obtenu & partir

du vecteur fréquentiel &.

2.5 Continuation par longueur d’arc

Jusqu’a présent, la méthodologie présentée permet de résoudre le systéme (2.51) pour
une pulsation donnée w;, ce qui conduit a I’obtention d’une solution convergée Y; = (5:?1, wi)T €
R9#F1 4 partir d’un itéré initial Y#=Y. Dans la suite du document, les solutions non conver-
gées ont une puissance k, tandis que les solutions convergées n’en ont pas et sont considérées

comme des points de la CRF.
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Afin de calculer la branche de solutions ( ), appelée CRF, sur une plage de pulsa-
tion donnée [Wmin, Wmax|, une méthode de continuation est ainsi requise. Cette méthode se
décompose en trois étapes distinctes [1,35] et est illustré sur la figure 2.2. Tout d’abord, étant
donné que cette procédure est itérative, une prédiction ( ® ) est nécessaire pour initialiser
le calcul. Cette derniere est calculée a partir de deux solutions connues ( @ ) en utilisant la
méthode de la sécante ( -- ), décrite en détail dans la section 2.5.1. Ensuite, une équation de
paramétrisation par longueur d’arc, détaillée dans la section 2.5.2; est utilisée pour imposer
une trajectoire de correction ( ) afin d’assurer une recherche de solutions plus rapide et
plus robuste. Enfin, la correction est apportée par la méthode de Newton-Raphson, expliquée
en détail dans la section 2.5.3. Cette étape permet de converger vers une solution (@ ), a
partir de la prédiction calculée a I’étape précédente, satisfaisant un critére de convergence.

[1=]]

FIGURE 2.2 Visualisation des étapes de prédiction ( @ ), de paramétrisation ( -- ) et de
correction ( @ ) de la continuation par longueur d’arc, inspirée de [1].

2.5.1 Prédiction par la méthode de la sécante

Cette premiére étape permet d’obtenir une prédiction, notée Y¥=9 de la solution Y;
appartenant a la branche de solutions. Il existe plusieurs méthodes pour obtenir Y¥=° comme
décrit dans cette these [1]. Dans cette étude, la méthode de prédiction sécante est utilisée.
Cette méthode, bien qu’elle offre une précision légerement inférieure, présente 'avantage
d’étre peu cotiteuse et plus robuste que la méthode de la tangente. Cette méthode consiste a

calculer Y#=0 & partir des deux derniéres solutions convergées, Y;_1 et Y; o :

Yioi—Yio

Vi€ [2,+o0], YFE'=Y, | +s
| | ! Y1 — Yo

(2.54)
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Au début du processus de continuation, le pas prédicteur ds est initialisé a une valeur ar-
bitraire, qui sera ajustée progressivement tout au long de la continuation. La gestion de ce

parametre est exposée en détail dans la section 2.5.4.

La méthode de la sécante ne peut pas étre utilisée pour i = 0 et ¢+ = 1, car il n'y a
pas suffisamment de points convergés pour I'appliquer. Des alternatives sont donc nécessaires

pour obtenir la prédiction Y¥=0 dans ces cas-la :

— pour Y, une option possible consiste a fixer la prédiction Y5=0 telle que 5:31”“10 =
0,4, et wk=0 = wii. Toutefois, dans certaines situations, il peut étre possible de

formuler une supposition raisonnable quant a sa valeur initiale. Par exemple, dans
le cas de systeme non linéaire, la solution linéaire du probléme, si elle existe, peut
étre considérée comme une valeur initiale pertinente. Cette derniére permettrait
d’obtenir une premiere approximation de la solution du systeme, qui sera ensuite
améliorée en poursuivant le processus itératif;

.
— pour Yy, la solution précédente Yq = (5381, wo) est utilisée en la modifiant légere-

-
ment. En effet, la prédiction est construite de telle sorte que Y¥=0 = (5:81, wo 5w) ,
ou dw est un léger décalage de pulsation, choisi arbitrairement, dans un sens ou

l'autre en fonction du sens initial de calcul désiré.

2.5.2 Paramétrisation par longueur d’arc

L’équation de paramétrisation, présentée dans cette section, permet d’imposer une tra-
jectoire de correction tout au long du processus itératif de Newton-Raphson afin que la
recherche de solutions soit a la fois robuste et optimale. Pour cela, la pulsation w est consi-
dérée comme un parametre de controle, et ’équation de paramétrisation P (Yf, s) = 0 est
utilisée. Cette équation permet de définir le systeme d’équations (2.55), qui est constitué de

qu + 1 équations pour gy + 1 inconnues.

R (Y} s) = ( 7%((:;)5) ) =0y, 11 (2.55)

Il existe différentes paramétrisations dans la littérature : sécante, tangente, polynomiale
d’ordre d, ... [1]. Dans ce mémoire, la paramétrisation par longueur d’arc (Keller ou Cris-
field) [36] est retenue pour rester cohérent avec les récents développements [1]. Cette derniere
consiste a imposer que la longueur d’arc entre la solution convergée Y,_; et la prédiction
Y#=0 soit égale a ds pendant I'étape de correction. Les itérés Y¥ se situent donc sur 'hyper-

sphére R+ de rayon ds centrée en Y;_;. Mathématiquement, cela se traduit par 1’équation
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de paramétrisation :

2 2
~nlk ~nl k 2
H:cl — :L'f_lH + (wz- - wi_l) =0s" &

2.56
S I e

Ainsi, la solution convergée Y; se situe a l'intersection de la courbe R(z™ w) = 0,, et

qH

I'’hyperspheére R+ de rayon s centrée en Y;_;.

2.5.3 Correction par Newton-Raphson

Cette derniere étape correspond au calcul itératif, par la méthode de Newton-Raphson,
de la solution Y; du systéme non linéaire algébrique (2.55). La procédure itérative est initia-
lisée par la prédiction Y#=°, obtenue par la méthode de la sécante détaillée dans la section
2.5.1. A chaque itération k, une correction §Y* est ainsi appliquée & Y* afin d’obtenir I'itéré
suivant Y¥*! et se rapprocher de la solution du systéme. La correction simultanée de 2™ et

w est donc donnée par :

(5~nl
Yt =Y] + ( N ) (2.57)
dw

T
Cette correction <5:l°nl, &u) est déterminée a partir de la résolution du systeme algébrique

linéaire suivant :

R, (YY) R (YY) ](551“1):_( R (Y}) ) (2.58)

73;“1 (Yf, s) P (Yf, 3) ow P (Yf, s)

Les corrections sont appliquées de maniére itérative jusqu’a ce que le critere d’arrét (2.59)
portant sur l'erreur d’approximation R (Yf,s) soit satisfait, permettant de mettre fin au
processus itératif. La tolérance e € R% sera choisie dépendamment du modele étudié et de la
précision souhaitée.

IR (YEs) [l <e (2.59)
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Les calculs des sous-éléments contenus dans le systeme algébrique (2.58) sont détaillés :

R (Yf) = R (531 l’k, wzk) = ZredfC;ﬂ’k + }.nl,red - }.ext,red
R (V) = R (@) - T+ e
R, (Yf ) = 885 <53? 1’k7 wf ) = Zred,wiﬁl’k + ]: nlredw — J~c ext,red,w
(2.60)
P (Yf’, s) = P (:i:z-l’k,wf”, s) = ‘ &t — :ﬁﬁluz + (wf — Wi—1)2 — ds?
Pan (YEs) = ZZ (8wl s) = 2 (& — &)
Po(Yhs) = T (k) = 2t — i)

Tout d’abord, I'expression analytique de Z,eq , est obtenue en dérivant I'expression analytique

(2.52) de Z,eq par rapport a w :

aZred
Zre w =
% Oow
_ (‘)8 (an,nl o an,lzl,l—lzl,nl) ( )
w 2.61
_ Zr{l}},nl . aa (an,lzl,l—lzl,nl)
’ w

_ rnlnl nllrgzl 1= 171 nl nll (111 1,nl nllrzl1= 171 nl
S/ v A AR A VA B AR A A A

)

Sachant que C = Z™ZY " et en posant A, = ZPAZI T ot B, = 7" A , il vient :
q p w

,w

Leaw = 20" — AZM — B2 — CZY)! (2.62)

De méme, 'expression analytique de f est obtenue en dérivant I’expression analytique

ext,red,w
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(2.52) de fext’red’w par rapport a w :
y a}‘ex red
fext,red,w = T{:
O (u nllrz11—1 2l
= 87(,0 .fext o/’ -fext
~nl
OFf oxt d L1l 1—1 Zl )
= et _— — (Z™'7Z> 2.63
aw aw ( fext ( )
~nl ~1
. OF ext nllrml1—1 2l nll (rp11—1 2l a1 l1—10F ext
B A A S (z )’wfext—Z ZH e

~1
8-fext

nln ~1 ~1
:Z,ul)’ 1_"4erxt_Bw-fext_c Ow

Le calcul des matrices A, et B, est détaillé ci-apres. A partir de la définition de A, il est

possible d’obtenir un systéme algébrique dont la solution est la transposée de A, :
Llrp11—1 T _ll= Tronll T LIT 4T _ rmll"
A, =207 = A, =7" 10, =17 A, =17, (2.64)

. . R -1 . . . e
L’expression de B, fait apparaitre le terme (Zlv1 ) . Pour dissocier I'inverse et la dérivée,

;W

le terme est réécrit tel que :

Zl,1Z1,1—1 _ IpH
N (ZL]ZM_I),W _ (IpH),w
N (ZM),W Zl,rl + 7l (Zl,rl)w _ 0,,
& Z4 (Z) = —(zv) z" (2.65)
N (Z1,1—1> w7 —ZU_IZ,}Z},ZU_I
N 7l (Zl,l—i) ) _ _an,lzl,l—lz}z})zl,l—l
& B, = cziz !

En posant B, = CZE, I'équation (2.65) s’écrit B, = ~B,Z"' 1l est alors possible d’obtenir

un systeme algébrique dont la solution est la transposée de B, :

B, = —B,Z" = B — Bz = 2V B — _f] (2.66)

2.5.4 Modification du pas prédicteur

Tout au long de la continuation, le pas prédicteur ds, intervenant dans le calcul de la

prédiction par la méthode de la sécante, est ajustée progressivement afin d’optimiser le calcul.
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Ainsi, d'une solution ¢ a une solution ¢ + 1, la mise a jour du pas prédicteur est donnée par :
6Si+l = 06582' (267)

Le facteur multiplicatif « est calculé a partir du nombre d’itérations ki, effectuées par 1’al-
gorithme de Newton-Raphson pour converger vers la solution Y; = Yf“er et du nombre
d’itérations optimales kopy; fixé arbitrairement. Voici quelques exemples types de la littéra-

ture [1] pour le calcul de « :

kopti - kiter

kopti kopti (268)

a=2 kOPti ou o = 4[| —= ou a = 21
kiter kiter
Trois cas de figure sont a distinguer :

— 81 Kiter < kopti, il est considéré que la procédure de Newton-Raphson a convergé
rapidement vers la solution recherchée. Le pas prédicteur peut donc étre augmenté
d’ou v > 1. La prochaine prédiction sera donc plus éloignée ;

— 81 Kiter > Kopti, 1l est considéré que la procédure de Newton-Raphson n’a pas convergé
rapidement vers la solution recherchée. Le pas prédicteur doit donc étre réduit d’ou
a < 1. La prochaine prédiction sera donc plus proche.

— 8i k > kpax, il est considéré que I'algorithme n’a pas réussi a converger. Le processus

itératif est relancé apres avoir divisé par 2 le pas prédicteur.

2.6 Conclusion partielle

La méthodologie présentée dans ce chapitre permet donc de calculer efficacement une
branche de solutions sur une plage de pulsation souhaitée. Le post-traitement des résultats
permet alors de tracer cette branche de solutions ( ), appelée Courbe de Réponse en
Fréquence (CRF), dans I'espace paramétrique (&, w). Ainsi, la norme infinie des déplacements
des ddl x;(t) est tracée en fonction de la pulsation w. Des exemples de CRF sont représentés
sur la figure 2.3 pour différents modeles :

— oscillateur de Duffing tiré de [37] (page 65);

— deux oscillateurs de Duffing couplés linéairement tiré de [2] (page 8);

— aube NASA R67 avec contact aube/carter tiré de [1] (page 141);
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(e) Aube NASA R67 avec contact aube/carter

FIGURE 2.3 CRF (
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CHAPITRE 3 SUIVI DE BIFURCATIONS

Par définition, une solution Y; = (i?l,wZ-)T de la CRF satisfait R(Y;) = 0,,+1. Elle
est réguliere si la jacobienne du systéme augmenté vérifie : rg(Ry) = ng,+1. En revanche, si
cette condition n’est pas vérifiée, alors la solution est dite singuliére et un point de bifurcation
est rencontré. Différents points de bifurcation, définis et détaillés dans la section 3.1, peuvent
atre détectés sur la CRF. A ce stade, les lieux des bifurcations sont donc connus dans 'espace
paramétrique (2™, w). Or, le lieu de ces bifurcations évolue dans l'espace paramétrique global
de résolution. L’objectif est donc de suivre ces bifurcations dans I'espace paramétrique (2™,

w, 7) avec 7, un second parametre de controle.

La théorie du suivi de bifurcations ne constitue pas l'originalité des travaux de mai-
trise, car elle a déja été présentée dans des travaux antérieurs pour suivre des solutions
spécifiques [23] dans un espace paramétrique, comme les points limites (LP) [24,25,27] et
d’autres types de bifurcations [24,25, 28, 38]. Toutefois, cette théorie est rappelée ici pour
étre en accord avec les notations de la RL-HBM. En effet, le présent mémoire étend le suivi
de bifurcations a la RL-HBM [1], qui comporte la régularisation (Annexe A) et le filtrage
Lanczos des forces de contact (Annexe B). Cette extension constitue une originalité de ce
mémoire car elle est particulierement bien adaptée au suivi de bifurcations et a la détection
de branches isolées de solutions pour les phénomenes d’interaction aube/carter dont les ré-
sultats sont présentés dans le chapitre 5. Il est important de souligner que la convergence du
suivi de bifurcations sur des systémes industriels de grandes dimensions, qui impliquent des
phénomenes de contact, serait compromise, voire dans la plupart des cas impossible, sans

recourir a la régularisation et/ou au filtrage des lois de contact.

3.1 Définition et classification des bifurcations

Les bifurcations sont des points critiques de la CRF dont les informations sont essen-
tielles a la compréhension de la dynamique du systéme. En effet, elles sont associées a des
changements significatifs dans le comportement dynamique du systéme étudié. En d’autres
termes, une bifurcation apparait lors d’un changement qualitatif du comportement suite a
la variation d’un ou plusieurs parametres physiques. Ce mémoire se focalise exclusivement
sur les bifurcations qui se produisent lorsqu’un seul parameétre de controle est modifié. Ces
bifurcations, appelées bifurcations de co-dimension 1, sont donc I'objet principal de cette
étude. Les bifurcations peuvent étre classées en plusieurs types, répartis en deux catégories

distinctes : les bifurcations statiques (décrites dans la section 3.1.1) et les bifurcations dyna-
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miques (décrites dans la section 3.1.2). L’étude et la compréhension de ces différents types
de bifurcations sont essentielles pour analyser la dynamique et le comportement global d’un

systeme.

3.1.1 Statiques

D’une part, les bifurcations statiques sont associées a un changement de stabilité des

branches solutions du systeme [1].

Point limite Le point limite (en anglais : limit point), noté LP, est un point de retourne-
ment de la CRF, caractérisé par une tangente verticale, d’ou une singularité de la jacobienne
R ,m. D’une part, en amont de ce point, deux points d’équilibre (un stable et un instable)
coexistent, a des amplitudes différentes pour une pulsation donnée w;. D’autre part, en aval,
aucun équilibre n’existe. La détection et le suivi de ces bifurcations sont détaillés dans la

section 3.2.

Point fourche Le point fourche (en anglais : branch(ing) point ou pitchfork), noté BP, se
divise en deux cas. Dans le cas sur-critique, une branche de solutions stable devient instable
et deux nouvelles branches de solutions stables sont créées. Dans le cas sous-critique, une
branche de solutions instable devient stable et deux nouvelles branches de solutions instables

sont créées. La détection et le suivi de ces bifurcations sont détaillés dans la section 3.3.

3.1.2 Dynamiques

D’autre part, les bifurcations dynamiques sont associées a un changement du régime

dynamique des solutions [1].

Neimark-Sacker La bifurcation Neimark-Sacker [39], abrégée NS, est associée a un chan-
gement du régime dynamique, tel que 'apparition d’une branche de solutions quasi-périodiques
par exemple. Dans ’analyse de stabilité, cette bifurcation est caractérisée par une paire unique
d’exposants de Floquet [1,40] complexes conjugués imaginaires purs, tels que «; ; = £ix avec
0 < k < w/2, comme illustré sur la figure 3.1b. Les méthodes de détection et de suivi de ces

bifurcations sont détaillées dans la section 3.4.

Doublement de période La bifurcation de doublement de période (en anglais : period-
doubling ou flip), notée PD, est caractérisée par I’émergence d’une nouvelle branche de so-

lutions périodiques ayant une période doublée. Dans 'analyse de stabilité, cette bifurcation
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est quant a elle associée a une paire unique d’exposants de Floquet complexes conjugués
imaginaires purs, définis tels que «;; = %iw/2, comme illustré sur la figure 3.1c. Bien que
la méthodologie de détection et de suivi de ces bifurcations ne soient pas abordée dans ce
mémoire, elle est similaire a celle présentée dans la section 3.4, a la différence que la valeur

de K est égale a w/2.

J(am) I(am) I(am)
w/2 B - w/2
R(am) #w/2 K R(am) R(am)
#w/2
i) -
1 | 1 1 1
(a) LP et BP (b) NS (c) PD

FiGURE 3.1 Déplacements dans le plan complexe des exposants «,, de Floquet en fonction
de la bifurcation rencontrée, tirée de [1].

3.2 Point limite

Cette section fournit une explication détaillée de la méthodologie employée pour suivre
les bifurcations LP. Les principales étapes de la méthodologie sont détaillées, notamment la
détection et le suivi de bifurcations LP. Cette description approfondie de la méthodologie
permet ainsi au lecteur de disposer des outils mathématiques et algorithmiques nécessaires

pour mieux appréhender le suivi de bifurcations LP.

3.2.1 Fonctions tests

Pour détecter la présence d’une solution Y* sur une CRF, il est pertinent d’utiliser
une fonction test, notée 7. Cette fonction est définie de telle sorte qu’elle s’annule en Y* :
7(Y*) = 0. Etant donné la nature discrétisée du probleme, la nullité de la fonction 7 est
impossible. Pour résoudre ce probléme, une procédure de détection numérique est utilisée.
Tout d’abord, la fonction test 7 est évaluée en chaque solution Y; de la CRF, dont la valeur
est notée 7;. Ensuite, chaque couple (7;,7;41) est étudié. Si ces deux valeurs ont un signe
opposé, c¢’est-a-dire 7; - ;11 < 0, alors une solution Y* existe entre Y; et Y;,1. Ainsi, Y* est

choisi comme étant la moyenne des deux solutions Y; et Y,,;. Une alternative intéressante
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consisterait a choisir le barycentre du segment Y; — Y, ; en prenant en compte les valeurs
absolues des fonctions tests, |7;| et |7;41]|, comme poids. Bien que cette approche n’ait pas

encore été mise en ceuvre, son implémentation pourrait étre une piste intéressante a explorer.

Dans le cas d’une bifurcation LP, la jacobienne R zm du systeme non augmenté est
singuliere : une déficience de rang 1 de la matrice jacobienne est observée, avec une valeur
propre nulle associée au vecteur propre ¢, ce qui conduit a rg(R zm) = gy — 1. Ainsi, le
déterminant de la matrice jacobienne associé a une bifurcation LP est nul. Afin de détecter
une bifurcation LP, le déterminant de la matrice jacobienne peut donc étre considéré comme
fonction test :

7p (Y;) = det(R zm) pour RI}¢ #0 (3.1)

Cependant, le calcul de det(R. zu) s’avere étre tres coliteux et numériquement instable

lorsque la taille du systéme augmente [26]. Une méthode alternative [26] consiste a étudier

la fonction test (3.2).
R ~nl¢
2 T
T Y, = ’ 3.2
20 (Y:) (M_l) (32
Le vecteur ¢ correspond au vecteur propre associé a la valeur propre nulle de la matrice

jacobienne R zu. La fonction 77p permet donc de détecter précisément une bifurcation LP

et sera donc utilisée pour augmenter le systéme algébrique (Section 3.2.2).

Une derniere fonction test peut-étre considérée. En effet, une bifurcation LP est associé
a un point de retournement de la CRF, caractérisé par une tangente verticale. Ainsi, si

I’évolution de w change de direction, une bifurcation LP est détectée d’ou la fonction test :

Wi — Wi—1

Tip (Y) = (3-3)

|Wz' - Wi—1|

Pour résumer, la fonction test 73, est utilisée pour détecter une bifurcation LP sur
la CRF, tandis que la fonction test 775 est utilisée pour construire un systéme algébrique
qui permet de localiser précisément la bifurcation. Il est essentiel de souligner la distinction
entre la bifurcation LP détectée ( ¢ ) et la véritable localisation de la bifurcation LP ( o).
Le premier est une approximation, tandis que le second représente la position réelle de la
bifurcation LP, comme illustré sur la figure 3.2. Par conséquent, il est nécessaire de résoudre
un systeme algébrique pour localiser précisément la bifurcation LP, en utilisant la bifurcation
LP détectée comme solution initiale. Cette approche, détaillée dans la section 3.2.2, vise donc

a améliorer la précision de la localisation de la bifurcation.
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3.2.2 Systeme algébrique de localisation

Par définition, une solution (™, w)" de la CRF vérifie R(Z™, w) = 0,,,. Afin de localiser
une bifurcation, une ou plusieurs équations qui caractérisent la bifurcation sont ajoutées au
systeme d’équilibre. Le systéme ainsi obtenu est appelé systeme augmenté complet, ou fully
extended system en anglais [35,41]. Dans la suite du mémoire, tous les systémes d’équations
considérés sont des systemes augmentés complets. Ainsi, pour localiser une bifurcation LP,
R(2",w) = 0, est augmentée de la fonction 725, qui caractérise une bifurcation LP [35]. Il
vient donc le systeme algébrique non linéaire R (3.4), de dimension 2qy + 1, permettant de

localiser les points limites [41].

R
R(X)=| Rzu¢p | =0, (3.4)
¢'p—1

La premiére équation définit ’état d’équilibre du syteme a I’étude, la seconde caractérise la

bifurcation LP et la derniere normalise le vecteur propre ¢.

Le vecteur inconnu du systeme augmenté (3.4) est :

~nl

X=| ¢ (3.5)

w

Si 7} p avait été choisi comme fonction test, le systéme algébrique non linéaire réduit
aurait été de dimension gy + 1 alors que le systéme non linéaire augmenté (3.4) est de
dimension 2qy + 1. La taille du systeme a résoudre a donc été doublée mais la stabilité

numérique est nettement meilleure.

La résolution du systeme augmenté (3.4) par la procédure itérative de Newton-Raphson
permet donc de calculer précisément une bifurcation LP a partir de la détection, choisie
comme prédiction. La figure 3.2 met en avant la différence d’emplacement entre une bifurca-
tion LP détectée (¢ ) et localisée (© ) sur la CRF ( -- ).

Pour initialiser la procédure itérative, le vecteur initial X° est donc construit a partir
du vecteur fréquentiel " et de la pulsation w de la bifurcation LP détectée sur la CRF.
Puis, le vecteur ¢ est obtenu en résolvant le probleme aux valeurs propres R zm¢ = 0 associé
a cette solution et en retenant le vecteur propre associé a la valeur propre la plus faible en
module. A chaque itération k, une correction 6X* est appliquée & X* afin d’obtenir I'itéré

suivant X**! et se rapprocher du lieu exact de la bifurcation LP. La correction simultanée
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|1 (t)[co [mm]
GCog

w [rad-s™1]

FIGURE 3.2 Ecart d’emplacement entre une bifurcation LP détectée ( ¢ ) et localisée (©)
sur la CRF ( -- ) parmi les solutions ( @ ) obtenues par HBM.

de ", ¢ et w est donc donnée par :
X = Xk 4 §XF (3.6)

Cette correction dX* est déterminée A partir de la résolution du systéme algébrique linéaire

suivant :

RixoXF = —R* (3.7)

avec :
k
RE=R(X) et R =Rx(X")= 872(;(() (3.8)
Les corrections sont itérativement appliquées jusqu’a ce que la condition de convergence (3.9)
soit satisfaite, signalant ainsi la fin des itérations. La tolérance € € R est choisie de maniere
a atteindre la précision désirée.

IR (X5} || < e (3.9)

Les différents termes de la matrice jacobienne R x(X), qui intervient dans le calcul

de la correction (3.7), sont détaillés. Par définition, cette matrice jacobienne est définie par
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R x(X)
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0(Rzno)
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0 (Rzno)

OR 1

Ow
0(Rzno)

O O
o(p'p—1) 0(¢'0—1) 9(¢'0—1)

Oow

ainl

O

Oow

32

(3.10)

La premiére ligne de la matrice est constituée des termes R /0Z™ et R /Ow. Ces termes ont

déja été calculés pour résoudre le systéme (2.55) et leur calcul a été détaillé dans le systeme
(2.60). Le terme OR/0¢ est quant a lui nul car R ne dépend pas de ¢.

La seconde ligne est quant a elle plus compliquée a calculer. Une premiere approche consiste

a calculer ces termes analytiquement. Cette approche fait apparaitre 'opérateur hessien ‘H

(tenseur d’ordre 3) dont le calcul est détaillé dans la section 3.5.

Une seconde approche consiste a calculer ces termes par différences finies [26,42] :

0 (Rzno)
ainl

0 (Rzno)
0¢

0 (Rzno)
Ow

(R,i:nl ¢) ;'i:nl ~
bl
R’inl
R7j“1,w¢ ~

ejnl

1

€w

M — R_u:¢ =  Ho

oz" -

0 R;fcnld) a~n re

W = R@nl Zred + gfcl;ﬂ 1

M = R .. = Z d ¢
8w LW rede

|:R7:inl (53111 + €znl ¢) — R7inl (CINZHI)}

— [Ro (w4 €) = Rgn (w)] &

avec ez = 11 ([&"/@ll + 1), € =n(||wll + 1) et 7= 1075,

La derniere ligne de la matrice jacobienne est quant a elle simple a calculer comme il s’agit

des dérivées de 1’équation de normalisation du vecteur propre ¢.

0 <¢T¢ B 1) _ T
— e~ O
0 (¢T¢ B 1) 26T
o) = 2
2(o'¢—1) .

Oow

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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En considérant les détails des termes de la définition (3.10) de la matrice jacobienne, il vient :

R,:?:"l 011,91 R
Rx(X) = (R,ﬁsnl d’) il Rzm Rgu, ¢ (3.14)
0g,, ' 2¢ 0

Au final, le systéme a résoudre pour obtenir la correction a appliquer dans la procédure

itérative de Newton-Raphson se résume a :

R zn U R, sz R
(R,.»;,.m cb) s Rgn Rgu @ 5¢p | =—| Rzme (3.15)
0, 20" 0 Sw o' Pp—1

Une procédure d’élimination par bloc aurait pu étre utilisée pour réduire les temps de
calcul. Cependant, dans le cadre de cette maitrise, cette procédure n’a pas été mise en ceuvre.
Néanmoins, les développements théoriques correspondants sont détaillés dans I'annexe E.1.1
afin de permettre une future implémentation, ce qui pourrait améliorer les performances de

I’outil numérique.

3.2.3 Systeme algébrique de suivi

A ce stade, la résolution du systéme augmenté (3.4) par la méthode de Newton-Raphson
permet de localiser une bifurcation LP dans ’espace paramétrique (5:“1, w) dont le vecteur
solution associé s’écrit :
~nl
€L;

Xi=1| ¢, (3.16)

Wy

Or, l'objectif de ces travaux est de déterminer 1’évolution de cette bifurcation LP dans
I’espace paramétrique (iznl,w, 7) avec -, un parametre du systeme étudié. Le vecteur X est

alors augmenté de la variable v d’ou la nouvelle inconnue Y :

nl

R

(3.17)

2 &€ ©

L’objectif est donc d’obtenir une branche de solutions pour le systeme (3.4). Pour ce
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faire, une procédure de continuation est employée. Dans cette optique, la paramétrisation par
longueur d’arc, présentée dans la section 2.5.2, est retenue. L’équation de paramétrisation
s’écrit ainsi :

P(vhs) = @ — @, |+ |t — |+ (o —wint) (3 —im) - 652 =0 (3.18)

Le systéme algébrique (3.4) est donc augmenté de cette équation de paramétrisation P, ce

qui mene au systeme S de dimension 2qy + 2 :

R
R R ;m

S(Y) = ( e ) - d)'r; _¢1 = 02g; 12 (3.19)
P

Le systéeme (3.19) est résolu par une procédure itérative de Newton-Raphson. Un point
essentiel du suivi de bifurcations est I'initialisation. De part le repliement géométrique de la
CRF au niveau de la bifurcation LP, un raffinement naturel se fait autour de cette derniere
et donc la détection est par nature précise. Ainsi, pour initialiser le suivi de bifurcations,
la prédiction YJ est construite a partir de la bifurcation LP détectée sur la CRF. Tout
d’abord, la CRF est calculée pour une certaine valeur du parametre de controle, notée ycrr,
d’ott 1) = yorr. Les valeurs &% et wrp de la bifurcation LP détectée sont récupérées pour
initialiser &{™ et wy. Il reste encore & déterminer @] afin de compléter le vecteur initial Y9.
Pour y parvenir, le probléme aux valeurs propres R zm@ associé¢ a la bifurcation LP détectée
est résolu. Parmi les valeurs et vecteurs propres calculés, le vecteur propre associé a la valeur
propre la plus faible en valeur absolue est retenu. Ensuite, la prédiction Y{ est construite
a partir de la solution convergée Y, avec un léger décalage 6y dans un sens ou l'autre du

second parametre de contrdle en fonction du sens initial souhaité :

~nl
Ly

Y! = fo (3.20)
0

Yo £ 07y

Pour ¢ > 2, la prédiction est obtenue par la méthode de la sécante :

Y1 —-Y,
Y1 — Yo

Vi>2, YY=Y, ,+ds (3.21)
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Suite a l'initialisation, & chaque itération k, une correction §Y* est ainsi appliquée &

Y% afin d’obtenir I'itéré suivant YF! et se rapprocher du lieu exact de la bifurcation LP. La

correction simultanée de &, ¢, w et 7 est donc donnée par :

Y =Yr+0YF (3.22)

Cette correction §Y¥ est déterminée & partir de la résolution du systéme algébrique linéaire
suivant :

SNOYF = -8 (3.23)

avec

dS(YF)

]

oY

Les corrections sont appliquées de maniere itérative jusqu’a ce que la condition de convergence

SF=S(Y}) et Sk =8Sy(Y))= (3.24)

(3.25) soit satisfaite, marquant ainsi la fin des itérations. Une tolérance e € R est fixée de

maniere a atteindre la précision souhaitée.

IS (Y¥) || <e (3.25)

Les termes qui composent la matrice jacobienne Sy (Y) sont explicités. Par définition,

cette derniere est exprimée par blocs :

i OR R OR R :
™ B Ex oy
O(Rz¢) 0(Rgug) 9(Rzuep) 0 (Rzue)
oz" 0 ow )
Sx(YD=| , (70 1) o (¢T$— 1) 9(¢Te—1) 9 (¢T; 1) (3.26)
ox™ o Ow Oy
op T opP’ oP P
d&™ ¢ EX) R

Certains sous-éléments de la jacobienne (3.26) ont déja été détaillés et calculés pour construire
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la jacobienne (3.14) d’ou :

_ R zn 0 - R, aaR ]
(R znl ¢> ol R #nl R,itnl,w 0 (Réznl ¢>
kY _ &
Sy(Y;) = . o (¢T¢ B 1) (3.27)
Ogss 2¢ N
op' oP" 0P opP
oz O Ow oy ]
Les calculs des dérivées de P sont détaillés :
= Pan (Yhs) = 2 (& -l
oP i .
56~ Pe(¥is)= 2(ef-eu)
op (3.28)
E P (ny S) = 2 (wlk - Wz_1>
27; = P (Yf,s) - 2 (%k - %—1)

Il reste a détailler le calcul des sous-éléments de la derniere colonne de Sy (Y). Tout d’abord,
il est obtenu directement que 0 (qf)Tqb — 1) /0y = 0. Ensuite, le calcul des termes OR /07y et
OR zn /07 dépend fortement du parametre « a I'étude. Une premiere approche est de calculer
ces termes analytiquement. La dérivation par rapport a 7 des expressions de R et R zu,
respectivement (2.51) et (2.60), donne :

OR 0f 0f
vt _ R,»y _ Zred,»yfcnl + fnl,red . fext,red
0y oy v (3.29)
aR,inl — R.. _ 7, + afnl,red
87 &My red,y 8:?:“187
La matrice Z,eq est obtenu en dérivant par rapport a 7 'expression (2.52) de Zyeq :
aZred
Zred7 =
Y 87
_ Q (an,nl . an,lZl,l—lzl,m)
o (3.30)
0 -1
— an,nl _ an,lzl,l Zl,nl
w2 )

_ rznlnl nllrzl 1= 171 nl nl 111 1,nl nl,lrz1,1= 171 nl
—Zﬁ —ZNZ 7" —7 [Z ]WZ —7"7 Z’ﬂY
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En posant A, = Z?VUZ“_1 et By = Z*M[ZM 1, il vient :
Zredn/ — Zf};’nl o szl,nl . B’yzl,nl . CZ}L?I (331>

Le calcul des matrices A, et B, est détaillé ci-apres. A partir de la définition de A, un
systeme algébrique est obtenu. La transposée de la solution de ce dernier permet d’obtenir

la matrice A, .
_ rnllgll—1 T _ 1= Trnll T LT 4T _ nllT
.A/Y = Z,7 Z = AV =7 Z77 =7 .,47 = Zﬁ (3.32)

. . R ~1 . . . e
L’expression de B, fait apparaitre le terme (ZLl ) . Pour dissocier 'inverse de la dérivée,
7’y

B, est réécrit tel que :

Zl,lzl,rl _ IpH
& (zhz) = (L,,)
N (Zl,l>77 Zl,1—1 4+ Zu (Zl,l—l)ﬁ _ 0,,,
PN 71l (Zl,lfl)ﬁ = - (ZU);Y Z\ (3.33)
N (Zl,rl) _ —ZI’rlZ};}Zl’rl
N 7l (Zl,l—?) _ _an,lzl,l—lz}#zl,l—l
& B, ! = czhzh

A _ ol
En posant B, = CZ,

algébrique est obtenu. La transposée de la solution de ce dernier permet d’obtenir la matrice
B,.

il vient B, = —szl’lfl. A partir de la définition de B,, un systeme

B = Bz =B = 2" B =2 B = B (3.34)

Une seconde approche est de calculer R /07 et OR. zn /07 par différences finies :

OR |

5 - Ry —[RO+e)-RO)

" ©y (3.35)
P R, ~ D[R4 e) R () |
By = anly = e a7 T €y ant 7Y

avec €, = 1 (||v]| + 1) et n = 107, Les calculs ont été effectués sur le systéme de Detroux [27]
en utilisant les deux approches, a savoir ’approche analytique et ’approche par différences
finies. L’approche analytique nécessite le calcul des expressions analytiques des dérivées pour
chaque parametre de contrdle v. En revanche, 'approche par différences finies est plus flexible,

car elle ne nécessite pas ces calculs analytiques préalables. Apres avoir comparé les deux
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approches, il a été constaté que la méthode par différences finies était plus adaptée. En effet,
elle offre une plus grande flexibilité en évitant le calcul analytique des dérivées pour chaque
parametre de contrdle. Cette approche a donc été retenue pour le calcul des termes dans la

suite de 1’étude.

En considérant les détails des sous-éléments de la matrice jacobienne Sy (Y), il vient :

_ R,a":"l 0r,a1 Rﬂw Rﬂ _
(Raneb) ., R ;u R ;i ¢ R,
Sx(Y;) = 0,7 e ) . (3.36)
i 2 (iiﬂk - C~C?ll)T 2 (¢f - ¢z‘—1)T 2 (Wf - WFl) 2 (’Yf - ’Yifl) |

La correction appliquée durant la procédure de Newton-Raphson est finalement calculée

selon le systéme suivant :

Y R
5 R 0l
sy(v)| °? [=-| Raen? (3.37)
’ S 6 p—1
oy P

avec Sy (Y), la matrice jacobienne définie a I’équation (3.36).

Dans le cadre de cette maitrise, la procédure d’élimination par bloc, qui aurait permis
de réduire les temps de calcul, n’a pas été implémentée. Néanmoins, les développements
théoriques relatifs a cette procédure sont exposés en détail dans 'annexe E.1.2, ce qui ouvrira

la voie a une future implémentation visant a optimiser le temps de calcul.

3.3 Point fourche

Dans cette section, la méthodologie relative au suivi de bifurcations BP est exposée en
détail. Les différentes étapes clés de la méthodologie sont détaillées, incluant la détection des
bifurcations BP ainsi que la détermination des trajectoires de suivi. Cette description appro-
fondie de la méthodologie fournit ainsi au lecteur les outils mathématiques et algorithmiques

nécessaires pour une meilleure compréhension du suivi de bifurcations BP.

3.3.1 Fonctions tests

Dans le cas d'une bifurcation BP, la jacobienne du systeme non augmenté R zu est

également singuliere d’ou une déficience de rang 1 de la matrice jacobienne. Tout comme les
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bifurcations LP, la fonction test suivante peut étre étudiée pour détecter les bifurcations BP :

Thp =det(Rgz) pour R ¢ =0 (3.38)

En comparant la définition (3.38) de 7p" & la définition (3.1) de 7,p', il est possible de
constater que I’équation R;l;(],') = 0 permet de distinguer une bifurcation BP d’une bifurcation
LP. De méme que pour 7;p", le calcul de det(R . za1) s’avere étre trés coliteux et numériquement
instable lorsque la taille du systeme augmente. Une méthode alternative [26] consiste a étudier
la fonction test (3.39).

R,inlfp
Tap=| &' -1 (3.39)

R, ¢
Le vecteur ¢ correspond au vecteur propre associé¢ a la valeur propre nulle de la matrice
jacobienne R zu. La fonction 735 permet donc de détecter précisément une bifurcation BP et
sera donc utilisée pour augmenter le systéme algébrique (Section 3.3.2). La fonction test 73p
peut étre décrite comme étant la fonction 77 (3.2) & laquelle est ajoutée 'équation R ¢ = 0,

permettant ainsi de faire la distinction entre une bifurcation BP et une bifurcation LP.

En résumé, une bifurcation BP est détectée entre deux points de la CRF dont les
évaluations de la fonction de test 72 ont des signes opposés.Il est important de noter que cette
détection n’est qu'une approximation de la véritable localisation du point de bifurcation. En
effet, il existe une différence entre la bifurcation BP détectée (¢ ) et sa véritable localisation ( @
), comme illustré dans la figure 3.3. Par conséquent, pour localiser précisément la bifurcation
BP, il est nécessaire de résoudre un systéme algébrique augmenté de 745, en prenant la

bifurcation BP détectée comme itéré initial. Cette approche est détaillée dans la section 3.3.2.

3.3.2 Systeme algébrique de localisation

Par définition, une solution (2", w) de la CRF est définie comme étant une solution ot
R(2",w) = 0,,. Afin de localiser une bifurcation BP parmi ces solutions, la fonction 7p,
qui caractérise une bifurcation BP, est ajoutée a I'équation d’équilibre R(z™,w) = 0,,,. Par
conséquent, le systeme algébrique non linéaire R de dimension 2gy + 2 ainsi obtenu permet

de localiser les bifurcations BP :

R+ Cej
R

R(X) = Q,)T;b 1 = OQQH+2 (34())
R.,'¢
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La premiere équation définit I’état d’équilibre du syteme a 1’étude. Contrairement aux points
limites, le systeme est singulier pour les points fourches. Pour éviter cette singularité, un
terme de pénalité Ce; est introduit avec ¢ une variable et e; un vecteur unitaire dont la
composante j est égale a 1 [43]. La seconde et derniére équations caractérisent la bifurcation

BP. Puis, la troisieme équation normalise le vecteur propre ¢.

Le vecteur inconnu du systeme augmenté (3.40) s’écrit :

nl

N

(3.41)

~ 8 D

En utilisant la méthode itérative de Newton-Raphson, la résolution du systeme aug-
menté (3.40) permet de calculer avec précision une bifurcation BP a partir de la détection
choisie comme prédiction. La figure 3.3 illustre la différence d’emplacement entre une bifur-
cation BP détectée (¢ ) et localisée (@ ) sur la CRF ( -- ).

'g' I

£

2]

=

g e

= F ® e 0o -0 -09
w [rad-s™!]

FIGURE 3.3 Ecart d’emplacement entre une bifurcation BP détectée (¢ ) et localisée (@ )
sur la CRF ( -- ) parmi les solutions ( @ ) obtenues par HBM.

Pour initialiser la procédure itérative, le vecteur initial X° est construit & partir du
vecteur fréquentiel £ et de la pulsation w de la bifurcation BP détectée sur la CRF. Le
vecteur ¢ est obtenu en résolvant le probléeme aux valeurs propres associé a cette solution,
et le vecteur propre associé & la plus petite valeur propre en module est retenu. A chaque

itération k, une correction §X* est appliquée a X* afin d’obtenir 'itération suivante X**1 et
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de se rapprocher de la bifurcation BP exacte. La correction simultanée de &, ¢, w et ¢ est

donnée par :

XA = XF 4 5XF (3.42)

Cette correction 6X* est obtenue en résolvant le systéme algébrique linéaire suivant :
R%0XF = —R* (3.43)

avec

IR (XF)
oX

Les corrections sont appliquées jusqu’a ce que la condition de convergence, définie par I'équa-

RE=R(X) et R =Rx(X")= (3.44)

tion (3.45), soit satisfaite. Cette condition de convergence indique ainsi la fin des itérations.

La tolérance € € R% est fixée afin d’atteindre la précision souhaitée.

IR (X*) || < e (3.45)

Le calcul de la matrice jacobienne R x(X), qui est utilisée dans le calcul de la correction
dX* selon 'équation (3.43), est présenté en détail. Par définition, la matrice jacobienne est

décomposée en blocs :

[ O(R+(e;) O(R+(e;) I(R+(e) I(R+(ej) |
o™ o O aC
O(Rangp) O(Rau¢) 0(Ru)  0(Rguo)

~nl
oz o O a¢
I(R.'¢) 0R.9) 9(R.P) 9(R.9)
oz o O a¢ |

A partir des termes déja calculés pour la jacobienne (3.14) associée aux bifurcations LP, il
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est obtenu que :

R0, R (R
9 (R g
(Ran¢) .0 Row R, (ézd’)
Rx(X) = 0,7 26T W (3.47)
O(R.'¢) 9(R.'¢) 0(R.'¢) O(R.'9)
o™ ¢ Ow dC |

Les dérivées par rapport a ¢ sont triviales a obtenir étant donné que ¢ n’intervient que dans

le terme de pénalisation (e;.

0 (R + Cej)
a¢

a (R7jnl¢)

T - OfIH
a¢

d(Ru"

( i ¢) — 0
a¢
En considérant les développements (3.48), la matrice jacobienne R x(X) s’écrit :
R,:i:nl OQH,QH R,w €;
R ;» R;n Rn 0
R,X<X) — ( , L 1¢) @nl ,le T 1,w¢ qH (349)
0,, " 2¢ 0 0
0, " R, 0 0

En conclusion, le systeme a résoudre pour obtenir la correction a appliquer lors de la

procédure itérative de Newton-Raphson peut étre résumé comme suit :

Rau  Opgy R e ][ o2 R+ Ce,

(Rﬁ:nld)) an R Rz @ Oy o¢ | _ | Rang (3.50)
Oy " 2" 0 0 dw ¢'¢—1 |
0, = R.' 0 0 8 R, ¢

Une procédure d’élimination par bloc aurait permis de réduire les temps de calcul.
Cependant, dans le cadre de cette maitrise, cette procédure n’a pas été implémentée. Néan-

moins, les développements théoriques correspondants sont détaillés dans 'annexe E.2.1 afin
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d’étre en mesure de I'implémenter plus tard.

3.3.3 Systeme algébrique de suivi

En résolvant le systeme augmenté (3.40) a l'aide de la méthode de Newton-Raphson,
il est possible de localiser une bifurcation BP dans ’espace paramétrique (:Tcnl,w), dont le

vecteur solution associé est donné par :

X; = (3.51)

Or, T'objectif de cette étude est de déterminer 1’évolution de cette bifurcation BP dans
I’espace paramétrique (:i'nl,w, 'y). Pour atteindre cet objectif, le vecteur X est étendu pour

inclure la variable v, ce qui conduit a I'introduction de la nouvelle variable inconnue Y :

nl

N

(3.52)

s
Il
=2 o £ S

L’objectif est de calculer une branche de solutions pour le systeme (3.40). Pour y par-
venir, une procédure de continuation est utilisée, en particulier une paramétrisation par
longueur d’arc, qui a été présentée dans la section 2.5.2. L’équation de paramétrisation cor-
respondante est formulée de la maniere suivante :

P (xh,5) = a2 = ot = |+ (ot )

+ (Czk - Ci71)2 + <%k - %’4)2 — 05> =0

(3.53)

Le systeme algébrique (3.40) est augmenté en incluant I’équation de paramétrisation P,
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conduisant ainsi au systeme S de dimension 2qy + 3 :

R + Ce;
R R zu¢p
S(Y) = ( P ) =| ¢'dp—1 | =0a,3 (3.54)
R, ¢
P

Le systéeme (3.54) est résolu a l'aide d’une procédure itérative de Newton-Raphson. Un
aspect crucial du suivi de bifurcations est I'initialisation. Un raffinement naturel se fait autour
de la bifurcation BP [44] et donc la détection est précise par nature. Ainsi, pour initialiser le
suivi de bifurcations BP, la prédiction Y{ est construite a partir de la bifurcation BP détectée
sur la CRF. Or, la CRF est calculée pour une certaine valeur du parametre de controle, notée
Yerr, d’ott 7Y = ~crr. Les valeurs 53%11) et wpp de la bifurcation BP détectée sont utilisées
pour initialiser 5%81’0 et w). 1l reste encore & déterminer ¢y pour compléter le vecteur initial
Y?. Pour ce faire, le probléeme aux valeurs propres R ;m@ associé a la bifurcation BP détectée
est résolu. Parmi les valeurs et vecteurs propres calculés, le vecteur propre associé a la valeur
propre, dont la valeur absolue est la plus faible, est retenu. Enfin, la valeur initiale de  est
choisie comme nulle. Ensuite, la prédiction Y? est construite & partir de la solution convergée
Y, avec un léger décalage 6y dans un sens ou 'autre du second parametre de controle en

fonction du sens initial souhaité :

Y) = Wo (3.55)
Co
Yo £ 0

Pour ¢ > 2, la prédiction est obtenue en utilisant la méthode de la sécante :

Y, 1—-Yio

Vi>2, Y)=Y,;+6s
! 1Yio1 — Yo

(3.56)

Suite & I'initialisation, a chaque itération k, une correction dY¥ est ainsi appliquée a Y*
afin d’obtenir I'itéré suivant Y5+ et se rapprocher de la bifurcation BP exacte. La correction

simultanée de &, ¢, w, ¢ et v est donc donnée par :

Y =Y+ 0Y) (3.57)



45

Cette correction Y¥ est déterminée & partir de la résolution du systéme algébrique linéaire

suivant :

avec

Sk =5 (YY)

SoY) = -8*

et

Sk = Sy(Yh) =

aS(Y")

7

Y

(3.58)

(3.59)

Les corrections sont appliquées jusqu’a ce que la condition de convergence (3.60) soit respec-

tée, marquant la fin des itérations. La tolérance e € R est fixée pour atteindre la précision

désirée.

IS (YF) || < e

(3.60)

Le calcul de la matrice jacobienne Sy (Y), nécessaire pour le calcul de la correction

selon I’équation (3.58), est explicité. Cette matrice peut étre exprimée par blocs :

[ O(R+Ce;)) OR+Ce) AR+Ce) IR+Ce) 9(RA+Cey) ]

! 0P Ow oC oy

O(Rangp) O(Rau¢) 0(Rzup) 0(Rguep) 0(Rauo)
0x oo ow ¢ oy

Soyh = | 2 (p7p—1) 0(d'0—1) 0(¢p'p—1) 0(p'¢p—1) 0(d'¢—1)

o oz 0o Ow ¢ oy

0(R."¢) 0(R.'®) 0(R.¢) 0(R.¢) 0(R.'9)
oz 0 ow a¢ oy
opP ' oP’ P oP oP
oz ¢ Qw a ay

(3.61)

Les sous-éléments de la jacobienne (3.61) ont déja été détaillés et calculés pour construire

les jacobienne (3.36) et (3.49). Il n’y a donc pas de nouveaux termes a déterminer et la

jacobienne Sy (Y) s’écrit :

OQH:QH

R A0l

20"
R T

- )T 2 (Qbf - ¢¢—1)T 2 (wf — Wz‘ﬂ) 9 (Cf _

e; R,
OQH R7:i:nl7,y
0 0
0 0
Cifl) 2 (%k - %71) |
(3.62)

La correction appliquée lors de la procédure de Newton-Raphson est calculée en résol-




46

vant le systeme suivant :

sz R + Ce;
o R,ﬁ;n1¢
Sy(Y)| 6w [=-| 0'p—1 (3.63)
6¢ R, ¢
oy P

avec Sy (Y), la matrice jacobienne détaillée a 1'’équation (3.62).

Une procédure d’élimination par bloc aurait permis de réduire les temps de calcul.
Toutefois, dans le cadre de cette maitrise, cette méthode n’a pas été implémentée. Néanmoins,
les développements théoriques pertinents sont décrits a 'annexe E.2.2 afin qu’ils puissent étre

mis en ceuvre ultérieurement.

3.4 Neimark-Sacker

La présente section fournit une explication détaillée de la méthodologie employée pour
le suivi de bifurcations NS. Les différentes étapes clés de cette méthodologie sont exposées en
détail, notamment la détection et le suivi de bifurcations NS. Cette description approfondie
de la méthodologie permet ainsi aux lecteurs d’acquérir les connaissances mathématiques
et les outils algorithmiques nécessaires pour mieux appréhender le processus de suivi de

bifurcations NS.

3.4.1 Probleme quadratique aux valeurs propres

La détection d’une bifurcation NS est une tache difficile qui requiert des analyses de
stabilité approfondies selon la méthode de Hill [1,45] ou de Floquet [1,40]. Les équations
caractéristiques des bifurcations NS peuvent étre obtenues en se basant sur un probleme

quadratique aux valeurs propres, démontré dans cette section.

Pour ce faire, I'’équation du mouvement (2.2) associée au systeme étudié est utilisée

comme point de départ. Une perturbation est considérée telle que :
2,(t) = x(t) + Vp(t) (3.64)

avec x(t) la solution a 1’équilibre vérifiant 'EDM (2.2). En réinjectant ’expression (3.64) de
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x,(t) dans PTEDM (2.2), il vient :

M, (t) + C,(t) + Kz, (t) + frulw, @p, &) = foxe(w, 1)
=

Maat2 (az(t) + e’\tp(t)) + Cgt (:c(t) + e”p(t))

+K (a:(t) + 6>\tp(t)) + fnl(wa Lp, i"p) = .fext(w7 t)

(3.65)

Les développements des dérivées contenues dans ’équation (3.65) sont détaillés ci-dessous :

5;(may+a@xo)=¢u>+x%ﬁpa»+2MWpu>+e“ﬁ@> .
6815 (@(t) + Mp(t)) = @(t) + AeMp(t) + MP(1)

Les dérivées temporelles (3.66) sont ainsi réinjectées dans ’équation (3.65) :

M (&(t) + AeMp(t) + 20eMp(t) + Mpo(t))
+C (&) + AeMp(t) + Mp(t)) + K (2(t) + Vp(t)) (3.67)

+ fnl(w7 a:;m wp) = fext(w7 t)

puis, en réordonnant les termes dans I’équation (3.67), il vient :

M (1) + Car(t) + Ke(t) + Fulw, @) — Fose (1)

(3.68)
+ (\*Mp(t) + A (2Mp(t) + Cp(t) + Mp(t) + Ch(t) + Kp(1)) e = 0,

De la méme maniére que les équations (2.10), les variables temporelles sont réécrites en
fonction des variables fréquentielles a ’aide du produit de Kronecker et de la base de Fourier
Ty :

x(t) = (Ty @ 1,) & p(t)=(Tu®L)p

o) =w[(TeV)e L]z , {p(t)=w[(TaV)®L]p

()= [(TaV?) @ L2 |bt) = [(TaV?) @ L] p (3.69)

ot {fnl(wvmmdjp) = (TH ® n) }nl (wvip)
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En réinjectant les expressions (3.69) dans ’équation (3.68), il vient :

Muw? [(TyV?) @ L] & + Cw [(TyV) @ L) & + K (T @ L) & + (Ty ® L) Foy (w, Z,)
— (T ®T,) Fou (@) + (WM (T @ L) p+ A (2Mw [(TyV) @ L] p + C (Ty ® 1,,) p)
+Mw? [(TyV?) @ L] p+ Cw[(TuV) @ L]p + K (Ty @ L) p) e = 0,
(3.70)

Puis, en utilisant la propriété du produit-mixte de Kronecker (A®B)(C®D) = (AC)®(BD),

il est possible de simplifier les termes dans 1’équation (3.70) :

W [(TeV?) @ M| 2 +w[(TyV) @ Q)&+ (Ty @ K) & + (T ® L) Foy (w, @)
—(Ty @1,) foe (@) + (W (Ty @ M) p+ A (20 [(TuV) @M p+ (Ty @ C)p)  (3.71)
W [(TuV?) @ M| p+w[(TyV) @ Clp + (Ty @ K)p) ™ = 0y,

En appliquant la projection de Galerkin a I’équation (3.71), il vient :

W (VPOM)Z +w(VeC)&+ (Luy @ K) & + (lgar ® L) Fuu (w, &)
— (L1 O L) Fou (@) + (A (s @M) p+ A (20 (VOM) p+ (L1 © C)p)  (3.72)
W (V2@M)p+w(VeC)p+ (L ®K)p) M =0,,

A ce stade, I'équation (3.72) peut étre factorisée par & et p d’ou :

[WQ (V2®M> +W(V®C) +12H+1 ®K} :i_'_}nl(w"%p) o }ext (w)
+ [)‘2 (L1 @ M) + A (2w (V@ M) + Ipyyyq @ C) 4 w? (V2 ® M) (3.73)
+w(VeC)+ Ly @K pe =0,

Dans le but de simplifier I’écriture de I’équation (3.73), les notations Z, A; et A, sont

adoptées :
Z=w(V’@M)+w(VeC)+ Ly, @K

AL =20(VOM)+ Ly ®C (3.74)
Ay =Ly, &M

La prise en compte de ces notations dans 1’équation (3.73) permet d’obtenir :
Z (W) &+ Fo (@, &) = Foxi () + [N A2+ AAL + Z (w)| pe = 0,,, (3.75)

Afin de faire apparaitre f,; (w, %), le terme f,, (w,&,), contenu dans I'équation (3.75), est
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développé en série de Taylor d’ordre 1 avec &, = & + eMp :

T ~ T ~ aj:n ~
fnl ((4.), wp) = fnl (wa T+ e)\tp) = fnl (Cd, 33) + aife)\t (376)
T
Ce développement permet donc de réécrire ’équation (3.75) :
S g Oful -
Z(w)x+ fogw&) — fou (W) + lAQAQ +AA 4+ Z (w) + afggl peM =0, (3.77)
Or, par définition de 'équilibre Z (w) & + f,, (w, &) — Fos (W) = 0,,, d’01
[Tz + AAL+ A4, | pe =0, (3.78)
o7
avec la matrice jacobienne r z définie telle que rz = Z (w) + affﬂ Au final, il en découle
T
donc le probléeme quadratique aux valeurs propres recherché :
(ra+ AN+ AN) =0 (3.79)

3.4.2 Equations caractéristiques

Dans cette section, la procédure de détection d’une bifurcation NS sera détaillée, en se
basant sur la méthode de Hill [45]. Par définition, une bifurcation NS est associée a l'existence
d’une unique paire d’exposants de Floquet qui sont complexes, conjugués et imaginaires purs.
Les valeurs propres et les vecteurs propres associés a la bifurcation NS peuvent donc étre
exprimés comme \ = ik et ¢ = ¢y, iy, Ces valeurs et vecteurs propres sont obtenus en
résolvant le probléme quadratique aux valeurs propres (3.79). Pour faciliter la résolution de ce
probleme, le probleme quadratique aux valeurs propres (3.79) est reformulé en un probleme
équivalent aux valeurs propres généralisé (3.80) en utilisant une linéarisation de type first
companion form [1].

(A - )\IZRH) &) = 02nH (380)

0, I, -
A s A P S (3.81)
_AQ R7§:nl _AQ Al )\¢

avec

Afin de localiser une bifurcation NS parmi ces solutions, il faut construire le systéme
algébrique qui lui est associé. Il faut donc trouver les équations caractérisant une bifurcation

NS afin d’augmenter I’équation d’équilibre du systéme. En réinjectant les formulations de A
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et ¢ dans le probleme quadratique aux valeurs propres (3.79), il vient :

(ra+indi — £ As) (¢ge  idhy,) = Oy, (3.82)

En développant terme a terme le produit dans ’équation (3.82), il vient :

r,id)Re + ir,ﬂ?qblm + Z'I{Ald)Re - HA1¢IH1 - ﬁ2A2¢Re + Z.HQAquIm - OnH (38?))

puis, en regroupant partie réelle et imaginaire dans ’équation (3.83), il vient :

(radre — FALBr, — K Dogpp,) £ (Tadr, + kA1 GR, — K Aoy, ) =0,  (3.84)

Deux équations caractéristiques des bifurcations de NS sont donc obtenues a partir de I’équa-

tion (3.84) :
{r,i¢)Re - K’A1¢Im - I{2A2¢Re - OnH (3 85)

r,figblm + ’%A1¢Re - K2A2¢Im = O”H

Dans la littérature, le suivi de bifurcations NS est réalisé a I'aide des équations (3.85),
qui sont de dimension ng [37]. Cependant, jusqu’a présent, toutes les méthodologies de suivi
de bifurcations présentées dans ce mémoire ont impliqué la partition et la condensation des
équations. Par conséquent, 1'objectif actuel est de partitionner et de condenser les équations
caractéristiques des bifurcations NS (3.85) de maniére a ne faire apparaitre que les partitions
non linéaires de ¢, et ¢y, notées respectivement @i et ofL . Jusqu’a présent, il n’a pas été
recensé dans la littérature de méthodologie de suivi de bifurcations NS utilisant des équations
partitionnées et condensées, ce qui constitue une contribution scientifique importante de ce

mémoire.

En réinjectant I'expression (2.19) de r(&,w) dans le systéme (3.85), il vient :

8(Zz~c+}nl_}.ext> 2
O - ¢Re - RAl(bIm — R A2¢Re - 0'le (386)

0(Zx + ~n T Jex
( éfi:l f t) d)Im + ’iAlque - H2A2¢Im - 0’le
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)Ncext dépend uniquement de w et ne dépend donc pas de &. Par conséquent, en développant

les dérivées contenues dans les équations du systeme (3.86), il vient :

ox

07
<Z + af;) G + EA1PR, — K2 Aoy, = 0,y

8~
(Z + fnl) d)Re - ’KdAlqum - K2A2¢Re - OnH
(3.87)

A ce stade, les équations (3.87) doivent étre partitionnées. Les vecteurs ¢g, et ¢y,
sont donc partitionnés a laide de la matrice de permutation fréquenticlle P faisant ainsi

apparaitre les partitions linéaires et non linéaires :

1 1

Pro = P(‘bfﬁe) | b = P(¢1T) (3.88)
Re Im

of

2l A, et A, sont partitionnées a l'aide de P faisant ainsi

De méme, les matrices Z,

apparaitre les partitions linéaires et non linéaires :

Ml ~1
5 Zl,l ZLnl 5 a}‘ 1 - 81}}1 a{cﬁi ~
Z - P nl,] nl,nl ! ‘ a ~n = P 8"mnl 8@111 PT
Z ’ Z ’ T a.fnl afnl
L 85:1 ajnl (389)
~ Al,l Al,nl ~ ~ 'Al,l Al,nl ~
Ay = [Anll,l Anll,nl P’ | Ay =P An21,l Aan,nl !
1 1 |22 2

s e e .y, ., . pl
Par définition, aucun effort non linéaire n’est appliqué sur les ddl linéaires d’ou f,; = 0,,,.

De méme, les expressions des efforts non linéaires ne font pas intervenir les ddl linéaires d’ou

8}21 /0x! = 0y, ,,,. Par conséquent, 'expression (3.89) de 0f,,/02 peut-étre simplifiée :

7 0 0
afnl ~ PH:PH pzng -

qH,PH ain]



52

Les expressions (3.88), (3.89) et (3.90) faisant apparaitre les partitions linéaires et non li-

néaires sont réinjectées dans le systeme (3.87) :

n 0 0
- Zl,l Zl, 1 PT N 13 PH,PH g}’g{l PT 15 ((lele)
nl,1 nl,nl ol n
Z Z OqH "PH 653111 Re
~ ALI Al’nl JO 1 5 AU A],nl o 1
—KP 11111 nllnl PP fﬁn ? 11211 1121111 P'P 45?1@ =0,,
Al ’ Al ' Im Az ’ A2 ’ Re
(3.91)
n 0 0
_ |zl ziw BT . P DHPH g;i rqﬂH 57| ( irln)
nl,1 nl,nl ol 0
Z Z OQH PH 85311] Im

+kP

1l 1,nl 1 1l 1,nl
A7 AV 515 [ Pre s | A3 A3
AnLL Anlal PP| [ |—-rP ARl Anlal

1 1 Re 2 2

En premier lieu, les produits contenus dans les équations du systeme (3.91) sont développés.

Ensuite, les équations sont multipliées par PT du coté gauche. Par conséquent, le systéme

(3.91) est transformé en :

N/ R R B Y o |A%%mpr Opan | ()
PT nl,1 nl,nl PTP <¢§le + PTP 8}.111 PTP (p?le
A A Re OQH7PH aiﬁl Re
N N Al 1 ALHI ~ ~ l B ~ Al 1 ALHI ~ ~ 1
PP Anlll Anll a| PTP(T0] —#PTP An211 Aan J| PP ¢§1€ = Ony
1 1 Im 2 2 Re
(3.92)
N /R R B Y A o |A%mpr Opuan | ()
PT anl an nl PTP ( Eln + PTP a~ Hi PTP LI;I
7 ’ Im OqH PH ~ nl Im
) awl’l
5 ~ Al,l ALH] ~ B 1 ~ ~ Al l Al,nl ~ ~ 1
1 1 Re 2 2 Im




Par définition, P est une matrice carrée de dimension n g, orthogonale et positive d’ou

L.,

. Le systeme (3.92) devient :

1

11 rlnl : :
/N (¢Re Opsrprr Ops s (¢Re

an,l an,nl afnl

qupH a ~nl

AL AN (8] o | AF AL (i
Arlﬂ,l Arlllnl - nll Anlnl =0,,
(3.93)

Ll I,nl ) )
z" 2 <¢Im Ors o pfzgff (qu

an,l an,nl
qH’pH a~nl
11 I,nl 1 1,1 1,nl |
n Ay A PRe 2 Ay Aj P | 0
K Anll - Anll nl k AnLL Anlnl nl | = Ynu
1 1 Re 2 2 Im
En factorisant et en regroupant les matrices dans les deux équations du systéme (3.93), il
vient :
i 11 1,nl 1 - -
7V — K2AS 7 — g2AST ] Al Alal ]
~nl ¢Re — Kk 1 1 d)Im -0
nll _ 2 ADM alnl Ofu 2 anlnl nl APLL o Anbnl nl | A
z" Ay MM+ Froiak Ay Re ! 1 Im
I 11 1,nl ] - -
7V — K2AG 7 — 2AGT 1 Al Alal 1
~nl ¢Im + K 1 1 ¢Re _ 0
nl,1 2 A nll nl,nl 8«f 2 nl,nl nl Anlvl Anl,nl nl e
7™ — kP Ay 7 +0~nl_ Ay Im |21 1] Re
(3.94)

Le systeme (3.94) est réécrit sous la forme d’un systéme matriciel de dimension 2ny d’incon-

T
1
nue (¢Re7 Re7¢1m7 m)

Z" — KAy Z" — k2AGM —rAY —rAP™
~nl
0

Zol1 2 AT golal 8{" bl 2 gplal CRAT EPYNIEY iRle ng
e e qH
K,ALl Al nl Zl’l _ K}QALI ZLnl 2A1 nl }:{ - OpH
1 2 a]_‘nl il OQH

nl,1 nl,nl nl,1 2 anll nl,nl 2 A nlnl m

KA KA 7" — k* A, Z + S0 — K°A,
(3.95)



Afin de simplifier les expressions, les notations Af sont adoptées :

Al,l
Al nl
Anl 1

Anl nl

et le systéme matriciel (3.95) se réécrit :

Al
AD"
Al
AL

A partir du systéme matriciel (3.97), 4 équations linéaires sont donc

A5,
A5 b
AV phe
A Pl

+
+
+
+

Al 1’11

nl,nl nl
A Re

Al nl

nl,nl
A Re

+
+

Ll ;1
Al ¢Im

Ll 41
-AII1 ¢Im

1,1 1
d)lm

nl 1
A2 Im

_ Al,nl
nl,nl nl
A Im
_I_ Al nl
nl,nl
+ A Im

Les équations du systéme (3.98) sont ici réorganisées de maniére

L1 L1
N A5 =ZM — K2AS
1,nl I,nl
kAL AM =7 AR
L1 1,1
KA et Ay =7 — AL
~nl
Anl Al AnLnl . Zn] nl + 8fnl _ nl,nl
2 - ainl
I,nl L1 I,nl
A" AT A (R 0y
1 Anl,nl Anl,l Anl,nl nl 0
2 ! Bt Re o qH
I,nl L1 I,nl 1 -
A AL AL & 0
1 2 2 Im prH
1 nl,nl nl,1 nl,nl nl
Al AQ A2 Im OQH

obtenues :

o4

(3.96)

(3.97)

(3.98)

a ce que les deux pre-

mieres équations soient linéaires, de dimension pg, et les deux derniéres équations soient non

linéaires, de dimension qg.

AP,
A3 pp.
AT e
AL P

+ o+ o+ +

I,nl
Aj

Inl ;nl
A Re

nlnl ,nl
A Re

nl,nl
A Re

+

_|_

Ll 41
A2 d)Im
Al,l 1

1 ¢Im

L1 41
‘/‘121 ¢Im

Ll 41
‘Alll ¢Im

1,nl
+ A3V,
. Al nl nl
nl,nl nl
+ A Im
nl,nl
A Im

(3.99)

Chaque équation du systéme (3.99) est réorganisée de maniére a ce que les 2 premiers termes

dépendent de ¢r, et @1, et les deux suivants de @,

A},
A3 P,
AT b
A3 P

+

+

A5l
APl
AL,
A r,,

+ 4+ + +

ALnl

A_l 1’11

nl,nl nl
A Re

nlnl ;nl
A Re

et om

Inl ;nl
+ A2 Im
_ Al,nl
+ Anl nl nl

Im
Anl nl ;nl

Im

(3.100)
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Le systeme d’équations (3.100) est a nouveau réécrit sous forme matricielle :

L1 1,1 I,nl I,nl
AV A A A | (ke 0y
1,1 L1 I,nl I,nl
A3 A7 AT A B | | O (3.101)
Anl,l Anl,l Anl,nl Anl,nl nl - 0 :
1 2 1 2 Re qH
nl,1 nl,1 nl,nl nlnl nl
A2 _Al A2 _Al Im OqH

Afin de simplifier I’écriture du systéme matriciel (3.101), une simplification de la matrice est
effectuée de la maniere suivante :

1,1 11 1,nl 1,nl
AT A7 A A;

ADLL Anll pnlnl o pnlnl = Anll pnlal (3.102)
1 2 1 2
AIQll,l _Arlﬂ,l Agl,nl _A11117n1
avec les sous-matrices A%, £ € {(1,1); (I,nl) ; (nL,]) ; (nl,nl)}, définies telles que :
AY A8
R I (3.103)
A; =AY

De maniere similaire, le vecteur contenu dans le systéme (3.101) peut étre défini de la maniere

suivante : 1
¢Re
1 1
¢fg‘ = ‘bnl (3.104)
Re ¢
nl
Im
avec les sous-vecteurs ¢, £ € {(1,1); (I,nl); (nl,]) ; (nl,nl)}, définis tels que :
£
¢F = ¢§e (3.105)
¢Im

En considérant les notations (3.102) et (3.104), le systeme (3.101) se réécrit donc :

(i’;) = (g"’”’) (3.106)

Al,l Al,nl
Anl,l Anl,nl
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Ensuite, le systeme (3.106) donne donc 2 équations :

(3.107)

Al,l ¢l + ALnl ¢nl — Osz
Anl,l d)l + Anl,nl d)nl — 02qH

Il est recherché une équation qui ne fait intervenir que ¢™. Pour ce faire, la premiére équation

du systeme (3.107) permet d’exprimer ¢' en fonction de @™ :

Al,l¢l + ALnld)nl _ O2pH Al,l¢l _ _Al,nl¢nl

B (3.108)
— qZ/)l - _ <A1,1> Al,nl¢nl

L’expression (3.108) de ¢' est ensuite réinjectée dans la 2° équation du systeme (3.107). Puis,

I’équation obtenu est factorisé par @™ :

-1
Anl,l¢1 + Anl,nld)nl — 02qH Anl,nl¢nl . AnL] (Al,l) Al,nld)nl — 02qH

4 (3.109)
PN { Anbnl _ pnll ( Al,l) Al,nl} &M = 0y,
En posant :
Apug = AP0 AP <A1,1>—1 Albnl (3.110)
I'équation (3.109) s’écrit :
-[Xredd)nl = 02qH (3111)

La matrice réduite A,.q est une matrice carrée de dimension 2qy. Cette derniére peut donc
étre définie par bloc avec des matrices carrées de dimension gy tel que :
00 A0,
Ared Ared
Aeq = (3.112)
L0 ALl
Ared Ared

.
Sachant que @ = ( o ﬂl) , le systeme (3.111) mene finalement aux deux équations

caractéristiques des bifurcations NS :

Avd Phe + Ay O = Oy
Al,O nl Al’l nl (3113)
red Re + red Im OQH

Les équations (3.113) représentent donc les équations caractéristiques d'une bifurcation

NS. Cependant, I'utilisation directe de ces équations comme fonction test pour détecter une
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bifurcation NS a partir des solutions calculées par HBM est limitée en raison du cott élevé
des calculs impliqués. Par conséquent, il est nécessaire de trouver une autre fonction test. Une
approche alternative consiste a se baser sur les exposants de Floquet, comme illustré sur la
figure (3.1b). En effet, lorsqu'un couple d’exposants de Floquet a,, traverse I’axe imaginaire
avec des parties imaginaires pures et conjuguées, et que la condition | (o) | € |0, w/2[ est
vérifiée, cela indique la présence d’une bifurcation NS. Ainsi, la fonction test 7ng = R (o)
peut étre utilisée, avec la condition que |3 (o) | € ]0,w/2[, afin de détecter une bifurcation
NS. En utilisant cette fonction test, une bifurcation NS est détectée entre deux points de
la CRF lorsque les évaluations de 7ng & ces points ont des signes opposés, en respectant la
condition | (o) | € ]0,w/2[. Cette approche permet ainsi de détecter le lieu d’apparition

d’une bifurcation NS, en se basant sur les caractéristiques des exposants de Floquet.

Il est important de souligner que la détection de la bifurcation NS présentée ici est une
approximation de sa véritable localisation. En effet, il existe une différence entre la bifurcation
NS détectée (¢ ) et sa véritable localisation ( @ ). Cette distinction est mise en évidence
sur la figure 3.4. Ainsi, afin de localiser précisément la bifurcation NS, il est nécessaire de
résoudre un systeme algébrique augmenté des équations caractéristiques (3.113), en utilisant

la bifurcation NS détectée comme prédiction.

3.4.3 Systeme algébrique de localisation

Pour localiser une bifurcation NS parmi les solutions, le systéme d’équilibre R(2™, w) =
0

résultant, noté R, est un systeme algébrique non linéaire de dimension 3qy + 2 :

g €St étendu par les équations (3.113), qui caractérisent les bifurcations NS. Le systéme

R
AV PRe + AV, Im
R(X) = | Ai®re + Aiadin | = Osgpro (3.114)
qT¢Re

nl T ;nl -1
Re Re

La premieére équation définit ’état d’équilibre du sytéme a I’étude. La seconde et troisieme
équations Caractérisent la bifurcation NS. Puis, les deux dernieres équations normalisent les

vecteurs Re et ¢ . Le vecteur g est un vecteur constant qui possede une projection non

nl
Im

nulle sur I'espace vectoriel Vect ( Res ), engendré par les vecteurs ¢p. et @ [37].



o8

La construction du vecteur inconnu du systeme augmenté (3.114) est la suivante :

i:nl

nl

Re
X = nl (3.115)

Im

K

w

La résolution du systéeme augmenté (3.114) permet de calculer avec précision une bi-
furcation NS a partir de la détection choisie comme prédiction. La différence d’emplacement
sur la CRF ( -- ) entre une bifurcation NS détectée ( @ ) et localisée ( ® ) est illustrée sur la

figure 3.4.

r e
o

g o
20 o
=
) @
B— ¢

" o

o
o
Q © \
w [rad-s™1]

FIGURE 3.4 Ecart d’emplacement entre une bifurcation NS détectée ( o ) et localisée (@)
sur la CRF ( -- ) parmi les solutions ( @ ) obtenues par HBM.

Le vecteur d’initialisation X" est construit & partir de la bifurcation NS détectée sur la

CRF. A chaque itération k, une correction 6X* est appliquée & X* afin de se rapprocher de

nl nl

la bifurcation NS exacte. La correction simultanée de ", ¢p., @, & et w est donnée par :
X = Xk 4 5XF (3.116)
La résolution du systéme algébrique linéaire (3.117) permet d’obtenir la correction 6X* :

R%0XF = —R* (3.117)
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avec

IR (XF)
oX

Les corrections sont appliquées de maniere itérative jusqu’a ce que la condition de convergence

RE=R(X) et R =Rx(X")= (3.118)

(3.119) soit satisfaite. La tolérance € € R est fixée de maniere a atteindre la précision désirée.

IR (X*) || < e (3.119)

La matrice jacobienne R x(X), utilisée pour le calcul de la correction (3.117), est définie

par blocs de la maniere suivante :

R nl O
0,0 0,1
(Ared Re) ~nl (Ared Im) Znl Ared Ared

)

R,X(X) - (Ared Re) ~nl (Ared Im) anl Ared Aiétli

01,QH qT . 01,(IH
L 01,4 2( rPltle) 01,4 (3 120)
OQH,l R,w
Aredn B Aredn ?rln Aredw B Aredw Ilm
A i “1 + Ak Pim Arid i “1 + Avid P
0 0
0 0

Toutes les nouvelles dérivées contenues dans la jacobienne (3.120) sont calculées par diffé-
rences finies. Soit (i,5) € {0,1}* et £ € {Re, Im}, il vient :

2,7 nl
WP (W) o = [ (3 4 cat) A ()

agigd = was 61[ W ( + en) — AL, ()] (3.121)
agigd = Aredw o [Ared (w+e,) — igd( )}

|z -
avec €z = 1) ( a0 +n), ew =n(|wl + 1), € =n(||&] +n) et n =107°.
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Finalement, le systéme & résoudre pour obtenir la correction 6X* se résume & :

o™ R
5¢r1:1{1e Ared Re + Ared Im
Rax(X) 5¢?rln == Ared Re Ared Im (3122)
5’% T¢Re
ow %le—r I1:1{1e —1

3.4.4 Systeme algébrique de suivi

La localisation précise d’une bifurcation NS dans ’espace paramétrique (a:nl w) est
obtenue par la résolution du systeme augmenté (3.114). Cependant, 'objectif de cette étude
est d’obtenir 1’évolution de cette bifurcation NS dans ’espace paramétrique (53“1, w, 7). Pour
cela, le vecteur X est étendu avec la variable v, conduisant a l'introduction de la nouvelle

inconnue Y :

inl

¢Re
¢Im

K

(3.123)

r-)/

Afin d’obtenir une branche de solutions pour le systéme (3.114), une procédure de
continuation est mise en oeuvre, en utilisant la méthode de paramétrisation par longueur
d’arc décrite dans la section 2.5.2. L’équation de paramétrisation est alors formulée de la

maniere suivante :

koo _ |[anlk _ ~nl nl,k nl,k
P(Yias) —Hw — i 1H +H¢Rez_¢Rez 1H +H¢Imz_¢lmz 1H

2 2 (3.124)
+ (Iif - /fz‘—1) + (wf - Wi—l) + (%k - %‘—1) — 05> =0

L’équation de paramétrisation P est donc ajoutée au systéme algébrique (3.114) ce qui mene
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au systeme S de dimension 3qy + 3 :

R
0,0 ;nl 0,1 ;nl
Ared Re + A

red ¥ Im

R Al,O nl +A1"91 nl

red ¥ Re red ¥ Im

( ) - q_rqb%l - O3QH+3 (3125)

nl T nl -1
Re Re

P

Le systeme (3.125) est résolu par une procédure itérative de Newton-Raphson. Un
point important du suivi de bifurcations est l'initialisation de cette procédure itérative. Pour
calculer avec précision la premiére bifurcation NS, la prédiction Y est construite a partir de
la bifurcation NS détectée sur la CRF. Dans le cas ou la prédiction n’est pas suffisamment
précise, le premier point du suivi de bifurcations ne parviendra pas a étre calculé. Il est
donc primordial d’avoir une détection précise des bifurcations NS afin de pouvoir initialiser
le suivi NS. Pour cela, lors du calcul de la CRF, la tolérance € et la borne max du controle
du pas 0Smax peuvent étre diminuées. Tout d’abord, la CRF est calculée pour une certaine
valeur du parameétre de contrdle d’ott 7) = 7crp. Les valeurs &g et wng de la bifurcation
NS détectée sont récupérées pour initialiser f"° et wl. Il reste encore & déterminer 2, qb%ep
et qb?m,o afin de compléter le vecteur initial Y{). Pour y parvenir, le systéme (3.80) associé a
la bifurcation NS détectée est résolu. Les valeurs et vecteurs propres obtenus sont triés en
ne retenant que les 2n valeurs propres s disposant des parties imaginaires les plus petites
en module, car il est supposé que seules ces dernieres disposent d’une signification physique
et correspondent aux exposants de Floquet [46]. A ce stade, il faut choisir une seule valeur
propre s et un seul vecteur propre complexe ¢ afin d’initialiser %, (ﬁORe,D et ¢?m70. Le couple
de valeurs propres conjuguées ayant la partie réelle la plus faible en module est retenu tel
que \g = £irg et le vecteur propre associé a la valeur propre ayant une partie imaginaire
positive permet d’initialiser (],’)(}){670 et qb?m,O. Ensuite, la prédiction Y? est construite a partir
de la solution convergée Y, avec un léger décalage 6y dans un sens ou l'autre du second

parametre de controle en fonction du sens initial souhaité :

Y!) = ’ (3.126)
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Ensuite, la méthode de la sécante permet d’obtenir les prédictions pour ¢ > 2 :

Y. —-Y,
Vi>2, Y)=Y, |+ 05— 2

3.127
1Yio1 =Y ( )

Suite a l'initialisation, & chaque itération k, une correction §Y* est ainsi appliquée &

nl nl

Y% La correction simultanée de ", ¢n., @1, k, w et v est donc donnée par :

Yt =YP 0 (3.128)
La correction §Y¥ est obtenue en résolvant le systéme algébrique linéaire :
SoY) = -8* (3.129)

avec :
OS(YF)
k_ k ko ky _ i
SF=S(Y}) et S =8Sy(Y))= o (3.130)
Lorsque la condition de convergence (3.131) est satisfaite avec une tolérance e € R fixée

pour atteindre la précision souhaitée, les corrections sont arrétées.

IS (YF) || < e (3.131)

Les différents termes de la matrice jacobienne S%, ont déja été calculés pour la construc-
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tion de la matrice jacobienne R x (3.120). Les autres termes sont détaillés :

R zn! 011,91 01,0
(Ared Re) - (Ared Im>@n1 A Avq
(Ared Re) - (Ared 1m> i Ay Aiq
kY _ &
Sy(Y7) = 0., . 0.,
OLQH 2 ( ﬁle)—r OLQH
L 2 (iiﬂk - CE?L)T ( If{lekz - ¢Rez 1) 2 ( ?rlnkz - ¢ﬁln,i71)T
O‘IHJ R,w RKY ]
Ay " Re + Aj " A w he + Ala w A ~ e + Al ~ a
AL PR T AL <P A wPhe + AL P AL ~ Re + Arla ~ h
0 0 0
0 0 0
S L B T
(3.132)

Les nouvelles dérivées par rapport a 7y, contenues dans la jacobienne (3.132), sont calculées
par différences finies. Soit (7, 5) € {0, 1}2, il vient :

oA%, L y
(9’7 d Ared Y : [ r:a]d ('7 + E’Y) - rgd (7)} (3133>

avec €, =1 (||7]/ +1n) et n = 107°.

Finalement, le systeme a résoudre pour obtenir la correction se résume a :

oz R
5¢§1e Ared Re + Ared Im
S ALY ALl
S’Y(Y> ?;m - red ReT—; red Im (3134)
Re
n T n
ow Rle Rle -1
07y P

avec Sy (Y), la matrice jacobienne définie a ’équation (3.132).

3.5 Calcul analytique de la hessienne

Dans la section 3.2.2, le calcul analytique de la sous-matrice 0 (Rﬁinld)) /0z™ de la

matrice jacobienne R x(X) faisait intervenir la hessienne H, comme indiqué dans I’équa-
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tion (3.12). Cette section a pour but détailler le calcul de la hessienne. Par définition :

OR gui (zc w) 82R(

amnl 8 ~ n12

H =

<) =R . (3.135)

En dérivant une premiere fois Pexpression de R(Z™,w) par rapport a ", 'expression de la

jacobienne R zm est retrouvée :

a}m (ﬁ:“l, w)

R@m = aiR (inlyw) =Z(w) + Oz

oo (3.136)

En dérivant une seconde fois 'expression de R(&™,w) par rapport a &, 'expression de la
hessienne H est obtenu :
R (m w) IR jn (:13 w) PFf. (a: w)

He e = e pye (3.137)

L’opérateur hessien est un tenseur d’ordre 3 :

H= (Hk,l,m)(le,m)e[lqu]a (3.138)

Ainsi, le terme d’indice (k, [, m) de 'opérateur hessien H correspond a la dérivée du k-ieme

terme de f (iznl, w) par rapport au l-iéme et m-iéme terme du vecteur ™. Les termes du

. . 1.7
correspondent aux coefficients de Fourier ag ™,

1i i - ,
T a}l et b;‘ ol 7 est le numéro du ddl

et j le numéro de I’harmonique. Chaque coefficient est associé a une fonction d’interpolation

vecteur &

de la base de Fourier :

1 .
c -t — > pour ag“
¢;j + t — cos(jwt) powr att | j>1 (3.139)
s; + t ~— sin(jwt) pour b;ﬂ’i . j>1

Pour calculer la hessienne globale H, les hessiennes associées aux ddl non linéaires
seront calculées et assemblées. Ainsi, la hessienne associée aux efforts du k-iéme ddl non
linéaire est notée H,. Afin de pouvoir calculer les termes associés dans la hessienne, il est
nécessaire de faire une transformation de Fourier discrete pour remplir une ligne complete de

la hessienne :

V(l,m) € [1,2H + 11, Y(i, 5, k) € [1,q]%, (Ha), _ 1P k(@)

. = Y 3.140
Llnti,mn+j (95:}(958%1 ( )
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Le terme 7} est amplitude de Fourier du i-¢me ddl et de la [-iéme harmonique ce qui
correspond au ! x n + i-ieme terme du vecteur &". La fonction d’interpolation associée au
coefficient #} correspond a la [-i¢me fonction de la base de Fourier Ty. La fonction d’inter-
polation associée aux termes T, Vi € [1,¢q| est notée y;(t). Les coordonnées du vecteur x(t)

s’écrivent :

1 X . M
Vie[l,q],z;(t) = 5@6 + ) afcos(jwt) + bl sin(jwt) = Yy, (3.141)
j=1 Jj=0

Pour calculer plus facilement les termes de la hessienne, il vient :

- _ O furx (t
V(i j, k) € [1,q*Y(l,m) € [1,2H + 1%, Hpqigrimgrj = L 1yl(t)ym(t)8£-178kx(-) (3.142)
i0Tj

3.6 Conclusion partielle

Ce chapitre a fourni un détail exhaustif des méthodologies de suivi de bifurcations pour
les bifurcations LP, BP et NS. Bien que ces méthodologies aient déja été présentées dans
la littérature, elles ont été présentées ici en utilisant les notations du chapitre 2 et adaptées
a notre contexte d’étude. Cela permet une meilleure compréhension et une application plus

précise de ces méthodes.

De maniere significative, ce chapitre a également apporté une contribution originale
en démontrant une procédure de suivi de bifurcations NS avec une technique de réduction
spécifique. Cette procédure, développée dans le cadre de cette maitrise, représente une avancée
importante dans le domaine, offrant une approche innovante pour étudier et analyser les
bifurcations NS.
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CHAPITRE 4 APPLICATIONS ET VALIDATIONS ACADEMIQUES

4.1 Contextualisation

Les méthodologies de suivi de bifurcations, présentées et détaillées dans la section 3,
ont été implémentées en Python 3 et intégrées en tant que module dans un outil numérique
développé au LAVA. Cette intégration a permis d’ajouter de nouvelles fonctionnalités au code

existant et d’augmenter sa polyvalence pour des analyses futures.

A des fins de validation, ce chapitre présente les résultats obtenus via le suivi de bifur-
cations sur des modeles académiques. L’application de I’outil numérique, développé lors de
cette maitrise, a des modeles académiques constituait une étape essentielle afin d’identifier
rapidement les éventuels problemes de développement, les erreurs d’implémentation ou les
bugs potentiels. Cela permettait d’étre en mesure de les résoudre plus facilement afin d’as-
surer le bon fonctionnement et la fiabilité de I'outil numérique avant de I'appliquer sur des

modeles industriels dont les résultats sont présentés dans le chapitre 5.

L’application de I'outil numérique a des modeles académiques a également permis de
mettre en évidence l'importance de certains points critiques, notamment la précision de la
détection des bifurcations, qui permettent d’initialiser le suivi de bifurcations. En effet, si la
détection des bifurcations est imprécise, cela peut conduire a la divergence de 1’algorithme.
Lors des analyses effectuées sur les modeles académiques, il a également été possible de com-
parer et confronter les approches analytique et différences finies utilisées pour le calcul des
corrections de Newton-Raphson dont la précision est essentielle a la convergence de 1’algo-
rithme. La confrontation des deux approches a ainsi permis de déterminer leurs avantages et

inconvénients respectifs.

Néanmoins, 'application de 'outil numérique de suivi de bifurcations a des modeles
académiques ne constitue pas l'originalité des travaux de maitrise, car cette technique a déja
été appliquée avec succes a des modeles académiques dans des travaux antérieurs (2,24, 37].
Les modeles académiques de la littérature ont ainsi été utilisés comme cas test pour évaluer
les performances de ’outils numérique. Cette approche a permis de déterminer si les résultats
étaient cohérents avec ceux attendus afin de valider ’outils numérique. L’annexe F présente

les résultats obtenus pour différents systemes de la littérature.

Pour commencer, l'intérét est porté sur un systéme a deux ddl non linéaire [2]. Ce
premier modele, n’étant composé que de ddl non linéaires, s’affranchit des problemes de

partition et constituera donc une premiere validation des équations. Les différentes études et
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les résultats sont présentés en section 4.2. Dans un second temps, afin de valider la partition
et la condensation des équations, I'intérét est porté sur un systéeme composé d’un ddl linéaire

et d'un ddl non linéaire. Les différentes résultats sont présentés en section 4.3.

4.2 Deux oscillateurs de duffing couplés linéairement

4.2.1 Modélisation

Le systeme a I’étude, représenté sur la figure 4.1, est composé de deux oscillateurs de
Duffing couplés par un ressort linéaire de raideur k5 [2]. Ce systéme est donc composé de
deux ddl non linéaires, ce qui permet de s’affranchir, dans un premier temps, d'une potentielle
erreur théorique ou d’implémentation dans la partition et la condensation des équations. De
plus, en raison de la présence des raideurs non linéaires ky;; avec i € {1,2}, le systéme est
soumis a des forces non linéaires cubiques dont la gestion numérique ne pose pas de probleme
majeur. Pour finir, I’énergie est apportée au systéeme par le biais d’une excitation harmonique

Fpy cos(wt) sur la masse my.

xl(t) XQ(l‘)
—
Cc1 Cc2
N N
L L

k1 k12 ko N
EAMAMA m1 EAMAA me EAMAAAD

N knl,l y knl,k :

Foxt ()

R N
2Ll 2Ll

FIGURE 4.1 Modélisation des deux oscillateurs de Duffing couplés linéairement [2]

Les valeurs des différents parameétres mentionnés sur la figure 4.1 sont récapitulées dans le
tableau 4.1.

TABLEAU 4.1 Parametres du modele de la figure 4.1

i 1 2
Masse m; 1 kg 1 kg
Coefficient d’amortissement ¢; 1-100" Nmts7 ! [ 1-107" Nom~ts7!
Raideur k; 1 Nm™! 1 N-m™!
Raideur non linéaire k 4 N-m™3 4 N-m™3
Amplitude du forcage harmonique Fy,=5N
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L’application du principe fondamental de la dynamique (PFD) aux masse m; et mqy

( " ) (4.1)

permet d’obtenir ’équation du mouvement (EDM) :
mp; 0 T 0 i ki +k —k
1 “1 4 &1 5'51 X 1 12 12
0 mo To 0 Cy i) —klg kQ + klg
N kapz? \ [ Focos(wt)
knl’gﬂig B 0
Les matrices structurelles du modeéle s’écrivent done :

M — mi 0
0 mo

C1 0

OCQ

ky + k1o —Fk19

, C=
—kia ko4 ki

(4.2)

]etK:

et les vecteurs des efforts extérieurs et non linéaires s’écrivent :

Fu= ( o ) ¢t fou = ( feoste) ) (43)

kn1,2x2 0

Pour ce modele, les résultats ont été générés selon une approche par différences finies
et selon une approche analytique. Or, 'approche analytique fait apparaitre la hessienne H
dont le calcul semi-analytique généralisé est détaillé dans la section 3.5. L’effort non linéaire
subit par la masse m; s’écrit fu;(t) = k‘nux?. D’apres la définition des termes de la hes-
sienne (3.142), il en résulte que :
9 furx (1)

V(’i,j, k) € [17 Q]B,V(l, m) € [17 ZH + 1]27 Hk::2,21+i,2m+j == Filyl(t)ym(t)m (44)
? J

Les dérivées secondes de fn11 et fu 2 par rapport a z; et xp sont détaillées :

9 farn O fuz (t)

= 06k, —— = = 0
821'12 1,141 281’12
a fnl,l _ O ot a fn1,2 (t> _ 0 (45>
axlal'g 8x18x2
O fur _ 0 O fu2 (t) 6k
8:7522 81'22 nl2 2

Au final, il reste :

H.. i1 = D7 (8 Yo (£) 6k
{ 1:2,21+1,2m+1 yl( )y () 1,141 (4.6)

Ho220422me2 = Fflyl(t)ym(t)Gknmx?
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4.2.2 Courbe de réponse en fréquence

Dans un premier temps, les CRF sont calculées pour les parametres fournis dans le
tableau 4.1 sur la plage de pulsation w € [0,7] rad-s™'. La convergence des résultats a été
attestée pour des valeurs de H = 20 harmoniques et N = 2! instants de temps pour les
parametres numériques de la HBM. Les CRF associées a @1 (t) et @o(t) sont représentées (

) sur la figure 4.2. Ainsi, la figure 4.2 montre la norme infinie de @ (t) et x3(t) en fonction

de la pulsation w.

E) ENSdE
B Rl
S =
Ll £ fv
1
w [rad-s™] w [rad-s™]
(a) ddl @, (t) (b) ddl xa(t)

FIGURE 4.2 CRF initiale ( — ) et bifurcations détectées : LP (¢ ), BP (¢ ) et NS (o)

Ensuite, une analyse de stabilité est menée afin de discerner les trongons de branches
stables et instables ainsi que leurs délimitations associées aux différentes bifurcations détec-
tées. Au total, 10 LP (o), 4 BP (¢ ) et 2 NS ( ¢ ) sont ainsi détectées.

4.2.3 Suivi de bifurcations

Les points de bifurcation détectés LP (¢ ) et NS (¢ ) sur la CRF (figure 4.2) sont suivis

selon 'amplitude d’excitation [ puis selon la raideur non linéaire du premier ddl &y ;.

Amplitude d’excitation Fj

Tout d’abord, le suivi de bifurcations est effectué suivant I'amplitude d’excitation Fy.
Afin d’initialiser les différents suivis, les informations des différentes bifurcations détectées
sont chargées et utilisées afin de construire les vecteurs initiaux Y%=9. Le suivi selon Fy des
bifurcations LP () et NS ( — ) est représenté dans le plan (w, ||x2(t)||o) de la CRF sur
la figure 4.3. La visualisation dans ce plan permet de mettre en évidence 1’évolution de la

résonance principale ainsi que des résonances locales en fonction de la pulsation w.
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[|22(t)]]oc [m]

FIGURE 4.3 Représentation dans le plan (w, ||2(t)||s) du suivi de bifurcations LP () et
NS ( — ) selon Fy, a partir des bifurcations LP (¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF initiale
( — ). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS ( ® ) détectées pour
différentes valeurs de Fy.

Le suivi de bifurcations fait intervenir 3 parametres : w, & et Fy. Ainsi, le suivi selon
Fy de bifurcations LP ( ) et NS ( — ) est représenté en trois dimensions sur la fi-
gure 4.4 (page 71). Afin de valider les résultats obtenus par le suivi de bifurcations, plusieurs
CRF ( — ) sont calculées pour différentes valeurs de Fy : Fy € [4-1073;0,4;0,8; - - - 3,2; 3,6],
comme illustré sur la figure 4.4. La comparaison entre les résultats du suivi de bifurcations
et les bifurcations détectées sur les CRF souligne que les courbes ( — ) et ( — ) passent par
les points de bifurcation détectés (© ) et (@) sur les CRF ( — ).

Afin de visualiser les résultats sous un autre angle, les résultats présentés sur la figure 4.4
sont projetés dans le plan (Fp, ||€2(t)||s). La visualisation dans ce plan, représentée sur la
figure 4.5 (page 72), permet de mettre en évidence I’évolution de la résonance principale ainsi

que des résonances locales a mesure que Fy augmente.

Pour finir, la projection des résultats du suivi de bifurcations dans le plan (w, Fy) est
également générée sur la figure 4.6 (page 72). Cette projection est particulierement inté-
ressante car elle fournit des informations sur 'apparition des bifurcations. En effet, sur la
figure 4.6, un minimum ( 4 ) correspond & I'apparition d’une bifurcation. Ainsi, il est possible
de connaitre les valeurs de w et de F{ pour lesquelles une bifurcation va apparaitre. Ces

valeurs sont résumées dans le tableau 4.2 (page 71).
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FIGURE 4.4 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP (

) selon Fp, a partir des bifurcations LP (¢ ) et NS (
). Ajout des CRF calculées (
différentes valeurs de Fyj.

) et NS ( —
¢ ) détectées sur la CRF initiale (

) et des bifurcations LP (0 ) et NS ( @ ) détectées pour

TABLEAU 4.2 Coordonnées de naissance des bifurcations

Marqueur | w [rad-s7!] | Fy [IV]
A 0.46 2.10
A 1,09 0.10
A 3,40 0,57
a 1,01 1.89
A 1,07 2.16
A 121 3,33
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[|22(8)[loo [m]

FIGURE 4.5 Représentation dans le plan (Fp, ||22(t)||o) du suivi de bifurcations LP (-~ ) et
NS ( — ) selon Fy, a partir des bifurcations LP (¢ ) et NS (¢ ) détectées sur la CRF initiale
( — ). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (©) et NS ( @ ) détectées pour
différentes valeurs de Fy,.

4,0
3,2
o 24
<16
0,8

FIGURE 4.6 Représentation dans le plan (w, Fy) du suivi de bifurcations LP () et NS (
— ) selon Fp, a partir des bifurcations LP (¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS (@ ) détectées pour
différentes valeurs de Fj.
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Raideur non linéaire £y

Dans un second temps, le suivi de bifurcations est réalisé suivant la raideur non linéaire
k1. Les résultats du suivi de bifurcations LP ( ) et NS ( — ) sont représentés en trois
dimensions sur la figure 4.7. Plusieurs CRF ( — ) sont calculées pour différentes valeurs de
ko1 : ka1 € [1-107%0,05;0,1;---;0,9;0,95;1,0] & des fins de validations. La comparaison
entre les résultats du suivi de bifurcations et les bifurcations détectées sur les CRF met en
évidence que les courbes ( ) et ( — ) passent par les points de bifurcation détectés (
o) et (@) sur les CRF ( — ). En outre, une observation importante est que les courbes
de suivi de bifurcations s’étendent vers une région ou aucune solution n’est présente. Cela
suggere 'existence de branches isolées de solutions qui n’ont pas été calculées pour ce systeme
spécifique. Cependant, il est intéressant de noter qu’un scénario similaire se produit dans le

cadre de 'application industrielle, et les branches isolées de solutions y sont calculées.

[|21(8)]]oc [m]

kna [N-m™'] 1,0 w [rad-s™1]

FIGURE 4.7 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP ( — ) et NS ( —
) selon ky 1, & partir des bifurcations LP ( ¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP ( © ) et NS ( @ ) détectées pour
différentes valeurs de Ky ;.
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Pour offrir une perspective différente, les résultats de la figure 4.7 sont projetés dans le
plan (kn1, ||€1(t)]|e). Cette visualisation, représentée sur la figure 4.8, permet de mettre en
évidence 1’évolution de la résonance principale ainsi que des résonances locales & mesure que

Eni,1 augmente.

|21 ()] ]oc [m]

FIGURE 4.8 Représentation dans le plan (ky 1, ||Z1(f)||) du suivi de bifurcations LP ( — )
et NS ( — ) selon ky 1, & partir des bifurcations LP ( ¢ ) et NS (¢ ) détectées sur la CRF
initiale ( — ). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (©) et NS ( ® ) détectées
pour différentes valeurs de Ky ;.

4.3 Oscillateur de duffing et oscillateur linéaire couplés linéairement

4.3.1 Modélisation

Le systeme a I’étude, représenté sur la figure 4.9, constitue une variation du systeme
précédent. En effet, il est composé d’un oscillateur de Duffing et d’un oscillateur linéaire
couplés par un ressort linéaire de raideur k5. La différence par rapport au systéme précédent
est donc I'absence d’'une raideur non linéaire sur la masse msy. Par conséquent, ce systeme est
composé d'un ddl linéaire et d’'un ddl non linéaire. Ce modele va donc permettre de valider

la partition et la condensation des équations.

Les valeurs des différents parametres mentionnés sur la figure 4.9 sont récapitulées dans le
tableau 4.3 :

Les matrices structurelles du modele, qui interviennent dans ’'EDM, s’écrivent :
my; 0 ¢ 0 ki + K —k
M — 1 CC= 1 ot K — 1 12 12
0 mo 0 Cy

(4.7)
—kio ko4 ko
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x1(t) x2(t)
— —
N C1 c
\ 2
N n
—t n
N L
N k1 k12
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—

FIGURE 4.9 Modele phénomenologique d’un oscillateur de Duffing et d’un oscillateur linéaire
couplés par un ressort linéaire.

TABLEAU 4.3 Parametres du modele de la figure 4.9

i 1 2
Masse m; 1 kg 1 kg
Coefficient d’amortissement c; 1-100'* Nmts ! | 1-107' Nnm~ts7!
Raideur &; 1 Nm! 1 N.m™!
Raideur non linéaire ky 4 N.m™3
Amplitude du forcage harmonique Fhb=4N

et les vecteurs des efforts extérieurs et non linéaires :

by F,
Fu = ( Efl ) et fou = ( Ocog<wt> ) (4.8)

Le vecteur f,, indique que le ddl x; est soumis a une force non linéaire, dont la norme est
égale & kyx?, ce qui en fait un ddl non linéaire. En revanche, le ddl x5 n’est soumis & aucune

force non linéaire, ce qui en fait un ddl linéaire.

4.3.2 Courbe de réponse en fréquence

Pour commencer, les CRF sont calculées pour les parametres donnés dans le tableau 4.3,
sur la plage de pulsation w € [0, 6] rad-s™!. La convergence des résultats est vérifiée pour des
valeurs de H = 5 harmoniques et N = 210 instants de temps. Les CRF ( — ) sont représentées

sur la figure 4.10.

Ensuite, une analyse de stabilité est effectuée pour identifier les sections des branches
stables et instables et détecter les différentes bifurcations. Au total, 6 bifurcations LP ( ¢ )
et 2 bifurcations NS ( ¢ ) sont identifiés.
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FIGURE 4.10 CRF initiale ( — ) et bifurcations détectées : LP (¢ ) et NS (o)

4.3.3 Suivi de bifurcations

Les bifurcations LP (¢ ) et NS (‘¢ ) sur la CRF (figure 4.10) sont suivis selon 'amplitude

d’excitation Fj puis selon la raideur non linéaire k.

Amplitude d’excitation Fj

Les résultats du suivi de bifurcations LP ( — ) et NS ( — ) suivant 'amplitude d’exci-
tation I sont présentés sur la figure 4.11. La projection dans le plan (w, ||21(t)||s) met en
évidence 1’évolution de la résonance principale ainsi que des résonances locales en fonction

de w.

Les résultats de suivi de bifurcations sont maintenant présentés en trois dimensions sur
la figure 4.12. Afin de vérifier la pertinence des résultats, plusieurs CRF ( — ) sont calculées
pour différentes valeurs de Fy : Fy € [4-1073;0,4;0,8--+;3,2;3,6]. Les courbes de suivi (

) et ( — ) passent bien par les points de bifurcation détectés (0 ) et (@ ) sur les CRF (

) ce qui confirme la validité des résultats obtenus.

La projection dans le plan (w, Fp) des résultats du suivi de bifurcations est également
générée sur la figure 4.13. Un minimum ( 4 ) correspond a l'apparition d’une bifurcation.
Ainsi, il est possible de déterminer les valeurs de w et de Fy pour lesquelles une bifurcation

se produit. Ces valeurs sont récapitulées dans le tableau 4.4.
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FIGURE 4.11 Représentation dans le plan (w, ||€1(t)||o) du suivi de bifurcations LP (-~ ) et
NS ( — ) selon Fy, a partir des bifurcations LP (¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF initiale
( — ). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS ( ® ) détectées pour

différentes valeurs de Fy.

TABLEAU 4.4 Coordonnées de naissance des bifurcations

Marqueur | w [rad-s™1] | Fy [V]
A 113 0,23
A 115 0,95
2 115 0,33
A 3,40 0,69
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FIGURE 4.12 Représentation en trois dimensions du suivi de bifurcations LP ( -~ ) et NS (
— ) selon Fp, a partir des bifurcations LP ( ¢ ) et NS (¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS (@ ) détectées pour
différentes valeurs de Fyj.

3,0
2.4 '
=18
SIEl |
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1 2 3 1 5
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FIGURE 4.13 Représentation dans le plan (w, Fy) du suivi de bifurcations LP () et NS
( — ) selon Fj, a partir des bifurcations LP (¢ ) et NS (¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS (@ ) détectées pour
différentes valeurs de Fy,.
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Raideur non linéaire &,

Dans un second temps, les résultats du suivi de bifurcations selon k,; sont représentés
en trois dimensions sur la figure 4.14. Pour valider ces résultats, plusieurs CRF ( — ) sont
calculées pour différentes valeurs de ky : ky € [1-1073:0,1;0,2;---;0,9; 1,0], comme illustré
sur la figure 4.14. Les courbes de suivi ( -~ ) et ( — ) passent par les bifurcations détectées

(o) et (@) surles CRF ( — ), ce qui confirme la validité des résultats obtenus.

[|1(£)]]oo [m]

K [N/m] 1,0 w [rad-s71]

FIGURE 4.14 Représentation en trois dimensions du suivi de bifurcations LP ( — ) et NS (
— ) selon ky;, & partir des bifurcations LP (¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS (@ ) détectées pour
différentes valeurs de k.

Les résultats présentés sur la figure 4.14 sont projetés dans le plan (ky, ||z1(t)]|o) ce
qui permet de visualiser I’évolution de la résonance principale ainsi que des résonances locales

a mesure que ky augmente. Cette projection est illustrée sur la figure 4.15.
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FIGURE 4.15 Représentation dans le plan (ky, ||21(t)||o) du suivi de bifurcations LP (

) et NS ( — ) selon ky, a partir des bifurcations LP ( ¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF
initiale ( — ). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS ( ® ) détectées
pour différentes valeurs de k.
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CHAPITRE 5 APPLICATIONS INDUSTRIELLES

5.1 Contextualisation

L’originalité de ces travaux de recherche ne réside pas dans I’application du suivi de
bifurcations a des modeles académiques [2,24, 37], mais plutét dans son application a des

modeles industriels, tels que les aubes de turbomachines.

Ces dernieres années, les chercheurs industriels et académiques ont accordé une atten-
tion particuliere au développement d’outils numériques pour recueillir des informations a la
fois quantitatives et qualitatives sur la dynamique de ces systémes [6-20]. Ces informations
quantitatives fournissent des données numériques objectives tandis que les informations qua-
litatives fournissent des données plus subjectives qui peuvent aider a mieux comprendre les
comportements des systemes et a prédire les résultats futurs. Cette combinaison d’informa-
tions quantitatives et qualitatives permettrait ainsi aux industriels d’avoir une vision plus
complete des systemes étudiés et de prendre des décisions de conception plus éclairées en

conséquence.

Des avancées significatives ont été réalisées dans le développement d’outils numériques
basés sur des techniques d’intégration temporelle. Ces outils permettent ainsi de recueillir des
informations quantitatives sur la dynamique des systemes sans avoir besoin de procéder a des
essais expérimentaux cotiteux. La pertinence des résultats de ces outils a été démontrée en les
comparant a des données expérimentales, offrant ainsi une alternative efficace et économique
face aux essais expérimentaux [17]. De plus, ces outils permettent de simuler une large gamme
de scénarios et de tester différents parametres afin d’obtenir le comportement du systeme dans
des conditions différentes. Bien que robustes, ces outils ne permettent pas de rendre compte
de toute la complexité et la richesse dynamique de ces systemes. De plus, ces méthodes

deviennent cotiteuses en temps de calcul lorsque la plage de fréquences est large.

Afin de pallier a cette limitation, une solution a récemment été proposée sous la forme
d’un outil numérique fréquentiel basé sur la méthode de 1’équilibrage harmonique [1,2,24,29,
30,37]. Cet outil permet d’obtenir une courbe de réponse en fréquence qui peut ensuite étre
utilisée pour mieux comprendre la dynamique non linéaire de ces structures. En effet, cette
courbe de réponse en fréquence fournit des informations qualitatives sur le comportement
du systeme a différentes fréquences, ce qui peut étre utile pour I'analyse et la prédiction des
performances du systeme. La réussite de 'application de la HBM aux modeles industriels

comportant des phénomenes de contact est dii a la régularisation polynomiale des lois de
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contact (Annexe A) et a l'utilisation du filtrage de Lanczos (Annexe B). Cette approche est
désignée sous le nom de RL-HBM [1].

Ensuite, une analyse de stabilité menée sur la courbe de réponse en fréquence permet de
distinguer les branches de solutions stables des branches instables [22]. Cette connaissance de
la stabilité des branches de solutions est essentielle afin de s’assurer du bon fonctionnement du
systeme et d’éviter les comportements imprévisibles ou indésirables tels que des amplitudes
de vibrations élevées pouvant mener a des ruptures de fatigue (HCF). De plus, 'analyse de
stabilité permet de localiser les bifurcations qui sont des points critiques dans la dynamique
des systeémes (voir Chapitre 3). En effet, les bifurcations peuvent étre associées a la perte de
stabilité d’une branche de solutions, a un changement de régime dynamique des solutions,
... [22] Tel que mentionné précédemment, la détection et la compréhension des bifurcations

sont donc essentielles dans I'analyse et la prédiction du comportement des systemes.

Cependant, I'analyse de stabilité ne permet de localiser les bifurcations que pour un
ensemble de parametres donné. Ainsi, si les parametres du systéme sont modifiés, la locali-
sation des bifurcations ne sera plus valable. Cette limitation nécessite donc d’effectuer une
analyse de stabilité pour chaque jeu de parametres différent [1], ce qui devient rapidement
fastidieux et cofiteux en temps de calcul. Afin de remédier a cette situation, il est pertinent
de se tourner vers la méthode de suivi de bifurcations appliquée aux modeles industriels

d’aubes.

En effet, la méthode de suivi de bifurcations permet de suivre les bifurcations détectées
selon n’importe quel parameétre du systeme [24,25,27,28]. Les résultats obtenus permettent
donc de mieux comprendre leurs évolutions lorsque les parametres du systeme sont modifiés
dans le but de mieux comprendre comment le systeme se comporte a différents niveaux de
parametres et d’étudier les changements de comportement lorsqu’un parametre clé est modi-
fié. Cela apporterait donc aux industriels des informations qualitatives supplémentaires afin
d’ajuster les parametres dans le but d’optimiser les performances du systeme et d’éviter des
situations critiques. Ces informations permettraient donc d’établir des critéres de conception

qui pourront étre pris en compte des les phases de conception.

Jusqu’a présent, aucune publication n’a été faite sur I'application de cette technique
a des modeles industriels. En effet, contrairement aux modeles académiques, les modeles
industriels d’aubes sont associés a des efforts non linéaires bien plus complexes dont la ges-
tion numérique devient délicate [1]. De plus, la taille des modeles industriels est bien plus
importante que celle des modeles académiques. Pour générer les matrices structurelles du
modele, il est nécessaire de générer un modele réduit, via une méthode de sous-structuration

dynamique comme la méthode de Craig-Brampton, a partir du maillage éléments finis du
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systeme étudié. Ces méthodes de sous-structuration permettent de réduire drastiquement les
dimensions des matrices structurelles du systeme étudié. Une approximation de la dynamique
du systeme complet y est réalisée a ’aide d’une projection des matrices éléments finis sur un
sous-espace réduit de plus petites dimensions. Afin de s’assurer de la qualité de ’approxima-
tion résultante, des études de convergence des modeles réduits sont généralement réalisées.
L’utilisation des modeles réduits permet ainsi de réduire considérablement les temps de cal-
cul afin d’assurer le succes de I'application des méthodes de suivi de bifurcations a de tels

systemes.

L’originalité des travaux de recherche menés durant cette maitrise réside donc dans
le succes de 'application de la méthode de suivi de bifurcations a des systemes industriels.
En d’autres termes, ces travaux ont permis de développer une méthode d’analyse qui était
auparavant utilisée principalement dans un contexte académique a des problemes concrets
dans I'industrie, ce qui est une avancée significative pour la recherche et I’application pratique
de cette méthode. De plus, cette application a permis de générer des informations pratiques
et efficaces sur la dynamique de ces systemes complexes ce qui figure étre un pas en avant
important dans le domaine. Le succes provient de 'utilisation de la régularisation polynomiale
(Annexe A) et du filtrage de Lanczos (Annexe B) pour les lois de contact. Les résultats
obtenus pourraient avoir des implications importantes pour la conception et 'optimisation des
aubes de turbomachines. Les résultats exposés dans ce chapitre ont également été présentés
dans Darticle [47].

5.2 Interaction rotor/stator sur NASA rotor 67

Dans cette section, la stratégie numérique proposée est mise en ceuvre pour ’analyse
non linéaire du rotor 67 de la NASA [48] lorsqu’il subit des contacts structuraux le long de
son extrémité, voir la figure 5.1. Ce modele d’aube a déja été utilisé comme étude de cas
dans divers domaines de recherche [1,11,13]. Le modele mécanique de I'aube et le scénario
de contact envisagé présentés ci-dessous sont identiques a ceux de l'article [21] dans un souci

de cohérence.

5.2.1 Modele d’aube
Le matériau de 'aube est un alliage de titane de grade 5, TA6V (Ti 6Al 4V). Ses
propriétés sont données dans le tableau 5.1.

Le modele géométrique 3D de 'aube ainsi que son maillage éléments finis, représenté

sur la figure 5.1b, sont générés a l'aide du logiciel Salome. Le maillage éléments finis, illustré a



84

BA
@ 19111977970, 0
BF..

P
(b)

FIGURE 5.1 Rotor 67 de la NASA : (a) roue aubagée [3], (b) maillage éléments finis d’'une
aube avec les noeuds frontiéres (@ ) du bord d’attaque (BA) au bord de fuite (BF) [1].

TABLEAU 5.1 Propriétés de l'alliage de titane de grade 5, TA6V (Ti 6Al 4V)

Module d’Young F ‘ Densité p ‘ Coeflicient de Poisson v
108 GPa \ 4400 kg:m—3 \ 0,34

la figure 5.1b, est composé de 129 181 éléments de type pentaedre quadratique et un total de
201 287 nceuds. La procédure de réduction du modele de Craig-Bampton [49,50] est utilisée
afin de générer un modele réduit : ny, = 9 nceuds frontieres sont conservés le long de l'extrémité
de 'aube (@ sur la figure 5.1b) avec 7 = 12 modes d’interface fixe. Le modeéle réduit est donc
composé de gy = 39 ddl. Un coefficient d’amortissement modal &;_p = 1 - 1072 est considéré
pour les deux premiers modes de flexion (1F et 2F), &3, = 5-1072 pour tous les autres modes.

Les fréquences des trois premiers modes propres de 1'aube sont fournies dans le tableau 5.2.

TABLEAU 5.2 Fréquences des trois premiers modes propres d'une aube du rotor 67

Mode | 1F | 2F | 1T
w [rad-s~'] | 2039,78 | 6343,69 | 10745,26
f [Hz] | 324,640 | 1009,63 | 1710,16




85

5.2.2 Scénario de contact : carter circulaire

Le carter entourant le disque aubagé est supposé parfaitement rigide et modélisé par une
enveloppe cylindrique. Les jeux de fonctionnement, notés ¢; sur la figure 5.2, correspondent
a la distance entre un nceud frontiere ( @ ) et le carter ( - ). Ils sont ici considérés comme

constants au repos : pour chacun des ny, nceuds frontieres, ¢; = 4 - 107* m.

FIGURE 5.2 Modélisation de I'interface entre un noeud frontiere ( @ ) et le carter ( -~ ) dans
le cas d'un carter circulaire [4].

Pour initier le contact entre le bout d’aube et le carter, 'aube est excitée selon son
premier mode de flexion, noté 1F. L’amplitude de cette excitation est AMe@,p, ou A est
un facteur d’amplification sans dimension, M est la matrice de masse et ¢,y est le vecteur

propre du premier mode de flexion.
fext (t) = AM@yp cos (wi) (5.1)

Les forces de contact £ sont déterminées a partir de la fonction d’écart g(t) = x(t) —c;
en utilisant une loi de régularisation de contact polynomiale [1]. De plus, pour atténuer le
phénomene de Gibbs, un filtrage Lanczos est appliqué [20]. Il est important de souligner que,
en I'absence de régularisation et/ou de filtrage de Lanczos, le calcul de la CRF et le suivi de
bifurcations deviennent beaucoup plus sensibles du point de vue numérique, voire peuvent ne
pas converger dans le cas de I’étude de systeémes industriels tels que le rotor 67, qui impliquent
des phénomenes de contact. La régularisation et le filtrage de Lanczos des lois de contact
sont donc des éléments essentiels pour garantir la convergence de l'algorithme de suivi de

bifurcations appliqué aux modeles industriels impliquant des phénomenes de contact.

L’aube étant en contact avec le carter, les forces de frottement sec, respectivement
circonférentielle (5.2) et axiale (5.3), sont calculées pour le j-ieme noeud frontiere a l'instant
t;. Un glissement permanent est supposé étant donné la différence d’ordre de grandeur entre

les vitesses relatives et la vitesse d’ensemble du rotor (terme p;w). Les efforts de frottement
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sont donc calculés selon la loi de Coulomb :

o () + pjw

fﬁl,j (ti) = p 3 fgl] (ti) (5.2)
\/(Uf (tz) + pjw> + 1); (tz>2
fou (1) = i () £ () (5.3

H 2
\/(vg? (t:) + pw) + 7 (t:)?

ou p = 0,15 est le coefficient de frottement sec, v? et v, les vitesses circonférentielle et axiale

et pj, la distance radiale du j-ieme nceud frontiere a partir de de 'axe de rotation.

5.2.3 Résultats numériques

La méthodologie de suivi de bifurcations présentée dans la section 3 est implémentée
numériquement en Python 3. A partir d’'une CRF initiale calculée par RL-HBM, le suivi
de bifurcations LP ( ¢ ) et NS ( ¢ ) détectés est effectué en considérant les variations des
parametres clés suivants : 'amplitude adimensionnelle A, le coefficient de frottement pu et les

jeux de fonctionnement c;.

Courbe de réponse en fréquence

Pour obtenir la CRF initiale, les calculs sont d’abord exécutés pour A = 140, u = 0,15
et ¢; = 4-107* m. La convergence des résultats a été attestée pour des valeurs de H = 10
harmoniques et N = 2! instants temporels pour les parameétres numériques RL-HBM. Les
CRF ( — ) obtenues pour les bords d’attaque r1(t) et de fuite ro(t) sont représentées sur la
figure 5.3.

Ensuite, une analyse de stabilité est réalisée afin de discerner les trongons de branches
stables ( — ) et instables ( -- ) ainsi que leur délimitations associées aux différentes bifur-
cations détectées. Au total, 4 LP ( ¢ ) sont détectés et notés LP; avec ¢ € {1,--- ,4} sur la
figure 5.3 ainsi que 6 NS ().

Sur une période T, les signaux temporels des déplacements ||7;(¢)|| et des forces non
linéaires [|f,,;;(t)|/cc & la résonance non linéaire (LP3) sont représentés sur la figure 5.4.
Les signaux au bord d’attaque sont représentés par une ligne continue, tandis que ceux
au bord de fuite sont représentés par une ligne en pointillés. On observe une tres bonne
concordance entre les déplacements obtenus par intégration temporelle ( — ) et par RL-
HBM ( — ). Le maximum atteint par le signal de déplacement ||71(t)||« est de 1,42 mm en

valeur absolue et par ||79(t)||s de 0,89 mm, ce qui est en accord avec les valeurs obtenues
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) du bord d’attaque et de fuite du Rotor 67 pour A = 140,

sur les CRF représentées sur la figure 5.3. Par ailleurs, sur la figure 5.4b, on peut observer

une différence entre les signaux des efforts non linéaires obtenus par intégration temporelle

et ceux obtenus par RL-HBM. Dans les calculs menés, il a été constaté que la convergence

des déplacements et des efforts non linéaires ne se produit pas simultanément. En effet, les

déplacements convergent en premier lieu, suivis par la convergence des efforts non linéaires.

Par conséquent, la valeur H = 10 permet d’atteindre une convergence des déplacements, mais

pas une convergence des efforts non linéaires. Pour obtenir la convergence des efforts non

linéaires, il serait nécessaire d’augmenter le nombre d’harmoniques, par exemple en utilisant

H—

[|7i(#) |0 [omm]

30.

0,4

0
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Y

/2
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(a) déplacements

[ feni ()] oo [KN]

2.8
2,1
1,4
0,7

0

(b) forces non linéaires

FI1GURE 5.4 Signaux temporels des déplacements et des forces non linéaires obtenus a LP;

par intégration temporelle (BA — / BF --) et par RL-HBM (BA

/BF --).
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Afin d’illustrer plus clairement 'importance des valeurs de H et N, les coefficients de
Fourier de la solution de résonance non linéaire (LP3) sont représentés sur la figure 5.5. Cet
histogramme indique que les principales contributions concernent ’harmonique aq (=3 ) ainsi
que les harmoniques a; (mm ) et b; (=3 ) pour i € {1,2,4,5}. Pour cette solution particuliére,

les contributions des harmoniques supérieures a 6 sont négligeables.

oo

[=p}

\V]

Valeur absolue [x10~%m]
o~

o

FIGURE 5.5 Coeflicients de Fourier ap (=3 ), (ay, ..., ag) (mm ) et (by, ..., by) (m=m) de
[|71(t)||s (& gauche) et ||rg(t)||o (& droite) a LPs.

Suivi de bifurcations

Les LP (o) et NS (@) détectés sur la CRF initiale (voir figure 5.3) sont suivis en fonction
des trois parametres de contrdle suivants : 'amplitude adimensionnelle A, le coefficient de

frottement p et les jeux de fonctionnement c;.

Amplitude adimensionnelle A Le suivi de bifurcations de LPy/LP3 ( — ), LP;/LP, (
) et des NS ( — ) sont représentés sur la figure 5.6. La figure 5.6 montre que la courbe de
suivi de bifurcations de LPy est la méme que celle de LP3 et que celle de LP; est la méme

que celle de LPy.

Afin de valider les résultats obtenus par suivi de bifurcations, plusieurs CRF ( — ) sont
calculées pour différentes valeurs de A : A € [20,40, 60, 80, 100, 120], et représentées sur la
figure 5.6. En comparant les résultats du suivi de bifurcations aux bifurcations détectées sur
les CRF, les courbes ( — ) et ( -~ ) passent par les points de bifurcation ( © ) des CRFs (

).

En observant les CRF ( — ) obtenues pour chaque valeur de A, une discontinuité entre
la CRF principale pour A = 40 et celle pour A = 60 peut étre observée. Pour A = 20
et A = 40, des branches isolées de solutions ne semblent pas avoir été calculées. En effet,

I'initialisation faite pour le calcul de la CRF principale ne permet pas d’accéder a des branches
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FIGURE 5.6 Suivi de bifurcations LP (/- ) et NS ( — ) des bords d’attaque et de fuite
du rotor 67 entre A = 20 et A = 140.

de solutions isolées. Pour les calculer, il faut initialiser la procédure de calcul d'une CRF
avec un point proche de cette branche isolée de solutions. Pour cela, un point de la courbe
de suivi de bifurcations ( — ) proche de cette branche isolée de solutions est considéré. Les
branches isolées de solutions calculées ( — ) sont représentées sur la figure 5.6. En comparant
les résultats du suivi de bifurcations aux bifurcations détectées sur les branches isolées des

solutions, les courbes (-~ ) et (-~ ) passent par les points de bifurcation ( 0 ).

Les courbes de suivi de bifurcations LP de la figure 5.6 sont projetées sur le plan (w, A),
comme illustré sur la figure 5.7. Lorsque A augmente, un minimum local sur cette courbe
correspond a l'apparition de branches isolées de solutions ( v ). Au contraire, les maxima
locaux (4 ) correspondent a des zones ot des branches isolées de solutions fusionnent entre
elles ou avec la CRF principale. La figure 5.7 met en évidence 'existence de cinq familles de

branches isolées de solutions, notées Z; avec i € {1,--- ,5}.

Pour les faibles valeurs de A, les parametres pour lesquels apparaissent les trois branches

isolées de solutions (Z;,Z,,Z3) sont répertoriés dans le tableau 5.3.

Au fur et a mesure que A augmente, ces branches isolées de solutions fusionneront
progressivement en de plus grandes branches de solutions pour les parametres répertoriés
dans le tableau 5.4.

Lorsque les valeurs de A atteignent ou dépassent 56,69 (A > 56,69), toutes les branches

isolées de solutions ont fusionné avec la CRF principale et aucune branche isolée de solutions
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FIGURE 5.7 Projection de la figure 5.6 sur le plan (w,A)

TABLEAU 5.3 Apparition de branches isolées de solutions

Apparition | w [rad-s™!] | A [0]
7 218531 | 4.49
I 2565,77 13,03
13 2665,37 26,03

TABLEAU 5.4 Fusion de branches isolées de solutions

Fusion w [rad-s™'] | A [0]
Iy=1,+ 13 267791 27,68
Is=1,+1, 2507,32 38,68

CRF = CRF +Z; 2118,13 | 56,69

n’est prédite. Cette conclusion est basée sur 1'observation de la figure 5.7, ou aucune zone
contenant des branches isolées de solutions n’est visible. Par conséquent, si A < 56,69, la
résonance non linéaire est portée par une branche isolée de solution, tandis que si A > 56,69,
elle est portée par la CRF principale (voir figure 5.6). La valeur de A = 56,69 doit donc
étre considérée comme une valeur critique, car si A < 56,69 et que l'existence de la branche
isolée de solutions n’est pas connue, la résonance non linéaire semble étre portée par la CRF
principale a faible amplitude, alors qu’en réalité, elle est portée par une branche isolée de

solutions a une amplitude beaucoup plus élevée (voir figure 5.6).

Les résultats obtenus mettent en évidence le potentiel du suivi de bifurcations a des fins
de conception structurelle. En effet, le suivi de bifurcations permet de détecter des branches

isolées de solutions, qui peuvent également étre détectées par une méthodologie complétement
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différente basée sur le principe de Melnikov [4]. Cependant, le suivi de bifurcations offre
un avantage supplémentaire en fournissant des informations précises sur les points ou les
branches isolées de solutions naissent ainsi que sur les points ot elles fusionnent avec la CRF
principale. De plus, cette approche offre des informations qualitatives supplémentaires sur

I'influence de A.

Coefficient de frottement i Le suivi de bifurcations LP ( — ) et NS ( — ) lorsque le

coefficient de frottement p varie sont illustrés sur la figure 5.8.

|71 () ]oc [mm]

[I79(#)]] o [mm]

(a) bord d’attaque (b) bord de fuite

FIGURE 5.8 Suivi de bifurcations LP ( — ) et NS ( — ) des bords d’attaque et de fuite du
rotor 67 entre p = 0,3 et u = 0.

Afin de valider les résultats obtenus par suivi de bifurcations, plusieurs CRF ( — ) sont
calculées pour différentes valeurs de p : € [1-107%;0,025;0,05;. . .;0, 2], comme représenté

sur la figure 5.8.

A partir de > 0,2, les paramétres numériques sélectionnés ne permettent plus de
calculer la CRF. Il faudrait probablement augmenter le nombre d’harmoniques (actuellement
H = 10) pour obtenir des résultats précis pour u > 0,2. Bien que de tels résultats puissent étre
intéressants d’'un point de vue académique, ils sortent du cadre industriel car les coefficients
de frottement typiques dans de tels contacts aube/carter sont généralement inférieurs a 0,15.
Néanmoins, méme avec H = 10, le suivi de bifurcations de LP3/LP, ( ) parvient a
converger. Des amplitudes de vibration tres élevées et une forme complexe de la courbe de

suivi de bifurcations soulignent la complexité des phénomenes de vibration se produisant
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pour p > 0,2.

Jeux de fonctionnement ¢; Le suivi de bifurcations LP () et NS ( — ) sont représentés

sur la figure 5.9.

é J_— o / i 2 e .
2 N f
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022,57 2200 SRR P o
34 401700 3.4 401700
¢j [x107™m]| w [rad-s™] ¢; [x10~*m] w [rad-s~1]
(a) bord d’attaque (b) bord de fuite

FIGURE 5.9 Suivi de bifurcations LP (/) et NS ( — ) des bords d’attaque et de fuite
du rotor 67 entre ¢; = 1-107*m et ¢; = 4 - 10~*m.

Le suivi de bifurcations de LP3 est particulierement intéressant. En effet, la courbe de
suivi de LPj ( ) se retourne et revient & ¢; = 4 - 107" m vers un LP qui n’appartient pas
a la CRF principale. Des calculs RL-HBM supplémentaires a partir de ce LP donnent une
branche isolée de solutions ( — ). Le suivi de bifurcations ( -~ ) du second LP appartenant
a cette branche de solution isolée donne un autre LP appartenant a une seconde branche
isolée de solutions ( ). Dans cette configuration particuliere, le suivi de bifurcations par
rapport au jeu aube/carter conduit ainsi a des branches isolées de solutions présentant des

amplitudes vibratoires tres élevées qui n’auraient pu étre prédites autrement.

Afin de valider les résultats obtenus par suivi de bifurcations, plusieurs CRF ( )
et branches isolées de solutions ( ) sont calculées pour différentes valeurs de ¢; : ¢; €
[1,0;1,6;2,2;2,8;3,4;4,0] - 107* m, illustré sur la figure 5.9. En comparant les résultats du
suivi de bifurcations aux bifurcations détectées sur les CRF, les différentes courbes de suivi
de bifurcations passent par les points de bifurcation ( © ) détectés sur les CRF ( — ) et sur

les branches isolées de solutions ( — ). Il en est de méme pour le suivi de bifurcations NS.

En regardant la projection des courbes de suivi de bifurcations sur le plan (w,c¢;),
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voir figure 5.10, il est possible d’observer plus clairement les valeurs de c¢; pour lesquelles des
branches isolées de solutions sont prédites. De maniere similaire a I’analyse effectuée ci-dessus

par rapport a ’amplitude adimensionnelle A, deux domaines—mnotés Z; et Zo—présentant des

branches isolées de solutions sont mis en évidence.

1,0 . -
1,6 | ¢ § ¢
) |
T 220 f s b
X 28 : L
< | |
34| ¢ | 1
40 4 |l L
2100 2300 2500 2700 2900 3100 3300
w [rad-s71]

FIGURE 5.10 Projection de la figure 5.9 sur le plan (w, ¢;)

Ces résultats soulignent la complexité de la dynamique du rotor 67 de la NASA lorsqu’il
subit des contacts aube/carter. Si 'analyse se limite aux résultats RL-HBM, les amplitudes
de vibration a la résonance non linéaire semblent diminuer de ¢; = 0,4 mm a ¢; = 0,22 mm

avant qu’'une augmentation soudaine ne soit mise en évidence pour des valeurs inférieures de

¢j, voir les courbes ( — ) et ( — ) sur la figure 5.9 et sur la projection représentée sur la
figure 5.11.
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FIGURE 5.11 Projection de la figure 5.9a sur le plan (w, ||r1(f)||~). Résultats pour des jeux
de fonctionnement entre ¢; =1-10"*m et ¢; = 4-10~*m.
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Cependant, grace a la stratégie de suivi de bifurcations proposée et a la prédiction de
branches isolées de solutions, une diminution tres cohérente des amplitudes de vibration a la

résonance non linéaire est observée lorsque ¢; diminue.

5.2.4 Bénéfices industriels

Le jeu aube/carter a longtemps été considéré comme un parametre clé des interactions
aube/carter. Avec le développement de méthodologies numériques avancées et 'approche de
suivi de bifurcations proposée, il est maintenant possible de confirmer qu’il existe des branches
isolées de solutions avec des amplitudes de vibration extrémes liées a ce parametre. Pour la
configuration d’intérét sur le rotor 67 de la NASA, I'approche proposée permet d’identifier
spécifiquement deux branches de solutions isolées ( ) non détectées auparavant dont
la pertinence a été confirmée par comparaison directe avec les résultats d’intégration tem-
porelle (@ ), voir figure 5.12. Les résultats obtenus par intégration temporelle ( ® ) ont
ainsi été utilisés pour effectuer une vérification croisée avec les résultats obtenus par RL-
HBM (—/—). Pour cela, différentes initialisations de 'intégrateur temporel ont été prises
en compte, y compris des initialisations nulles ainsi que certaines proches des branches de
solutions obtenues par RL-HBM. Malgré les différences dans les lois de contact entre 1’al-
gorithme d’intégration temporelle et la RL-HBM, une corrélation a été observée entre les
résultats. Cependant, il convient de noter qu’aucun point d’intégration temporelle ne se po-
sitionne sur certaines portions des branches de solutions obtenues par RL-HBM, en raison
notamment de la probable instabilité de ces branches. Cette comparaison entre les résultats
obtenus par intégration temporelle et par RL-HBM permet de renforcer la pertinence des
résultats obtenus par RL-HBM.

5.3 Interaction rotor/stator sur NASA rotor 37

Dans cette section, la stratégie numérique proposée est appliquée a I’analyse non linéaire
du rotor 37 de la NASA [51], illustré sur la figure 5.13, lorsqu’il est soumis a des contacts
structuraux le long de son extrémité. Ce modele d’aube est utilisé comme cas test dans
divers domaines de recherche [51,52]. Le modele mécanique de 'aube et le scénario de contact

envisagés, présentés ci-dessous, sont identiques a ceux de la these [1] pour assurer la cohérence.
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FIGURE 5.12 CRF ( — ) des bords d’attaque et de fuite de la pale du rotor 67 pour A = 140,
p=0,15et ¢; = 4-107* m avec les isolats détectées ( — ) et les résultats d’intrégation
temporelle (® ).

FIGURE 5.13 Rotor 37 de la NASA : (a) roue aubagée [5], (b) maillage éléments finis d’une
aube avec les noeuds frontieres ( @ ) du bord d’attaque (BA) au bord de fuite (BF) [1].

5.3.1 Modéle d’aube

L’aube est fabriquée a partir d’un alliage de nickel de grade 200, connu sous le nom de
18-Ni200-maraging. Les propriétés de ce matériau sont répertoriées dans le tableau 5.5. Le
modele Conception Assistée par Ordinateur (CAQO) de I'aube, ainsi que son maillage éléments

finis (voir figure 5.13b), sont générés a I'aide du logiciel Salome. Le maillage éléments finis,
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TABLEAU 5.5 Propriétés de 'alliage de nickel de grade 200, 18-Ni200-maraging

Module d’Young E ‘ Densité p ‘ Coefficient de Poisson v ‘ Limite élastique o,
108 GPa | 8000 kg-m ™ | 0,3 | 1,38 GPa

illustré sur la figure 5.13b, est composé de 1800 éléments de type pentaedre quadratique,
avec un total de 5745 noeuds. Pour réduire le modele, la méthode de Craig-Bampton [49, 50]
est utilisé : 8 nceuds frontieres le long de 'extrémité de 'aube ( @ sur la figure 5.13b), sont
considérés avec n = 10 modes internes. Ainsi, le modele réduit est composé de gy = 34 ddl.
Un coefficient d’amortissement modal £;_5 = 1x 1073 est pris en compte pour le premier mode
de flexion (1F) et de torsion (1T), tandis que &4 = 5 X 1072 est utilisé pour tous les autres

modes. Les trois premieres fréquences propres de I'aube sont fournies dans le tableau 5.6.

TABLEAU 5.6 Fréquences des trois premiers modes propres d'une aube du rotor 37

Mode | 1F | 1T | 2F
w [rad-s~'] | 5272,30 | 15760,5 | 19071,3
[ [Hz] | 839,10 | 25084 | 30353

5.3.2 Scénario de contact : carter déformé

Le présent scénario de contact suppose une déformation du carter ( -s- ), comme illustré
sur la figure 5.14. Cela permet de modéliser un scénario ou le carter se déforme en réponse
aux variations de température, notamment dans les phases de "taxi". Cette modélisation fait
ainsi apparaitre deux lobes symétriques ot le contact aube/carter se produit. D’une part, les
jeux de fonctionnement, représentés par les distances c¢; sur la figure 5.14, correspondent a la
distance entre un noeud frontiere de I'aube (@ ) et le carter s’il était parfaitement circulaire (
-- ). D’autre part, les pénétrations du profil du carter sont modélisées par le parametre p;. Ce
parametre permet de définir la distance entre le cercle ( -- ) ou se trouve le noeud frontiere (
0 ) et le cercle ( -- ) inférieur sur lequel se trouve le sommet du lobe. Cette modélisation
du contact aube/carter a permis de générer des informations pratiques et efficaces sur la
dynamique de ces systémes complexes. Il convient de noter que l'initialisation du contact
entre I'extrémité de ’aube et le carter se fait par la déformation du carter, sans tenir compte

d’un quelconque effort extérieur.

Les forces de contact fgl associées a ce type de modélisation sont détaillées dans la
these [1]. Etant donné que 'aube est en contact avec le carter, les forces de frottement

sec, respectivement circonférentielle (5.2) et axiale (5.3), sont calculées pour le j-ieme noeud
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FIGURE 5.14 Modélisation de I'interface entre 'extrémité de 'aube ( @ ) et le carter ( - )
dans le cas d'un carter déformé, tirée de [1].

frontiere a l'instant t;. Il est supposé qu’il y a un glissement permanent en raison des vitesses

relatives élevées impliquées.

5.3.3 Résultats numériques

Dans un premier temps, une CRF initiale est calculée en utilisant la méthode RL-HBM,
et les bifurcations LP ( ¢ ) sont détectées sur cette CRF. Par la suite, le suivi de bifurcations
LP est réalisé selon différents parametres clés : les jeux de fonctionnement c;, les pénétrations

p; et le coefficient de frottement .

Courbe de réponse en fréquence

Les calculs sont d’abord réalisés avec les valeurs des paramétres suivants : ¢; = 4-1074
m, p; = 1,25-107* m et o = 0,15. La convergence des résultats a été attestée pour des valeurs
de H = 40 harmoniques et N = 210 instants temporels pour les parameétres numériques de
la RL-HBM. Les CRF ( — ) obtenues pour les bords d’attaque et de fuite sont représentées
sur la figure 5.15.

Ensuite, une analyse de stabilité est réalisée afin de discerner les trongons de branches
stables et instables ainsi que leur délimitations associées aux différentes bifurcations détectées.
Au total, 4 bifurcations de type LP ( ¢ ) sont détectés.

Suivi de bifurcations

Les bifurcations LP ( ¢ ) détectés sur la CRF (voir figure 5.15) sont ensuite suivis
en fonction des trois parametres de controle suivants : les jeux de fonctionnement c;, les

pénétrations p; et le coefficient de frottement p.

Jeux de fonctionnement ¢; Les résultats du suivi de bifurcations LP ( ) selon ¢;
sont représentés sur la figure 5.16. Les résultats obtenus révelent que le lieu de la résonance

principale augmente a mesure que le jeu de fonctionnement ¢; augmente. Afin de valider les
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FIGURE 5.15 CRF initiale ( — ) du bord d’attaque et de fuite du Rotor 37 pour ¢; = 4-10~*
m, p; = 1,25-107* m et u = 0,15. Bifurcations LP (¢ ) détectées.
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FIGURE 5.16 Suivi de bifurcations LP ( ) des bords d’attaque et de fuite du rotor 37
entre ¢; =2,5-107* m et ¢; =12,5-107* m.

résultats du suivi de bifurcations, plusieurs CRF ( — ) sont calculées pour différentes valeurs
de ¢; : ¢; € [2,5;7,5;10,0;12,5] - 10~* m, comme illustré sur la figure 5.16. En comparant les
résultats du suivi de bifurcations avec les bifurcations détectées sur les CRF, les différentes
courbes de suivi de bifurcations passent bien par les points de bifurcation ( © ) détectées sur
les CRF ( — ).
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Pénétration p; Les résultats du suivi de bifurcations LP (-~ ) selon ¢; sont représentés

sur la figure 5.17. Les résultats obtenus démontrent que le lieu des bifurcations LP subit peu
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FIGURE 5.17 Suivi de bifurcations LP ( ) des bords d’attaque et de fuite du rotor 37
entre p; = 0,5-107* met p; = 1,5-107* m.

de variations a mesure que la pénétration p; varie. Afin de vérifier la validité des résultats
du suivi de bifurcations, plusieurs CRF ( ) sont calculées pour différentes valeurs de p; :
p; €[0,5;0,75;1,0;1,5] - 10~* m, comme illustré sur la figure 5.17. En comparant les résultats
du suivi de bifurcations avec les bifurcations détectées sur les CRF, il est remarqué que les
différentes courbes de suivi de bifurcations passent effectivement par les points de bifurcation
(o) détectés sur les CRF ( — ).

Coefficient de frottement ;¢ Les résultats du suivi de bifurcations LP () selon p sont
représentés sur la figure 5.18. Les résultats obtenus révelent que les valeurs ||r;(t)||o et w
de la résonance principale augmentent de maniere significative a mesure que le coefficient de
frottement p diminue. Plusieurs CRF ( ) sont calculées pour différentes valeurs de p :
p € 10,10;0,11;0,12;0,13; 0,14], comme illustré sur la figure 5.18, afin de valider les résultats.
Les différentes courbes de suivi de bifurcations () passent bien par les points de bifurcation

(0 ) détectées sur les CRF ( — ) ce qui confirme la validité des résultats.
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CHAPITRE 6 CONCLUSION GENERALE ET PERSPECTIVES

6.1 Synthese des travaux

Ce mémoire met en avant le succes de 'application du suivi de bifurcations a des
systemes industriels de grande échelle. Il est démontré que l'utilisation de la méthode de
I’équilibrage harmonique associée a une régularisation des lois de contact et a un filtrage
de Lanczos s’avere particulierement bien adaptée pour mettre en ceuvre des stratégies de
suivi de bifurcations sur des systemes industriels. Les résultats obtenus mettent en évidence
la robustesse de I'approche proposée pour le suivi de bifurcations, quel que soit le systeme

étudié, y compris les systemes industriels.

D’une part, les résultats présentés dans ce mémoire mettent en évidence I'évolution des
bifurcations lorsqu’un parametre du systeme industriel est modifié, tel que le coefficient de
frottement, 'amplitude de forcage ou les jeux de fonctionnement pour des non linéarités de
type contact aube/carter. Ces résultats approfondis et originaux permettent d’obtenir une
meilleure compréhension de I'influence de ces parametres sur les bifurcations observées. Cette
compréhension approfondie des parametres du systeme facilite une meilleure appréhension
de la dynamique de ces systemes et permet d’identifier les conditions dans lesquelles les

bifurcations se produisent.

D’autre part, il convient de souligner que I'approche proposée dans ce mémoire offre
la possibilité de détecter des branches isolées de solutions. Contrairement a d’autres métho-
dologies qui se concentrent exclusivement sur ces branches isolées de solutions, 'approche
proposée permet d’identifier de maniere efficace les zones de l’espace de conception ou de
telles branches isolées de solutions peuvent émerger. Cette capacité prédictive permet d’élar-
gir considérablement la compréhension des comportements dynamiques du systeme étudié,

ouvrant ainsi la voie a de nouvelles opportunités en termes d’optimisation et de conception.

En conclusion, ces travaux de recherche ont apporté une contribution importante quant
a 'application du suivi de bifurcations sur des systémes industriels de grandes dimensions.
Les résultats obtenus confirment la pertinence et la robustesse de la méthode d’équilibrage
harmonique de Lanczos régularisé. Les analyses approfondies des parametres du systéme et la
capacité de prédire les branches isolées de solutions représentent des avancées significatives
dans le domaine de la dynamique des systemes complexes. Ce travail ouvre la voie a de
futures recherches visant a approfondir la compréhension des bifurcations dans les systemes

industriels et a exploiter pleinement leur potentiel pour I'optimisation et la conception de ces
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systemes.

6.2 Publication

Les travaux de maitrise présentés dans ce mémoire ont donné lieu a la publication

suivante :

1. article [47] accepté pour publication dans le Journal of Engineering for Gas Turbines
and Power apres relecture de ’acte soumis pour la conférence ASME Turbo Expo
2023 : C. Delbé, Y. Colaitis et A. Batailly, "Application of numerical bifurcation

tracking strategy to blade-tip/casing interactions in aircraft engines";

6.3 Ameéliorations futures

Plusieurs améliorations futures peuvent étre envisagées pour résoudre les problemes

identifiés et améliorer les performances de calcul lors du suivi de bifurcations.

Tout d’abord, il sera essentiel d’examiner attentivement le processus du suivi de bifurca-
tions BP, car il a été constaté que cette méthode fonctionnait seulement de maniere partielle.
Il a été supposé que ce probléme était lié au terme de pénalité associé. Par conséquent, il
sera nécessaire d’analyser en détail ce parametre et d’apporter les modifications nécessaires

pour résoudre les problemes de la procédure de suivi.

Le suivi de bifurcations de doublement de période, également connues sous le nom
de Period Doubling (PD) en anglais, n’a pas été implémenté. Cependant, la méthodologie
associée au suivi des PD est tres similaire a celle utilisée pour le suivi de bifurcations Neimark-
Sacker (NS), a I'exception du fait que k = w/2. Par conséquent, il serait relativement rapide

d’implémenter cette modification et d’étre ainsi en mesure de suivre ces bifurcations.

Un autre aspect a prendre en compte concerne le débuggage de 'algorithme d’élimina-
tion par bloc pouvant étre utilisé dans le processus de suivi de bifurcations. Il a été supposé
que le probleme découlait du terme de pénalité associé. Il est essentiel de comprendre les
éventuelles erreurs ou instabilités qui peuvent se produire a cette étape. Par conséquent, il
est nécessaire d’analyser minutieusement ce parametre et d’apporter les ajustements requis
pour résoudre les problémes rencontrés. Une fois I'algorithme d’élimination par bloc débugué,
il sera possible de I'utiliser et d’améliorer globalement les performances du suivi de bifurca-
tions. Il sera aussi intéressant de développer la théorie de la procédure d’élimination par bloc

pour le suivi NS.

Ensuite, une attention particuliere pourra étre accordée a I'optimisation du calcul des
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matrices jacobienne lors du processus de correction. Il a été observé que le suivi de bifurcations
pouvait étre assez long, notamment pour les bifurcations NS. En explorant des approches
alternatives pour le calcul des matrices jacobienne, il sera possible de réduire le temps de
calcul et d’améliorer 'efficacité du suivi de bifurcations. Par exemple, les matrices pourraient
étre calculées analytiquement, ce qui demanderait un lourd travail de développement, ou
une routine de différenciation automatique pourrait étre intégrée au code comme c’est le
cas aujourd’hui pour les réseaux de neurones profonds via des librairies Python comme Jax

(fortement compatible avec la librairie numpy), tensorflow ou encore pytorch.

Il a été observé que dans certains cas, lors du suivi d’une bifurcation détectée, désignée
par By, la trajectoire de suivi pouvait finalement rejoindre une autre bifurcation détectée,
notée By. Sil’on suit toutes les bifurcations détectées, il est alors possible de calculer plusieurs
fois une méme trajectoire de suivi. Par exemple, en suivant les bifurcations By et Bs, on
obtiendra la méme trajectoire de suivi de bifurcations. Par conséquent, il serait intéressant
de mettre en place une automatisation pour éviter le suivi de doublons. Par exemple, si le

suivi de By conduit & B, il sera inutile de poursuivre avec le suivi de B,.

Pour finir, une amélioration future consisterait a automatiser la détection des branches
isolées de solution. Actuellement, cette tdche nécessite une intervention manuelle ou une
analyse approfondie des données pour identifier ces branches. En développant des algorithmes
de détection automatique des branches isolées de solution, il serait possible de simplifier et

d’accélérer considérablement le processus d’analyse.

Tel que mentionné dans le document, il est essentiel d’obtenir une détection précise des
bifurcations afin de pouvoir initialiser le suivi de bifurcations. Pour atteindre cet objectif, il est
nécessaire de réduire les parametres € et ds,.x, Ce qui entraine une augmentation significative
des temps de calcul de la CRF. Ainsi, il serait intéressant d’automatiser un raffinement du
calcul des points de la CRF spécifiquement autour des bifurcations, de maniere a ne raffiner
que les zones d’intérét plutot que I'ensemble de la CRF. Ce processus permettrait donc de
maintenir des temps de calcul raisonnables pour la CRF tout en garantissant une détection

précise des bifurcations.

Dans certaines situations, lors du suivi de bifurcations, il peut arriver que la trajectoire
de suivi forme une boucle fermée. Cependant, actuellement, cette situation n’est pas prise en
compte, ce qui entraine une répétition du calcul de la boucle plusieurs fois. Or, le code de
la CRF est capable de détecter les boucles fermées a 1’aide des variables & et w, notamment
pour le calcul des branches isolées de solutions. Il serait donc bénéfique d’adapter la détection
automatique existante afin de prendre en compte le parametre v et d’arréter le suivi de

bifurcations dés qu’une boucle est détectée, afin d’éviter cette répétition inutile.
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L’analyse de stabilité, bien que relativement peu évoquée dans ce mémoire, constitue
encore a ce jour un réel défi numérique. En effet, le calcul des quantités de Floquet permettant
d’emettre un verdict quant a la stabilité des solutions, et par conséquent des bifurcations, est
particulierement délicat. Il est ainsi possible que des bifurcations soient détectées mais qu’en
réalité elles ne soient pas de véritables bifurcations. Il s’agit alors de faux positifs. En essayant
de suivre ces bifurcations, le code ne parvient pas a converger. Il serait donc intéressant
d’automatiser le tri des bifurcations détectées, afin de ne conserver que les bifurcations réelles

et ainsi éviter de suivre les fausses bifurcations.

Pour finir, il serait intéressant de travailler sur le processus de post-traitement des
résultats afin d’afficher d’autres quantités que les déplacements, telles que les vitesses, les
efforts non linéaires ou les énergies. Cette extension permettrait d’obtenir une visualisation
plus complete des différentes données du systeme lorsque la pulsation w et le second parametre

de controle v évoluent.
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ANNEXE A REGULARISATION POLYNOMIALE DES EFFORTS DE
CONTACT

Dans cette annexe, je vais expliquer brievement la régularisation polynomiale. Par dé-

finition, une loi de contact s’exprime de la maniere suivante :

{fn1=OSix<d )

r=d si fu>0

Si le déplacement est inférieur a la distance d a laquelle se situe l'obstacle (x < d), Ueffort
de contact est nul (f, =0). En revanche, si Ueffort de contact n’est pas nul (fy > 0), le
déplacement est égal a d (z = d). Cette loi de contact () est représentée sur la figure A.1.

Cependant, cette loi de contact pose un probléme car elle n’est pas dérivable au point = = d,

fnl

F1GUrRE A.1 Effort de contact, tirée de [1]

ce qui peut entrainer des difficultés lors de la résolution numérique.

Pour remédier a cette limitation, une autre approche est adoptée, celle de la loi de

pénalité bilinéaire, dont la définition est donnée ci-dessous :

0 si x<d
= A2
Ju {knx si x>d (A.2)

Dans cette approche, si le déplacement est inférieur a la distance d (z < d), leffort de contact
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est nul (fy = 0). En revanche, si le déplacement est supérieur a la distance d (z > d), U'effort
de contact devient linéairement proportionnel au déplacement tel que f, = k,x avec k,, re-
présentant la raideur de pénalité. Cette loi ( ) est représentée sur la figure A.1. Cependant,
méme avec cette approche, la fonction de contact reste non dérivable au point x = d, ce qui

peut poser des problemes numériques.

Afin de remédier a cette non-différentiabilité, la loi de pénalité bilinéaire est régularisée

a I'aide d'une fonction polynomiale (A.3).

f<>¢ I A3

2 2

Cela signifie qu'une fonction polynomiale est utilisée pour régulariser la transition entre
I’absence et la présence de contact. La régularisation est controlée par un parametre de

lissage, noté ,,. Cette approche ( — ) est représentée sur la figure A.1.

L’introduction de cette régularisation permet a la loi de contact d’étre continue et dé-
rivable afin de remédier aux probléemes de non-différentiabilité associés aux lois de contact
traditionnelles ce qui améliore considérablement le comportement numérique du solveur uti-
lisé. Ainsi, la régularisation polynomiale rend la loi de contact plus adaptée aux méthodes de

résolution numérique, en assurant une convergence plus stable et des résultats plus précis.
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ANNEXE B FILTRAGE DE LANCZOS

Dans cette annexe, je vais expliquer brievement le filtrage de Lanczos. Supposons que
nous souhaitons approximer une fonction en dents de scie ( — ). Une approche courante
consiste a utiliser une série de Fourier avec un nombre élevé d’harmoniques, par exemple
H = 50. Cependant, cette méthode peut conduire a des résultats insatisfaisants, car le signal
approximé ( ) présente souvent des oscillations indésirables, connues sous le nom de

phénomenes de Gibbs.

FIGURE B.1 Approximation par série de Fourier ( — ) et par filtrage de Lanczos ( — ) d’une
fonction en dents de scie ( — ), tirée de [1].

Pour atténuer ces oscillations et obtenir une approximation plus précise de la fonction
en dents de scie, un filtre est appliqué a la série de Fourier en multipliant chaque coefficient

de Fourier par le coefficient de filtrage correspondant o;.
falw, x, &) ~ fao +Z {a?l cos (jwt) + b} sin (jwt)} (B.1)

Ce coefficient de filtrage est déterminé a partir du sinus cardinal, connu sous le nom de filtre

o; = sinc (Hi—l) (B.2)

En appliquant le filtrage de Lanczos, les oscillations indésirables sont atténuées, voire

de Lanczos.
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éliminées. Cela permet de mieux représenter la fonction en dents de scie et d’obtenir un résul-
tat plus précis et fidele a la fonction d’origine, en éliminant le phénomene de Gibbs. Le filtrage
de Lanczos joue ainsi un role essentiel dans I'amélioration de la qualité des approximations

de fonctions présentant des discontinuités.



ANNEXE C ORGANIGRAMME DU CODE DE SUIVI DE
BIFURCATIONS

’ Calcul de la Courbe de Réponse en Fréquence initiale par RL-HBM (module hbm_crf du code hbm_contact) ‘

v

Détection des bifurcations (LP, BP, NS & PD) sur la CRF initiale

v

Récupération des informations de la bifurcation a suivre
Vecteur fréquentiel / Pulsation / Second paramétre de controle

v

’ Calcul du vecteur propre et de la valeur propre du point de bifurcation ‘

Construction du vecteur d'initialisation du suivi de bifurcation

v

’ Initialisation du calcul du 1er point de bifurcation ‘

Construction du vecteur d'initialisation

v

Construction de la matrice et du vecteur du systeme algébrique
Calcul et application de la correction

éoxe ~><ka><=kmax @
> kmax
<e

v

’ Initialisation du calcul du 2nd point de bifurcation ‘

Construction du vecteur d'initialisation

v

Construction de la matrice et du vecteur du systeme algébrique
Calcul et application de la correction
@Q >e 4)<k?—><= kmax @
<e

> kmax

v

Initialisation du calcul du iéme point de bifurcation (k=0)
Calcul du vecteur prédicteur du ieme point de bifurcation par la méthode la sécante [€— > min ds < min

Calcul du résidu du vecteur prédicteur

3

k=k+1 )«

Construction de la matrice et du vecteur du systeme algébrique

dans domaine Calcul et application de la correction <= max
@ < max 4—?7<e4—é+>e<max >max —
) > max
hors domaine > max

FiGure C.1 Organigramme du code de suivi de bifurcations
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ANNEXE D CALCUL DE LA DERIVEE SECONDE DES EFFORTS NON
LINEAIRES

Dans un premier temps, on va dériver f,(t) par rapport a 7 :

210, 09(t)
otu(t) _ "oz, M om0V

ox, 2 2
) (5 20) v

t
On cherche maintenant a calculer a{gf ) avec g(t) = z(t) — d(t) et d(t) indépendant de

z
o @ _oslt)—d) _as0
dg(t Ox(t) — d(t ox(t
= = D.2
07 07 oy 0:2)
n(2H+1)
Pour rappel, on a z(t) = Y y;&; d'ou
i=1
Ox(t)
)~ 0.3)
Au final, il vient :
2
Ofu(t) _ knyi(t) + kn”ui(t)g(t) (D.4)

(%l 2 2
4\l kng(t)> + €,2
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O ful(t
Dans un second temps, on va dériver fni( ) par rapport a T, :
T

annl(t) o 0 knyl(t kn2yl(t g(t
= — +
0T, T, 0%, 2 g(t) 2
(an ) + €2

(D.5)

Ahepy (D)ym (1)

i 16 Kkng(t>>2+en2 J <kn2> o J (k:ng(t)>2+en2

2

ym<t)

ki@/l (t

~—
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ANNEXE E ALGORITHME D’ELIMINATION PAR BLOC

E.1 Point limite

E.1.1 Localisation

Le systeme algébrique non linéaire augmenté de 1'équation de localisation des bifur-
cations LP (3.4) peut étre résolu directement car la jacobienne (3.14) n’est pas singuliere.
Cependant, il comporte 2gg+1 = 2¢(2H+1)+1 équations a résoudre. Par conséquent, lorsque
le nombre d’harmoniques H est grand ou/et que le systéme comporte un grand nombre de
ddl non linéaires ¢, la résolution directe peut devenir délicate [37]. Ainsi, I'utilisation d’un al-
gorithme d’élimination par blocs [53] s’avere étre une alternative intéressante car elle permet
de résoudre des sous-systemes de taille gy faisant intervenir la jacobienne R zm. Cependant,
dans le cas des points limites, cette jacobienne devient singuliere ce qui peut engendrer des
problemes numériques. Afin de remédier a ce probleme, la matrice R zu est pénalisée afin

d’éliminer cette singularité [43] :

R7inl = R7inl + Beje]'—r <:> R’inl = R7illl — /BejejT (El)

Le terme e; est un vecteur unitaire dont la j-eme composante est égale a 1 avec j I'indice
du minimum en valeur absolue des termes diagonaux de R zu et (8 est une constante égale a

la moyenne de la valeur absolue des termes diagonaux de R zn.

A partir du systéme algébrique (3.15), il vient 3 équations :

R7:inl 553n1 + RW(SW — _R
(Rand) _, 08" + Rz + Rgu ,pdw = —Rznd (E.2)

@
200 = 1-¢'¢
L’expression (E.1) de R zn est réinjectée dans la premiere équation de (E.2) :

Ryinléinl + R’wéw — _R
( : ,:i:nl - BGJGJT) 55:111 — _R - RM(SCU
& Rgudz" = —R + Be; (e; 02") —R 0w

————
=61

(E.3)



L’équation (E.3) ainsi obtenue est décomposée en trois systemes linéaires :

R,7jnl a,o - _R
R,ii!nl al - 66]
R,inl a,; = _R w

Le vecteur correctif d&™ s’écrit donc :
5£n1 =agy+ 51&1 + (5&)&2
avec 3; = e; ' d&™ une nouvelle inconnue scalaire d’ot :

51 — ejT(Sfc“l
= 61 = ejT (CL() + ﬁlal + (5(,00,2)

~ (ejTal — 1) 51 + ejTag&,u = —ejTao
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(E.6)

De méme, I'expression (E.1) de R zm est réinjectée dans la deuxieme équation de (E.2) :

(R,i"ld)) fi}nl 6@1/11 + R,531115¢ + R7inl’w¢6w = _R’jnlgb

an —Beje; ) 5 = —Rgngp — (Rgu@p) 08" — R g ,dow
100 = —R g — (R zu6) 2 02" = R g 0w + Be, (e;"00)
| =82

i3

& Rgubp=-Ru¢— (R ue)

7nl
7xn

R;n0¢ = —Rn¢— (Rznd) a0~ (Ranp) , arfh

+ BeBs — (R@nl,wqb + (Ryu0) aQ) 5w

, L

(ag + fra; + dway) — R zm ,Pdw + Be; [

(E.7)

De la méme maniére que précédemment, I’équation (E.7) ainsi obtenue est décomposée

en trois systemes linéaires :

& by = _R,fcnlﬁb_ (R,@n1¢) Zm Q0

R,u b = — (Rnd) _, @

Ran by = —Rgn,¢— (Rsmd)  a

(E.8)
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Le vecteur correctif d¢ s’écrit donc :
0 = by + p1b1 + Paay + dwbs (E.9)
avec (3o = ejT(qu une nouvelle inconnue scalaire d’ou :

far = ejT5¢
= 62 = ejT (bo -+ ﬁlbl -+ 52011 + 5wb2) (ElO)
<~ eijlﬁl + (ejTa,l — 1) 52 + eijg&u = —eijo

Pour finir, 'expression (E.9) de d¢ est réinjectée dans la troisieme équation de (E.2) :

206 =1-¢'¢
~ 2¢T (bo + ﬁlbl + ﬂzal + 5Wb2) =1- ¢T¢ (Ell)
A 2¢Tb151 + 2¢Ta152 + 2¢Tb25w =1- ¢T¢ - 2¢Tb0

Un systeme est donc construit a partir de (E.6), (E.10) et (E.11) :

ejTal —1 0 ejTag 51 ejTa,o
eijl ejTal -1 eijg 52 = — BijO (E12)
2¢"b, 20 a;  2¢'b, Sw o' p—1+2¢" by

Ainsi, 1, P2 et dw sont obtenues par la résolution du systeme (E.12). Les vecteurs

correctifs §&™ et §¢ sont ensuite obtenus & partir des équations (E.5) et (E.9).

Les six systemes linéaires (E.4) et (E.8) font tous intervenir la matrice f{@nl. Ils sont
résolus en utilisant une décomposition LU de ﬁ7inl suivie de six substitutions de descente
remontée de taille gz au lieu de la résolution directe d’un systeme de taille 2qy + 1. Cette
méthode est particulierement intéressante dans le cas d'une discrétisation par éléments finis

ou par différences finies ot R zu est généralement creuse [37].

E.1.2 Suivi

Le systeme algébrique non linéaire augmenté des équations de suivi de bifurcations LP
(3.19) peut étre résolu directement car la jacobienne (3.36) n’est pas singuliere. Cependant,
il comporte 2qy + 2 = 2q(2H + 1) + 2 équations a résoudre. Par conséquent, lorsque le
nombre d’harmoniques H est grand ou/et que le systéme comporte un grand nombre de

ddl non linéaires ¢, la résolution directe peut devenir délicate. L’utilisation d’un algorithme
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d’élimination par blocs est préférable. La jacobienne R zm est pénalisée de la méme manicre

que (E.1).

Le systeme algébrique (3.37) engendre 4 équations :

R7i:n155:n1 + R7W6W “I'_ R7,Y(S’)/ — _R
(Rgnd) _,, 62" + R 30+ R g , 0w + R 07 = —Rudp
20'0¢p = 1-¢'¢

P amdE" + P y0p + Pydw+ Proy = —P

L’expression (E.1) de R zn est réinjectée dans la premiere équation de (E.13) :

R’inléinl + R,wéw + R775’}/ == _R
(R — Beje; ") 02" = —R — R,0w — R0y
R n0@" = R+ fe; (e, 62" ) ~R ,0w — R0y

—_——
=51

=
=

L’équation (E.14) ainsi obtenu est divisée en quatre systémes linéaires :

R,inl ag — -R
R@nl a;, = /86]‘
R}inl a, = —R’w
R@nl as = —R’»y

Le vecteur correctif d&™ s’écrit donc :
5§3n1 =agp+ 510/1 + 5(,00,2 + 5’)/0/3
avec 3; = e; ' d&™ une nouvelle inconnue scalaire d’ot :

ﬁl = ejT(Siinl
= ﬁl = ejT (ao + 61&1 + (5&)&2 -+ 5"}/0,3)

& (ejTal - 1) b1+ ejTagéw + ejTa357 = —ejTao

(E.13)

(E.14)

(E.15)

(E.16)

(E.17)
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De méme, I'expression (E.1) de R zn est réinjectée dans la deuxiéme équation de (E.13) :

(R’jnld)) nl 5@111 + R7i1115¢ + R7jnl’w¢5w + R’{ﬁnlﬂ/d)é'}/ = _R7inl¢

» L

R7:i:nl - /Be]e]—r) 5¢ - _R7:i:nl¢ - (R7inl¢) nl 553111 - R7inl7w¢5w - R7i:nl’,y¢5’y

s

(
& Rgudp = —Rgup— (Ran) 08" — R zu ,ddw — Rgu ¢57 + Be; (e; )
| =B2

(CL() + ﬁlal + (5&]0,2 + (5’)/0/3) — R@nl’w(ﬁéw + 6626]‘

A

& Rgudp = —Rup— (Rzm¢)
R ;b = —R gugp — (R,gznl ¢) a0~ (R,@nl ¢) o a1 + pe;jBs
- (R@m,wqb + (Ran) a,2> 5= (Ran) , asd

(E.18)

De la méme maniere que précédemment, 1'équation (E.18) est décomposée en quatre

systemes linéaires :

f{,7§:nl bO — _R,:inlqb — (R7i.nl¢) inl CLO
R}jnl bl == - (R7inl ¢) s a
. ’ (E.19)
R,i!nl b2 — _R,:i?nl,w¢ - <R’§:nl¢) 1 a2
f{,7a~}nl b3 — — (R7finl ¢) jnl (l,3
Le vecteur correctif d¢ s’écrit donc :
(5(}5 = bo + ﬁlbl + ﬁgal + 50..7()2 + (5’7()3 (EQO)
avec (2 = ;' ¢ une nouvelle inconnue scalaire d’ou :
Ba = ejT5¢
= 52 = ejT (bo + Blbl + 620,1 + 50)()2 + 5’71)3) (E21)

=4 eijlﬂl + <€jTa1 — 1) 62 + eijgéw + eijgé")/ = —eijo

Ensuite, I'expression (E.20) de d¢ est réinjectée dans la troisieme équation de (E.13) :

20 6p=1—0¢" ¢
<~ 2¢T (bo + Blbl + 62011 + 5Wb2 + 5’71)3) =1- ¢T¢ (E22)
& 20 015+ 20 aify + 20 bodw + 20 bsdy =1— ¢ P — 20 by
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Pour finir, les expressions de 62™ et de d¢, respectivement (E.16) et (E.20), sont réin-

jectées dans la quatrieme équation de (E.13) :

P 0" + P y0¢p + Pdw + Poy = —P
P zn (@ + fra) + dway + dyas) + P4 (b + Biby + fraq + dwby + §ybs)
+ P ow+ Py =P

(P,fcnlal + 7),¢b1> B+ (Pyar) B2+ (P’imag + P by + P}w) dw (E.23)
——
N P1 P Py
+ (Panas + Pgbs + Py) 0y = — (P + Pauao + Poby)
Ps3 Po

Un systéme de quatre équations peut ainsi étre construit a partir des équations (E.17),
(E.21), (E.22) et (E.23) :

ejTal —1 0 ejTa2 6jTa3 o ejTGJO
eij1 ejTal -1 eijQ eij?) B2 _ eijO (E 24)
2¢ ' b 20 a;  20'by, 20'b dw | d'd—1+20"b '
1 1 2 3 0
P Py Ps Ps oy Po

Tout d’abord, la résolution du systeme (E.24) permet d’obtenir 1, s, dw et §. Ensuite,

Les vecteurs correctifs 62" et d¢ sont obtenus & partir des équations (E.16) et (E.20).

Les huits systemes linéaires (E.15) et (E.19) font tous intervenir la matrice f{@,nl. IIs sont
résolus en utilisant une décomposition LU de Rﬁ:nl suivie de huits substitutions de descente
remontée de taille gy au lieu de la résolution directe d’un systéme de taille 2qg + 2. Cette
méthode est particulierement intéressante dans le cas d’une discrétisation par éléments finis

ou par différences finies oit R zu est généralement creuse [37].

E.2 Point fourche

E.2.1 Localisation

Le systeme algébrique non linéaire augmenté de 1’équation de localisation des bifurca-
tions BP (3.40) peut étre résolu directement a I’aide du terme de pénalisation. Cependant,
il comporte 2qy + 2 = 2q(2H + 1) 4+ 2 équations a résoudre. Par conséquent, lorsque le
nombre d’harmoniques H est grand ou/et que le systéme comporte un grand nombre de

ddl non linéaire ¢, la résolution directe peut devenir délicate. L'utilisation d'un algorithme
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d’élimination par blocs est préférable. La matrice R zm est pénalisée de la méme maniere que
(E.1).

Le systeme algébrique (3.50) engendre 4 équations :

R ;0" + R 0w +e€;0( = —(R+(ej)
~nl -
(R7jnl ¢) 7:i:n1 (5:13 + Rﬂ'&nléd) + R’i“l’wfdw — R’fﬁnld) <E25)
20'0¢p = 1-¢'¢
R,wT6¢ = _R,wT¢
L’expression (E.1) de R zn est réinjectée dans la premiere équation de (E.25) :
R ;ud&" + R 6w + €;6¢ = — (R + (ey)
(Rzm — Beje; ") 02" = — (R + Cej) — Roudw — €;0¢ (E.26)

=51

Une décomposition LU permet d’obtenir trois systemes linéaires a partir de ’équation
(E.26) :

IA{@,nl ap = —(R+ej)
ﬁ7i111 a, = _R’w

Le vecteur correctif 6™ s’écrit donc :

4]
(5£~Cnl =ag+ 510/1 + (SWCLQ — ﬁcal (E28)

avec 3; = e; ' d&™ une nouvelle inconnue scalaire d’o :
B =e; oz
. 5¢
& Pi=e; |ag+ frar +dway — —ag (E.29)

B
& (ejTal — 1) b+ (ejTag) ow — (ejTal) 5; = —ejTaO
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De méme, I'expression (E.1) de R zn est réinjectée dans la deuxiéme équation de (E.25) :

nl 55&111 + R7inl(5d) + R’inl,w¢5w == _R7inl¢

(Rang),
(Raw — Beje; ) 66 = —Rzud — (Rgudp) 68" — R gm b

R ;)
R 00 = —Rguep — (Rgngp) 08" — R zu ,dow + fe; (e;69)

T
R;u0¢ = R zup — (R zuob) - <a,o + Bia; + dway — (;Cm) — R zm 0w + Be;fs
Rpndp == (Rand + (Roug) a0) = (Rond) ,a0) 61
+(0e) (R + (Rano) ya2) b (Rond) i) &
(E.30)

Une décomposition LU permet d’obtenir trois systemes linéaires a partir de 1’équation

(E.30) :

R@,nl bo = _R7:inl¢ - (R@HIQS) Znl ag
R@nl b, = — (R@nl(b) ! a; (E.31)
Ran by = —Rgn,¢— (Remd) , a

Le vecteur correctif d¢ s’écrit donc :

4]
(S(ﬁ = bo + ﬂlbl + 52011 + (wag — ;bl (E32)

avec [ = ;' ¢ une nouvelle inconnue scalaire d’o :

B2 = ejT5¢
& fBr=e; (bo + p1b1 + a1 + dwbs — (;Clh) (E.33)
P (eij1> 61 + (ejTal — ].) 62 + (Bij2> ow — <€ij1) 5£ = —eijO

s
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Ensuite, I'expression (E.32) de d¢ est réinjectée dans la troisieme équation de (E.25) :

20'5¢p=1-¢'¢
& 27 <bo + B1by + Beay + dwby — %Ih) —1-¢'¢ (E.34)
o (2070 5+ (207a) b+ (2676) 0 (2076) 5 = 1- 676 - 26Tby

Pour finir, 'expression (E.32) de d¢ est réinjectée dans la quatrieme équation de (E.25) :
R,wT(Sd) = _R,wT¢
R, b b Soby — Lby ) = —RLT
<= Ry 0o+ b1 1+5201+W2—E1 =—-R. ¢ (E.35)

& (Ro'b) B+ (Ry'ar)fa+ (RyTbe) dw— (Ry"by) (;C =-R." (¢+bo)

A partir de (E.29), (E.33), (E.34) et (E.35), un systéme de quatre équations est obtenu :

ejTal -1 0 ejTa,2 —ejTal 61 ejTao
eijl ejTal -1 eijQ —eijl 62 _ eijo (E 36)
T T T T ow | — T '
2¢' by 2¢ a, 20 by —2¢ b 5¢ ¢ ¢ —1+2¢by
R.'bi  Ru'ar Ru'b:; —R.Tb || 5 —R.," (¢ +bo)

)
Ainsi, la résolution du systéme (E.36) permet d’obtenir f;, (s, dw et 5 Les vecteurs

correctifs 02" et d¢ sont ensuite obtenus & partir des équations (E.28) et (E.32).

Les six systémes linéaires (E.27) et (E.31) font tous intervenir la matrice R7;~Bnl. Ils sont
résolus en utilisant une décomposition LU de f{@m suivie de six substitutions de descente
remontée de taille gy au lieu de la résolution directe d’un systeme de taille 2qyz + 1. Cette
méthode est particulierement intéressante dans le cas d’une discrétisation par éléments finis

ou par différences finies ot R zn est généralement creuse. [37]

E.2.2 Suivi

Le systeme algébrique non linéaire augmenté des équations de suivi de bifurcations BP
(3.54) peut étre résolu directement & 1’aide de la pénalisation. Cependant, il comporte 2qy +
3 =2q(2H + 1) + 3 équations a résoudre. Par conséquent, lorsque le nombre d’harmoniques

H est grand ou/et que le systéme comporte un grand nombre de ddl non linéaire ¢, la
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résolution directe peut devenir délicate. L’utilisation d’un algorithme d’élimination par blocs

est préférable. La matrice R zn est pénalisée de la méme maniere que (E.1).

Le systeme algébrique (3.63) engendre 5 équations :

R 6" + Rodw +€;6( + R0y = —(R+(e;)
(Rand) 08" + R gl + R g 0w+ R ,$57 = —Rudh
| 2000 = 1—¢' ¢ (E.37)
R 0p = R,¢
P g™ 4+ P ydp + Poow + PcdC +Poy = —P

L’expression (E.1) de R zn est réinjectée dans la premiére équation de (E.37) :

R ;02" + R 0w + e;0( + R, 67 = — (R + Ce;)

& (Rgn—fBeje;") 62" = — (R+(ej) — Rudw — €6 — R0y (.38
& Rguid" = — (R +Ce)) + fe; (e;108") —R 0w — €;0¢ — R 07
~———

=51

Une décomposition LU permet d’obtenir quatre systémes linéaires a partir de I’équation
(E.38) :

R7inl CL1 — 66‘] (E 39)
].f\{jjnl a2 — _R7w .
].f\{,,i.nl a/3 — _R7/y
Le vecteur correctif 6&™ s’écrit :
0
55:“1 =ag + 610,1 + (5&)0,2 — ;al + 5’7(1,3 (E40)
avec 51 = ejTéa?nl une nouvelle inconnue scalaire d’ou :
61 — ej"l'éi,nl
T o¢
~ 61 =€, ag + 510;1 + (5wa2 — Eal + 5’}/0,3 (E41)

& (ejTa,l — 1) b1+ (ejTaz) ow — (ejTal) 55{ + (ejTag) oy = —ejTaO
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De méme, I'expression (E.1) de R zn est réinjectée dans la deuxiéme équation de (E.37) :

<
-

< Rj;

R

),
an — Beje; ) 6 = —Rguep — (Rgud) | 08" = R g ,pdw — R g, o7

yL

ol 69";;111 _'_ R’fﬁnl§¢ + R’i.:nl’wd)(sw + R7jnl’,y¢5’y = _R’jnlgb

10 = —Rgniep — (Ran@) |, 68" — Rz ,§p0w — R zu 67 + Pe; (e 69)

—_———
=pB2

R )
R7in16¢ — _R7§3n1¢ - <R7inl¢) 1 <a0 + /Blazl + 5wa2 - ;al + 57&3)

4
s L

- R,i“l,wd)éw - R7in177¢57 + ,BeJBQ

R;u0¢ = R zup — (Rzuop) o @0 (Rzn0) @151+ BB + (R u0) o al(;g
~ (Ranot + (Rand) , a2) b — (R 6+ (Rod) ) 09
(E.42)

Une décomposition LU permet d’obtenir quatre systemes linéaires a partir de I’équation

(E.42) :

f{,ﬁ:nl by = —R,gznld) - (R,:Icnlqb) -1 @0
].f\{yinl b, = - (R7finl¢> Znl a;
A ’ (E.43)
R7inl bQ == _R7j“1’w¢ - (R’,fl':“lgb) Fnl a;
].f\{,j:nl b3 = —Rinlﬂ - (R,i“1¢) - @3
Le vecteur correctif ¢ s’écrit donc :
S
(SQ’) = bo + 61()1 + 62011 + 5Wb2 - Ebl + 67b3 (E44)
avec 3y = e;' d¢p une nouvelle inconnue scalaire d’o :
Ba = ejT5¢
T %
& Bo=-e; [by+ Biby + Baay + dwby — ﬁbl + 07bs (E.45)

0¢

~ eijlﬁl + (ejTal — 1) /82 + eijgéw — eijlE + eijgév = —eijO
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Ensuite, I'expression (E.44) de d¢ est réinjectée dans la troisieme équation de (E.37) :

20 6p=1-0"¢
& 207 (bo + B1b1 + Baar + dwbsy — (;Cbl + Mbg) =1-¢'¢ (E.46)
o 20TbiB + 267 arfh + 26 byt — 2¢Tb15§ 26 bty = 1— ¢ — 2 by

et dans la quatrieme équation de (E.37) :
R,wT(5¢ - _R,wT¢

-~ RMT <b0 + Blbl + 62011 + 50«)()2 — 5£b1 + (57()3) = —R,wT(ﬁ
b (E.47)
(R.Tb1) B1+ (RuTar) B + (R Tby) O
~ (R."b)) (;C + (R "bs) 67 = —Ry" (¢ + bo)

=

Pour finir, les expressions de d&™ et d¢, respectivement (E.40) et (E.44), sont finalement

réinjectées dans la cinquieme équation de (E.37) :

P audE" + P 30 + Podw + Pc0( + Pooy = —P

4]
,P’inl (ao + 61(1’1 + (5wa2 — —Cal + 5’7&5)

B
-+ ’P,(z) <b0 + 51()1 + 520;1 —+ (wag — Ebl -+ 5’}/b3> -+ P,wéw —+ P(éc + 7)775’}/ = —P
('P@nlaq + ’P7¢b1> b1+ (737¢G/1) Bo + (P@nlag + ’P,d;bg + 'P,w) ow

——
:73'/31 PﬁQ =Py
o¢
o+ (BPc—Panar—Pybi) T+ (Pamas + Pgbs + P,) oy
=P, Py
- — <7D + lpyjnlao + P7¢b0)
Po

(E.48)

Les équations (E.41), (E.45), (E.46), (E.47) et (E.48) permettent de construire un
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systeme de 5 équations :

ejTal —1 0 ejTag —ejTal ejTa3 gl ejTao
eijl ejTal -1 eijg —eijl eijg &i eijo
20 b1 20 a1 20'b —26'b1 2¢'by o | =7 | ¢ d-1+2¢"b
R,'01  Ry'ar R,'by —R,'by R,'b3 || R (¢ +bo)
Ps, Ps, Po 737 Py 557 Po

(E.49)
La résolution du systeme (E.49) permet d’obtenir (i, (2, dw 0¢ et dv. Les vecteurs

correctifs 6™ et d¢ sont ensuite obtenus & partir des équations (E.40) et (E.44).

Les huits systemes linéaires (E.15) et (E.19) font tous intervenir la matrice ﬁyinl. Ils sont
résolus en utilisant une décomposition LU de ﬁ’@nl suivie de huits substitutions de descente
remontée de taille gy au lieu de la résolution directe d’un systeme de taille 2qy + 3. Cette
méthode est particulierement intéressante dans le cas d’une discrétisation par éléments finis

ou par différences finies ot R zn est généralement creuse. [37]
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ANNEXE F RESULTATS OBTENUS SUR DIFFERENTS MODELES

F.1 duffing xie 2016

Les résultats présentés sur la figure (F.1) sont issus de I’étude d’un modele d’un oscil-
lateur de duffing a un ddl issu de article [25].

|2 ()]0 [mm]
[|2(t)]|0o [mm]

w [rad-s™] kw [N.m™!] w [rad-s™1]
(a) v = Fy, ddl () (b) 7 = kun, ddl z(t)

FIGURE F.1 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP ( ) selon v, a
partir des bifurcations LP (¢ ) détectées sur la CRF initiale ( — ). Ajout des CRF calculées
( — ) et des bifurcations LP (0 ) détectées pour différentes valeurs de .
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F.2 duffing lazarus 2010

Les résultats présentés sur la figure (F.2) sont issus de I’étude d’un modele d’un oscil-
lateur de duffing a un ddl issu de article [54].

|2 ()]s [mm]
|2 ()]s [mm]

It [N.m™'] w [rad-s™]

(b) 7 = ku, ddl 2(t)

FIGURE F.2 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP ( ) selon v, a
partir des bifurcations LP (¢ ) détectées sur la CRF initiale ( — ). Ajout des CRF calculées
( — ) et des bifurcations LP (0 ) détectées pour différentes valeurs de .
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F.3 duffing couplage guskov 2009

Les résultats présentés sur la figure (F.3) sont issus de 'étude d’un modele de deux

oscillateurs linéaires couplés par une raideur cubique pure basé sur la these de M. Guskov [55].

[|21(#)[|oo [mm]
[|22(8)[|oo [mm]

ki [N.m_l] w [rad-s_l] w [rad~s_1]
(a) v = ku1, ddl (b) v = Fp, ddl @,
FIGURE F.3 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP ( ) selon v, a

partir des bifurcations LP (¢ ) détectées sur la CRF initiale ( — ). Ajout des CRF calculées
( — ) et des bifurcations LP (0 ) détectées pour différentes valeurs de ~.
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F.4 2ddl couplage guillot 2021

Les résultats présentés sur la figure (F.4) sont issus de I’étude d’'un modele de deux

oscillateurs non linéairement couplés issu de I'article [56].

[|2(t)[loo [mm]

[|21(#)]]o [mm]

[|22(8)||oo [mum]

By [N.m~?] / w [rad-s™1]

(c) v = B2, ddl z2(t)

FIGURE F.4 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP ( — ) et NS ( —
) selon v, a partir des bifurcations LP (¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP ( © ) et NS ( @ ) détectées pour
différentes valeurs de 7.
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F.5 jeffcott xie 2017

Les résultats présentés sur la figure (F.5) sont issus de I’étude d’un modele d'un rotor

de Jeffcott a 2 ddl avec contact et frottement de Coulomb issu de l'article [26].

|2 ()]0 [mm]

[|2(t)[loo [mm]

|2 ()]s [mm]

FIGURE F.5 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP ( — ) et NS ( —
) selon v, a partir des bifurcations LP (¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP ( © ) et NS ( @ ) détectées pour
différentes valeurs de 7.
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F.6 barre duffing

Les résultats présentés sur la figure (F.6) sont issus de 1’étude d'un modele de barre
éléments finis encastrée a 100 éléments réduit par Craig-Bampton pour n = 20 issu de
I'article [20]. Un noeud frontiére & un ddl (z) est considéré soit 1 ddl physique et 20 ddl
modaux soit 21 ddl au total. Le noeud frontiere est couplé au mur par une raideur cubique

pure. Les caractéristiques géométriques et matériau sont résumées dans le tableau F.1.

TABLEAU F.1 Caractéristiques géométriques et matériau de la barre éléments finis

Longueur L ‘ Section S ‘ Module d’Young F ‘ Densité p
lm | 0,05m? | 21 GPa | 7,5 kgm ™

[|Z100(t) |0 [mm]

Fy [N]

w [rad-s™1]

(a) v = Fo, ddl @100

FIGURE F.6 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP ( — ) et NS ( —
) selon v, & partir des bifurcations LP (¢ ) et NS ( ¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS ( @ ) détectées pour
différentes valeurs de ~.



136

F.7 Dbarre fixe colaitis 2021

Les résultats présentés sur la figure (F.6) sont issus de 1’étude d'un modele de barre
éléments finis encastrée-libre a 100 éléments réduit par Craig-Bampton pour n = 20 issu de
I'article [20]. Un noeud frontiére & un ddl (z) est considéré soit 1 ddl physique et 20 ddl
modaux soit 21 ddl au total. Le noeud frontiere est libre et sera amené a entrer en contact

avec le mur. Les caractéristiques géométriques et matériau sont résumées dans le tableau F.1.

[|Z100(t) |0 [mm]

Fy [N]

w [rad-s™1]

(a) v = Fo, ddl @10

FIGURE F.7 Représentation en 3 dimensions du suivi de bifurcations LP ( — ) et NS ( —
) selon v, & partir des bifurcations LP (¢ ) et NS (¢ ) détectées sur la CRF initiale (

). Ajout des CRF calculées ( — ) et des bifurcations LP (0 ) et NS ( 0 ) détectées pour
différentes valeurs de ~.
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