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RESUME et ABSTRACT

Résumé

Ce travail s’appuie sur I’article [[1] de Parreau qui démontre I’existence d’un
facteur non trivial dans un systeme dynamique non mélangeant, lequel est dis-
joint de tout systeme mélangeant, mais n’est pas défini de maniere canonique.
L’objectif de ce mémoire est de définir de maniere canonique le facteur de
Parreau dans tout systtme dynamique mesuré et disjoint des systemes mélan-
geants. Nous présentons le théoreme principal de ce mémoire, prouvant que le
facteur étudié par Parreau possede une propriété encore plus forte : celle d’€tre
un multiplicateur des systemes disjoints des systemes mélangeants. Cela nous
permet de démontrer la non-trivialité du facteur de Parreau dans un systeme
dynamique non mélangeant.

Abstract

This work builds on Parreau’s article [1], which demonstrates the existence
of a non-trivial factor in a non-mixing dynamical system that is disjoint from
any mixing system but is not defined in a canonical way. The objective of
this thesis is to define the Parreau factor in a canonical manner within any
measured dynamical system that is disjoint from mixing systems. We present
the main theorem of this thesis, proving that the factor studied by Parreau has
an even stronger property : being a multiplier of systems disjoint from mixing
systems. This allows us to demonstrate the non-triviality of the Parreau factor
in a non-mixing dynamical system.

Facteur de Parreau Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
en théorie ergodique aguemon.tehungue @univ-rouen.fr






Table des matieres

Dédicacel i
Remerciements iii
Résumé et Abstract] v
Introduction 1

11 Outils préliminaires et la définition du facteur de Parreau

3
[I.I  Systeme dynamique, facteur et mélange| . . . . . . . . . . .. 3
(1.2 Couplage et théoreme de Parreau| . . . . . . . ... ... ... 6

(1.3 Classe caractéristique, multiplicateur et facteur de Parreau| . . 18

2 Facteur de Parreau dans des systemes dynamiques non mélan- |

21

2.1 La non trivialité du facteur de Parreau dans un systeme non |

| mélangeant| . . . ... ... L oL 21
2.2 Illustration a I’aide d’exemples| . . . . . . . . .. .. ... .. 33
Facteur de Parreau Aguémon L. TEHUNGUE ©URN 2024

en théorie ergodique aguemon.tehungue @univ-rouen.fr






INTRODUCTION

Introduction

La théorie ergodique, branche fondamentale de la théorie des systemes dy-
namiques, explore les propriétés de transformation préservant une mesure,
fournissant ainsi un cadre théorique puissant pour €tudier les comportements
a long terme des processus dynamiques. Dans ce contexte, les notions de fac-
teurs et de couplages jouent un rdle crucial en permettant de caractériser et de
comprendre la structure des systemes dynamiques complexes.

Dans cette étude, nous allons explorer ces concepts fondamentaux et exa-
miner leur role dans la théorie ergodique. Dans la premiere partie, nous in-
troduisons les outils de théorie ergodiques nécessaires pour comprendre les
résultats de Parreau dans son article [1] et définir le facteur de Parreau.

Dans la deuxieme partie, nous nous concentrons sur la partie essentielle de
notre travail qui est la non trivialité du facteur de Parreau dans les systemes
dynamique non mélangeants, et nous I’illustrons a I’aide d’exemples concrets.
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CHAPITRE UN

OUTILS PRELIMINAIRES ET LA
DEFINITION DU FACTEUR DE PARREAU

1.1 Systeme dynamique, facteur et mélange

1.1.1 Systéeme dynamique mesuré

On considere (X, A, pt) un espace de probabilité Borel standard et on s’in-
téresse a une transformation 7' de X possédant les propriétés suivantes :

— T est inversible ;

— T et T~! sont mesurables ;

— pour tout A € A, u(A) = p(TA) = p(T~1A).

On convient le plus souvent d’identifier deux telles transformations qui
coincident en dehors d’un ensemble négligeable, et on appelle automorphisme
de I’espace de probabilité Borel standard (X, A, ;1) une classe d’équivalence
de transformations vérifiant les propriétés ci-dessus et qui coincident presque
partout.

On note Aut(X, A, i) le groupe des automorphismes de (X, A, ).

Définition 1.1.1. Systéme dynamique
On appelle ici systéeme dynamique tout quadruplet (X, A, u,T) on (X, A, )
est un espace de probabilité Borel standard et T' € Aut( X, A, ).

1.1.2 Facteur et tribu facteur

Définition 1.1.2. Facteur
On dit que le systéme (Y, B, v, S) est un facteur du systeme (X, A, j,T) s’il

Facteur de Parreau Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Systeme dynamique, facteur et mélange 4

existe une application mesurable ™ : X — Y satisfaisant :

- m(p) =v;
—m7oT =Som.

Une telle application est appelée un homomorphisme des deux systemes
dynamiques

Remarque 1.1.3. 1. L’existence de cette application peut étre interprétée
de la facon suivante : on peut voir le systeme (Y, B, v, S) a l'intérieur de
(X, A, p, T) en observant 7(x).

2. Lorsque T est inversible et bimesurable, on dit que les systemes (X, A, u, T)
et (Y, B,v,S) sont isomorphes et que m est un isomorphisme des deux
systemes dynamiques.

Définition 1.1.4. sous tribu Facteur
Soit (X, A, u, T) un systeme et F une sous tribu de A. On dit que F est une
sous tribu facteur si elle est invariante par T c¢’est-a-dire T~1(F) = 7.

Exemple 1.1.5. Si 7 : X — Y homomorphisme des systémes (X, A, u,T) et
(Y, B,v,S) alors m1(B) est une sous tribu facteur de A

Remarque 1.1.6. Réciproquement étant donné une sous tribu facteur & de A

1. 1l existe canoniquement un systeme dynamique noté (X 15, Az, s, Tg)
que nous allons appeler systeme quotient par la sous tribu facteur J et
un homomorphisme g : X — X 5 des systemes (X, A, u,T) et
(X5, Az, 15, Tyg) tels que T = W;l(ﬂ/g).

2. Observer le comportement du systeme facteur (X5, A5, 115, T)5) re-
vient a observer le comportement du systeme (X, A, u,T) mais sur la
sous tribu facteur 3 de A.

3. S’il existe un systeme (Y,B,v,S) et m : X — Y un homomorphisme
des systemes (X, A, pu,T) et (Y,B,v,S) tels que T = 7 1(B) alors les
systemes (Y, B, v, S) et (X5, A5, 15, T)5) sont isomorphes.

Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Systeme dynamique, facteur et mélange 5

1.1.3 Systéme mélangeant

Définition 1.1.7. Le systeme dynamique (X, A, u,T) est dit mélangeant si
pour tous A et B dans A,

H(ANTB) 5% p(A)u(B).
Remarque 1.1.8. On note M 1X la classe des systemes mélangeants

Proposition 1.1.9. Le systeme dynamique (X, A, u,T) est mélangeant si et
seulement si pour tous f et g dans L*(X,.A, 1),

tin (1.U39) = (£:1)(1.9) = [ £ [ gdn

Définition 1.1.10. rigidité
Le systeme (X, A, u,T) est rigide s’il existe une suite d’entiers (ny,) tendant
vers +oo telle que pour tout ensemble mesurable A,

W(AAT™ A) 2% .
Exemple 1.1.11. Une rotation du cercle est toujours rigide.
Proposition 1.1.12. La rigidité empéche le mélange.

Démonstration. Supposons que le systeme (X, A, u, T') est rigide.

Soit A une partie mesurable tel que 0 < pu(A) < 1

Le systéme étant rigide, alors il existe une suite d’entiers qui (n;) qui converge
vers oo telle que pour tout ensemble mesurable A,

P(AAT™ A) 2222 .
Or
p(AAT™A) = p(A) + p(T™A) — 2u(ANT™A)
=2u(A) —2u(ANT"™A)
car p est invariant par 1’

Par rigidité on a :
k—o0

P(ANT™A) — p(A).

Facteur de Parreau Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Couplage et théoréme de Parreau 6

Or si le systeme €tait mélangeant on aurait :
pAN T A) 2755 (u(A))*

et par 'unicité de la limite on aurait (1(A))? = p(A), ce qui contredit le fait
que 0 < u(A) < 1.
D’ou le systeme n’est pas mélangeant. [

Corollaire 1.1.13. Une rotation du cercle n’est pas mélangeante.

Dans son article [1]], Parreau étudie les classes de systemes mélangeants
et non mélangeants afin de caractériser les propriét€s distinctives entre ces
classes. Pour mieux comprendre ses résultats, nous aborderons dans la section
suivante des notions telles que le couplage, en particulier 1’autocouplage limite
de graphes de puissances, le facteur engendré par un couplage, ainsi que la
disjonction de deux systemes.

1.2 Couplage et théoreme de Parreau

1.2.1 Notion de couplage

Définition 1.2.1. Soient (X, A, pu, T) et (Y, B, v, S) deux systemes dynamiques.
Un couplage de ces systemes est une mesure de probabilité \ sur le produit
cartésien X X Y, dont les marginales sur X etY sont respectivement . et v,
et qui est invariante par la transformation produit T x S : (z,y) — (Tx, Sy).

Cette définition peut étre généralisée de maniere évidente a la notion de
couplage d’une famille finie ou dénombrable de systemes dynamiques (7;);c;.

Remarque 1.2.2. [. L’ensemble des couplages de T et S, noté J(T,S),
n’est jamais vide : en effet, il contient toujours la mesure produit |1 Q v.

2. Chaque \ € J(T,S) permet de définir un nouveau systeme dynamique
(X xY,A® B,\T x S), que nous noterons (T' x S), pour éviter la
confusion avec le produit direct T' X S.

3. Grace au théoreme de désintégration d’une probabilité dont la démons-
tration peut se trouver dans nombreux ouvrages de théorie de mesure ou

Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Couplage et théoreme de Parreau 7

des probabilités (par exemple [6], p.460), on peut avoir la désintégration
de )\ suivant chaque coordonnée, qui est unique presque siirement.

La désintégration de \ suivant la premiere coordonnée est donnée comme
suit :

pour ji-presque tout x, il existe une mesure de probabilité \* sur (Y, B)
telle que, pour tout A € A et tout B € ‘B,

MA x B) = /A N(B) dp(z)

5Lumvwmmw
3/vawmww
X

On a donc :

A — / 5, & N du(),
X
ou pour p-presque tout, \* est une probabilité sur (Y, B).
4. La désintégration de ) suivant la deuxieme coordonnée est donnée comme
suit :

A= [ A @b duty)
Y

ol pour v-presque tout, \, est une probabilité sur (X, A).

1.2.2 Opérateur de Markov

Définition 1.2.3. Opérateur de Markov
Soient (X, A, u,T) et (Y, B, v, S) deux systémes dynamiques. On appelle opé-
rateur de Markov tout opérateur P . L*(X, A, ) — L*(Y, B, v) satisfaisant
les propriétés suivantes :
- Plx = ly,
— f > 0implique Pf > 0, et g > 0 implique P*g > 0, out P* est I’opéra-
teur adjoint de P.
Si de plus P vérifie :
— PUp = UgP, ou Uy et Ug sont respectivement les opérateurs unitaires
sur L*(X, A, p) et L>(Y, B, v) associés respectivement a T et S, on dit
qu’il est équivariant par T et S

Facteur de Parreau Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Couplage et théoréme de Parreau 8

Définition 1.2.4. Opérateur de Markov associé a un couplage

Soient (X, A, u, T) et (Y,B,v,S) deux systemes dynamiques et A € J(T,S).
On appelle opérateur de Markov associé a X I'opérateur Py : L*(X, A, ) —
L*(Y, B, v) défini par

PA(f) () = Ex(f(@)ly).

Cet opérateur P, est équivariant par 7" et S.
Réciproquement, étant donné un opérateur de Markov P équivariant par 7" et
S, la mesure \p définie sur X x Y par

)\p(A X B) = <P1A, 1B>L2(y7y)
est un couplage de 7' et .S.

Remarque 1.2.5. 1. L’opérateur Py est lié a la désintégration de \ par rap-
port a la deuxieme coordonnée par :

PN = [ Fa)drfa)
X
2. Pourtous f € L*(X,p)etge L*(Y,v)ona:

mww&mwz/amwww@

XxY Y

et

fummwmwzﬂjmmmmwm

ou Py est I'opérateur adjoint de P).

XxY

Définition 1.2.6. Tribu facteur engendrée par un couplage
Soient (X, A, u,T) et (Y, B,v,S) deux systémes dynamiques, \ € J(T,S)et
Py L*(X, A, u) — L*(Y,B,v) opérateur de Markov associé a \. La tribu
facteur engendré par le couplage X\ est défini comme la sous-tribu F de B telle
que

F =o(P\f: f bornée sur X),

En d’autres termes, F est la sous tribu B la plus fine sur Y par rapport a
laquelle toutes les fonctions bornées de la forme P\ f sont mesurables.

Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Couplage et théoreme de Parreau 9

Remarque 1.2.7. 1. J est aussi la sous tribu engendrée par les applications
y — A, (la désintégration par rapport a la deuxieme coordonnée).

2. Grdce a P\Ur = UgP,, on peut montrer que J est bien une tribu facteur
de B.
En effet pour toute fonction mesurable bornée sur X et pour tout en-
semble borélien Ade R, on a :

STH(P)THA)) = (P )S)1(A)
= (UsPpf) ' (A)
= (P\(Urf))""(A)

On a donc le résultat car U f est aussi mesurable bornée sur X.
D’apres la remarque on donne la définition suivante.

Définition 1.2.8. Facteur engendré par un couplage
Le facteur engendré par le couplage \ est défini comme le systeme quotient
(Y5, B g, v)5,S)5) par la sous tribu facteur F engendrée par le couplage M.

1.2.3 Disjonction de deux systéemes

Définition 1.2.9. Les systemes dynamiques (X, A, 1, T) et (Y, B, v, S) sont
disjoints si la mesure produit | Q v est l'unique couplage de T' et S. On note
dans cecasT 1 S.

Remarque 1.2.10. Si C est une classe quelconque de systemes dynamiques,
alors on note C* la classe des systemes dynamiques disjoints de tout systéeme
de C.

Par exemple, on note MIX" la classe des systemes disjoints des systéemes
mélangeants.

1.2.4 Couplage porté par des graphes

Supposons que .S soit un facteur de 7', et soit 7 : X — Y un homomor-
phisme. Alors 7 permet de construire un couplage tres particulier de 7" et .S.

Facteur de Parreau Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Couplage et théoréme de Parreau 10

Considérons 1’application
U,z e X (z,7m(x)) € X XY,
et définissons la mesure de probabilité A, sur X x Y par

A’/T = (\IJW)*(M)

(mesure image de p par W, ). Autrement dit, pour tout ensemble mesurable C
dans le produit cartésien X x Y,

A(C)Y=p{r e X :(x,m(x)) € C}.
En particulier, A, est caractérisée par les valeurs qu’elle prend sur les pavés
mesurables de X x Y :pourtout A € Aettout B € B,ona:
Ar(dx B) = pl{r € X : (1 n(x)) € 4 x B
p{re X o e An(x) € B})
p{r e Az € m_1(B)})
WANT(B))

Proposition 1.2.11. La mesure A, est un couplage de T et S.

Le couplage A est portée par le graphe de 7 c’est-a-dit que le graphe de 7
est de mesure 1 par A .

Remarque 1.2.12. Pour tous f € L*(X,p) etg € L*(Y,v)ona:
Fa)o(0) dn(o9) = [ F()g(no) du(o).

XxY

1.2.5 Autocouplage

La définition de couplage qui peut étre généralisée a la notion de couplage
d’une famille finie ou dénombrable de systemes dynamiques (7});c;. Si tous
les systemes dynamiques 7; sont des copies d’un méme systeme dynamique
T', on parle d’autocouplages de 7'

En particulier, pour tout £ > 2, un couplage de £ copies du systeme 7' est
appelé autocouplage d’ordre k£ de T'. L’ensemble des autocouplages d’ordre k
de T est noté Ji.(T).

Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Couplage et théoreme de Parreau 11

Définition 1.2.13. On appelle commutant de T, et on note C(T), I’ensemble
des commutateurs S de'I’. On a :

C(T):={S € Aut(X,A,pn) : SoT =T o S}.

Pour chaque S € C(T), notons Ag I’autocouplage de T porté par le graphe
de S : il est caractérisé par

As(Ax B) = (AN S™'B).

Remarque 1.2.14. Pour tout systeme I', le commutant de 'I' contient au moins
les puissances T", pour n € 7.

De plus, chaque systeme (T x T')a, pour S € C(T) est isomorphe a T (un
isomorphisme est donné par x — (x, Sx)).

Proposition 1.2.15. Pour tout S € C(T), I’opérateur markovien Va, associé
a l’autocouplage Ag de T porté par le graphe de S est I’opérateur de Koop-
man Ug-1 associé a S™1 c’est-a-dire : pour tout f € L*(X, 1) et pour tout
reXon:

Vay f() = Uss f(x) = £(S~10)

Démonstration. Soient f,g € L*(X, )
En utilisant le fait que I’autocouplage Ag de 1" porté par le graphe de S et
I’invariance de y par Sona:

Fla)o(v) ds(e.) = [ S@)g(Sa)duta)
— [ 557 )g(a) duta)
X
— [ Ussta)gta) duta).

Et par définition de I’opérateur de Markov de Ag on obtient :

[ e ansten = [ Vauswot dute)

XxX

Ainsion a :

[ Vast@ta)dute) = | U fa)gta) duta) pour outg € (X, ).

Facteur de Parreau Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
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Couplage et théoréme de Parreau 12

Et puisque L?(X, ) est un espace de Hilbert alors on
Vasf = Us-1f.
D’ol f étant quelconque dans L?(X, i) ona:
Vag = Ug-

et donc le résultat. []

1.2.6 Couplage relativement indépendant au-dessus d’un facteur com-
mun

Soient (X, A, u,T) et (Y,B,v,S) deux systemes ayant comme facteur
commun un troisieme systeéme (Z, C, p, R). Plus précisément, soit 7x : X —
Z un homomorphisme entre 7" et R, et 7y : Y — Z un homomorphisme entre
S et R. On considere les couplages A, sur X x Z et A;, surY X Z, por-
tés respectivement par les graphes de wx et my. Puis on désintegre ces deux
mesures de probabilit€s par rapport a Z : pour presque tout z € Z, il existe
une mesure de probabilité AX sur X et une mesure de probabilité ¥ sur Y
satisfaisant, pour tout A € A, tout B € Bettout C' € C:

Ar (A X C) = /

W o), et Doy (B )= [ N (B)dol2)
C

C

On peut alors définir une mesure de probabilité, notée 1 Q7 v sur X X Y en
posant, pour tout D C X X Y mesurable,

(1 ®v)(D) = / (AX @ A)(D) dp(2).

Proposition 1.2.16. la mesure de probabilité |1 @y v est bien un couplage de
SetT.

Définition 1.2.17. On appelle couplage relativement indépendant de T et S
au-dessus de leur facteur commun R le coupage 11 Q7 v noté noté T' X S.

Remarque 1.2.18. 1. Le couplage 11 @7 v dépend non seulement du facteur
R mais aussi des homomorphismes x et my choisis.
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Couplage et théoreme de Parreau 13

2. Le couplage 1 @7 v est porté par :
{(z,y) € X xY 1 7x(z) =7y (y)}.

3. Conditionnellement a wx(x) = z = 7y (y) x et y sont indépendantes de
lois respectives \X et A\

4. Pourtous f € L*(X,p)etge L*(Y,v)ona:

[ @t diuz ) - / Pa. f(:)Pa. g(=) dp(2)

ou Pa, : L*(X,pu) — L*(Z,p) et Pa, : L*(Y,v) — L*(Z, p) sont les
opérateurs markoviens associés respectivement a A, et A,

Cette définition de couplage relativement indépendant peut étre généralisée
de maniere évidente a la notion de couplage relativement indépendant d’une
famille finie ou dénombrable de systemes dynamiques (7;);c; au-dessus de
leur facteur commun F.

Par exemple, étant donné un couplage A € J(T,.5), évidemment, S est un
facteur du systéme couplé (7' x S), via I’lhomomorphisme donné par la pro-
jection sur Y.

Nous allons désintégrer la mesure de probabilité \ par rapport a Y et on ob-
tient :

A= / Ay ® 0y dv(y).
Y

La définition qui suit consiste a prendre une famille dénombrable de copies du
systeme couplé (7" x ).

Définition 1.2.19. On appelle Couplage relativement indépendant d’une infi-
nité de copies de \ au-dessus de facteur commun (Y, B, v, S), le couplage )\
sur le produit cartésien’Y x X défini par :

Ao 1= / by @ AN du(y).
Y
c’est-a-dire pour tout B € B et tout C' mesurable dans X",

Ao(B x C) = /B)\;?N(C) dv(y).
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Remarque 1.2.20. 1. Laloide (y, xo, 71, 7,...) €Y x XY sous \y, satis-
fait les propriétés suivantes :
— la coordonnée vy est distribuée suivant v,
— conditionnellement a vy, les coordonnées x; sont indépendantes et
toutes distribuées suivant ).
En particulier, pour chaque k le couple (y,xy) est distribué suivant le
couplage de départ \.

2. La projection de A\, sur'Y xX X" noté )\, est le Couplage relativement
indépendant de n copies d’un couplage au-dessus de Y. On a :

Ap 1= / Oy @ X" dv(y).
Y
En particulier

A= / 0y @ Ay dv(y) = A
Y

3. Soient n fonction(s) mesurable(s) bornée(s) f1, ..., f, dans (X, p) et une
fonction mesurable bornée g dans (Y,v). Ona :

/Y - (9@ (@1 i) (v, ) dAn(y, ) = /Y 9(y) (H P, f,i(y)) dv(y)

ou Py : L*(X, u) — L*(Y,v) est ’opérateur de Markov associé a \.

1.2.7 Topologie sur I’ensemble des couplages et autocouplage limite de
graphes de puissance

L’ensemble des couplages de T" et S est équipé de la topologie définie par

M —— A & VAeAVBe B N(AxB)—— ANAXxB).
Nn—00 n—00

Cette topologie est métrisable : Un exemple de distance la définissant est
donné par

A0 = 37 o (A x B) = Aol A x Byl

2m+n
m,n>0

ol (A.)m>0 et (By)n>0 sont des algebres dénombrables séparant les points et
générant respectivement les o-algebres A et B.
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Proposition 1.2.21. L’espace topologique métrique (J(T,5), d) est compact.

Il est intéressant de noter que, lorsque X et Y sont des espaces métriques
compacts, cette topologie coincide avec la topologie faible * sur I’ensemble
des couplages.

Toutes ces définitions peuvent étre étendues de maniere évidente a la no-
tion de couplage d’une famille finie ou dénombrable de systemes dynamiques

(T3)ier-

Proposition 1.2.22. Soit (X, A, u, T) un systéme dynamique. T est mélan-
geant si et seulement si

ATn —_— IU/ ® IU/
n—oo

Proposition 1.2.23. Soir (X, A, 1, T) un systeme dynamique. T' est rigide si
et seulement s’il existe une suite d’entiers (ny,) tendant vers +oc telle que

ATnk —_— A[d.
k—o0

Démonstration. Le systeme €tant une transformation rigide, il existe une suite
d’entiers (k;) tendant vers +oo telle que pour tout ensemble mesurable A,

P(AATR A) 2225 .
c’est-a-dire que
p(AAT™ A) 222 11(AATA).

Donc
) —00
ATkj ]—> A]d.

]
Remarque 1.2.24. Puisque que cette topologie rend I’ensemble des autocou-

plages Jo(T') compact, alors il existe toujours une sous suite (Arn;) de (Aqn)
et un autocouplage ) tels que :

AT"]’ — A

j—00
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Définition 1.2.25. On appelle autocouplage limite de graphes de puissance de
T la limite \ d’une sous suite (Apn;) de (Arn). C’est-a-dire : VA, B € A,

AMA X B) = lim u(ANT " B).

j—00

Remarque 1.2.26. Un systeme dynamique (X, A, u,T) est non mélangeant
si et seulement si il existe une sous suite (Ayr;) de (Arpi) qui converge vers
A € Jo(T) non trivial, c’est-a-dire que \ est différent de p & p :

j—oo

Par la proposition suivante nous montrons la relation entre les opérateurs

de Markov :

Proposition 1.2.27. Soient \ un couplage limite de Ag;, V; I'opérateur de
Markov de An; et V' celui de .
Pour tout f € L*(X, B, ), V; f converge faiblement vers V f dans L*(X, B, u1)

Démonstration. Soient f, g € L*(X, B, i)
En utilisant la désintégration A, par rapport a X on obtient :

lim [ V;f(z)g(w)du(y) = lim f(x)g(y) dA s (z,y)

Par définition de A on a :

lim [ Vif(e)g(x) duly) = / F(@)9(y) dA(x. )

J=o0 Jx XxX
Et par désintégration A par rapport a X on obtient :
lim [ Vif(e)gta)duty) = [ Vi@)g(a) dAzy)
Ce qui exprime la convergence faible de V; f vers V f dans (X, B, p1) car g est
quelconque dans (X, B, i) ]

Remarque 1.2.28. Cette convergence définit la convergence de V; vers V en-
tant qu’opérateur de Markov. (cf [2])
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1.2.8 Théoreme de Parreau

Dans son article [[1] Parreau montre le résultat suivant :

Théoreme 1.1. (Parreau 2023)
Le facteur engendré par un autocouplage limite de graphes de puissances d’un
systeme est disjoint de tout systeme mélangeant.

Cela est démontré en utilisant des techniques de convergence faible, en
exploitant la structure des espaces de probabilité standard et en utilisant les
propriétés sur les désintégrations des couplages et des opérateurs de Markov
qui leur sont associés. Nous verrons en chapitre 2 que les méme techniques
permettent en fait de prouver un résultat plus fort (théoreme [2.1)). Une consé-
quence directe du théoreme de Parreau est la suivante :

Corollaire 1.2.29. Tout systeme non mélangeant a un facteur non trivial dis-
joint de tout systeme mélangeant.

Démonstration. Supposons qu’un systeme dynamique (X, A, i, T") est non
mélangeant.

Le systeme étant non mélangeant alors par la proposition [1.2.22] il existe une
sous suite (A+;) de (Azx) qui converge vers A non trivial, ¢’est-a-dire que A
est différent de ;1 ® o :

j—o00

Le couplage A n’étant pas trivial alors la tribu facteur F engendrée par A\ ne
I’est pas non plus.

Alors le systeme quotient (X5, A5, 15, T)5) est un facteur non trivial de
(X, A, u, T) (cf[1.1.6). Or par I'application du théoréme le systeme

(X 13y A g, g, T/g) est disjoint de tout systeme mélangeant. Ce qui veut dire
que (X, A, u, T') posséde un facteur (non trivial) disjoint de tout systeme mé-
langeant. [

Facteur de Parreau Aguémon L. TEHUNGUE (© URN 2024
en théorie ergodique aguemon.tehungue @univ-rouen.fr



Classe caractéristique, multiplicateur et facteur de Parreau 18

Remarque 1.2.30. La sous tribu facteur F considérée par Parreau et le fac-
teur (X/g,A/g, /5 T/g) ne sont pas définis de facon canonique car ils dé-
pendent de la suite (k;).

L’un des objectifs de ce mémoire est d’identifier une tribu facteur définie
de fagcon canonique et qui joue le méme rdle qu’une tribu facteur engendrée
par un autocouplage limite de graphes de puissances d’un systeme : c’est une
des raison qui ont conduit a la définition de facteur de Parreau.

Afin d’atteindre I’ objectif fixé, nous allons montrer que le facteur dont parle
Parreau dans son article [1] n’est pas seulement dans la classe M IX* mais
dans une sous classe particuliere de M I X' appelée la classe des multiplica-
teurs de M IX*. Cette classe a I’avantage d’étre une classe caractéristique,
comme expliqué dans la section suivante.

1.3 Classe caractéristique, multiplicateur et facteur de Par-
reau

Définition 1.3.1. Classe caractéristique

Soit C une classe quelconque de systemes dynamiques.

On dit que la classe C' est une classe caractéristique si :

— elle est stable par passage au facteur c’est-a-dire si (X, A, u, T) € C alors
pour tout systeme (Y, B, v, S) facteur de (X, A, u,T), ona (Y,B,v,5) € C.

— elle est stable par couplage d’un nombre fini et dénombrable de systemes,
c’est-a-dire si pour toute suite (X;, A;, i, T;)ien d’éléments de C, alors le
systeme ([ [,2; Xi, @iy Ai, \,T) ou T est la transformation produit et \ un
couplage de cette famille, appartient également a C.

Remarque 1.3.2. route classe stable par passage au facteur est stable par
isomorphisme.

Dans [3], les auteurs donnent une liste de nombreux exemples de telles
classes. En particulier, ils ont prouvé que la classe 1 D constituée de toutes les
identités des espaces de probabilité Borel standard est une classe caractéris-
tique et est contenue dans chaque classe caractéristique non triviale.

Le résultat suivant est démontré dans [4].
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Proposition 1.3.3. Soient C' une classe caractéristique de systemes dyna-
miques et (X, A, p, T) un systéeme dynamique quelconque. Alors il existe une
plus grande (au sens de ’'inclusion) sous tribu facteur Ac C A telle que le
systeme quotient (X 4., A/a.s Ih/ac, T/Ac) soit dans la classe C.

On dit abusivement que A¢ est le plus grand facteur du systeme dans la
calsse C'.

Corollaire 1.3.4. Soient C une classe caractéristique de systemes dynamiques,
(X, A, 1, T) un systeme dynamique quelconque et F une sous tribu facteur
de A. Si le systeme quotient (X5, A5, 1t)5,T)5) est dans la classe C alors
FCAc

Définition 1.3.5. multiplicateur d’une classe de systéemes

Soit C une classe quelconque de systemes dynamiques.

Soit (X, A, 1, T) un systeme dynamique.

On dit que (X, A, i, T) est un multiplicateur de C' si :

— (X, A, 1, T) € C,

— pour tout systeme (Y, B, v, S) € C et pour tout coupage X € J(T,S)
ona (X XY AQBNT xS)eC.

On note M(C) la classe des multiplicateurs de C.

Remarque 1.3.6. Dans le cas ot la classe C' contient le systéme a un point, le
point 2 de la définition implique le premier car tout systeme réduit a un point
est un élément neutre par le couplage.

Tout d’abord, nous donnons le résultat suivant qui est prouvé dans [3]].

Proposition 1.3.7. Soit C' une classe quelconque de systemes dynamiques.
Alors M(C*) est une classe caractéristique

Corollaire 1.3.8. La classe P := M(MIX™') est une classe caractéristique.

En suivant la suggestion de Mariusz Lemanczyk, on donne la définition du
Facteur de Parreau qui s’appuie sur la proposition [[.3.3] et le fait que P est
une classe caractéristique.
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Définition 1.3.9. Facteur de Parreau

On appelle facteur de Parreau dans un systeme dynamique (X, A, n,T), la
plus grande sous tribu facteur Ay C A telle que le systeme quotient

(X ap: Asags /a5, Tray) soit dans P.

Remarque 1.3.10. /. Le facteur de Parreau est unique et est défini de fa-

con canonique.

2. Le facteur dont parle Parreau est trivial dans tout systeme mélangeant.
En effet, le seul autocouplage limite de graphes de puissances dans un
systeme mélangeant est la mesure produit qui engendre un facteur trivial.

3. De méme le facteur de Parreau est trivial dans tout systeme mélangeant,
cela n’est pas direct comme le cas du facteur dont parle Parreau. 11 suffit
donc de montrer en général que tout facteur (Y, B, v, S) d’un systeme
mélangeant (X, A, i, T) et qui est dans la classe M1 X~ est trivial.

En effet, (Y, B,v,S) étant facteur de (X, A, u,T) qui est mélangeant
alors (Y, B, v, S) est mélangeant.

Puisque (Y, B, v, S) est dans MIX", alors il est disjoint de lui-méme et
par suite tout autocouplage de (Y, B, v, S) est la mesure produit v ® v.
En particulier, ’autocouplage N4 porté par le graphe de I’identité est
la mesure v @ v.

Ainsi, on a pour tout B élément de B :
v(B) =v(B) =v(BNB) =v(BNId(B)) = Ajq(BxB) = v®@v(BXxB).

Donc v(B) = (v(B))>2.
D’onv(B)=00uv(B) = 1.

Alors la tribu B est triviale et le systeme (Y, B, v, S) I’est aussi.

Comme le corollaire [1.2.29] du théore¢me [I.1] indique la non trivialité de
I’un des facteurs dont parle Parreau dans son article [1]] dans tout systeme non
mélangeant, le chapitre suivant a pour objectif de prouver la non trivialité du
facteur de Parreau dans le cas des systeémes non mélangeants.
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CHAPITRE DEUX

FACTEUR DE PARREAU DANS DES
SYSTEMES DYNAMIQUES NON
MELANGEANTS

2.1 La non trivialité du facteur de Parreau dans un systeme
non mélangeant

Nous présentons ci-dessous un résultat central qui est une innovation inspi-
rée par Mariusz Lemanczyk, démontrant que le facteur dont parle Parreau dans
son article [1]] est en réalité dans la classe caractéristique P, ce qui permet de
montrer la non trivialité du facteur de Parreau dans un systeme dynamique non
mélangeant.

Théoreme 2.1. Le facteur engendré par un autocouplage limite de graphes de
puissances d’un systeme dynamique est un multiplicateur de la classe M1 X .
Autrement dit, il est dans la classe caractéristique P

Remarque 2.1.1. Puisque le systeme a un point est disjoint de tout systeme
alors la classe M1X* contient le systeme a un point. D’apres la remarque
[1.3.6] il suffit donc de montrer le deuxiéme point de la définition [I.3.5] et en-
suite le théoreme de Parreau devient bien une conséquence du théoreme 2.1]

Pour démontrer ce resultat nous considérons un autocouplage A d’un sys-
ttme (X, A, i, T) limite faible d’une suite de graphes de puissances 7% (ou
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k; tend vers I’infini), ¢’est-a-dire :

Agi; — A,
J]—0

On désigne par V' I’opérateur markovien associé a A\, J le facteur engendré par
D) Pl . * N . . o .
V, et par V; I’opérateur markovien associ€ a A, ; V; = Uk, (cf proposition

[L.2.15).

Soit (Z, €, k, R) un systéeme disjoint de tout systéme mélangeant. Soit § un
couplage de T" et R. On veut établir que (7" x R)y est disjoint de tout systeme
mélangeant. Soit (Y, B, v, S) un systtme mélangeant. Soit 77 un couplage de
(T x R)g avec S autrement dit un couplage de (X x Z, A ® C,0,T x R) et
(Y, B,v,S).

Ce deuxieme point de la définition [I.3.5] revient a montrer que 7 restreint a
F x € x B est trivial ¢’est-a-dire :
N/Feees = 0/5e @ V.

Soit € J(R, S) la marginale de n sur Z x Y

puisque (Y, B,v,S) e MIX et (Z,C, k, R) € MIX", donc

a=KQU.

La désintégration de n par rapport a X X Z est :

XxZ XxZ

et en désintégrant 1 par rapport a Z X Y on obtient :

n— / 76, @ 6, da(z,y) = / 76, @ 6, dr(2) dv(y)
XY XY

car :

a=KQKU.

La désintégration de A par rapport a la deuxieme coordonnée est :

A:/ )\w®5xd,u(x):/ Ar ® 0, dO(x, 2),
b

XxZ
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car p est la projection de 6 sur X.

Pour la démonstration, nous introduisons les couplages suivants pour tout
n e N*:

Soit m,, € J(T x T*", R) le couplage défini par :

m, = / 0 @ (A\)¥" ® 8, db(z, 2).
XxZ

La projection m,, de m,, sur X" x Z est :
My = / (A)®" ® 0, db(z, 2).
XxZ

Soit p, € J(T x T*", R, S) le couplage relativement indépendant de m,,
et de ) au-dessus du facteur commun X x Z. Alors la désintégration de p,, est
donnée par :

Pn = / 0: @ (A\)®" ®0, @y, dO(z, 2).
XxZ

La projection p,, de p,, sur X" X Z X Y est:
= / )" @ 6. @ 1y dO(, 2).
XxZ

La preuve du théoreme [2.1| repose sur un résultat fondamental, donnant la
relation entre la mesure v et les couplages p,, et m,,.

Proposition 2.1.2. Pour tout entier naturel non nul n, on a :

Pn = My Q V.

Pour démontrer cette proposition, nous allons utiliser le raisonnement par
récurrence sur 7
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2.1.1 Preuve de la proposition 2.1.2]lorsque n=1

Soient f1 € L*(X, A, ), h € L*(Z,C, k) et g € L*(Y, B, v) des fonctions
bornées.
Posons :

A, =/ (fr©h®g) (. 2y) dp(x, 2, y).
XxZxXY

Par désintégration de p; par rapport a X X Z on obtient :
M= [ VA@HE)Tgle.2) oo,
XxZ

ouJ: L}(Y,v) — L*(X x Z,0) est I’opérateur markovien associé a 7.
Puisque la limite de V; est V' (cf proposition alorson a :

Ay = lim Vifi(z)h(z)Jg(z, 2) di(z, 2.)

=0 Jxxz

Par la proposition ona:

A; = lim Up; fi(x)h(2)Jg(z, 2) dO(z, 2)

J=% Jxx7
= lim AT ()T g(x, 2) dO(z, 2).
I S X%z
Par changement de variable (7' = T %ix; 2/ = R7%2) et le fait que 6 est
T x R-invariant on trouve :
A; = lim fi(x)h(RF 2) Jg(T% 2, R¥ 2) df(x, 2)
J70 JXxZ

= lim fl(l‘)h(Rka)U(TxR)kjJg(x,z) df(x, z)

7700 Jxxz
Or UrxpJ = JUs donc Uy, pyi;JJ = JUgn,; , d’oU:
A; = lim fi(@)h(RY2)JU g, g(x, 2) dO(z, 2).
I JXxZ2

On reconnait la désintégration de 7 par rapport a X X Z et par définition
de Jona:
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Ay = lim fi(@)h(RY2)Uge, g(y) dn(z, 2, y).
J70 JXxZxY

Par désintégration de 7 par rapport a Z X Y et le fait que la marginale de 7
sur Z X Y est k ® v, on obtient :

A; = lim Pfl(z,y)h(Rka)USkjg(y) dr(z) dv(y)

J=0 Jzxy

=t [ (nro2) [ Ph)Ug ) ) ) i)

j—00

ou P: [*(X,u) — L*(Z x Y, a) est I’opérateur markovien associé a 7.

Posons
Bj(z) = h(R">2) /Y P fi(z,y)Ugrg(y) dv(y)
Ona:
A; = lim | Bj(z)dk(z)

Soit donc M un réel positif tel que : pour tout (z,y) € Z X Y
[Pfi(z,y)] < M;lg(y)| < Met |h(z)| < M

car les fonctions P f1, g et h sont bornées. Alors on a :

|Bj(z)| < M

/ Pfi(zy)Ugg(y) du(y)‘ pour k-presque tout z € Z
Y
c’est-a-dire :

|Bj(2)] < M

/ Pfi(zy)g(Sky) dv(y)‘ pour k-presque tout z € Z.
Y

En utilisant le fait que S est mélangeant alors pour tout z € Z

lim [ Pfi(zy)g(S"y)dv(y) = / Pfi(z,y)dv(y) / 9(y) dv(y)

j—=oo Jy Y Y

Nous allons d’abord observer le cas ou

ﬂg@mww:o
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donc :
Jm | Ph( y)g(S~My) dv(y) =0
d’ou
jli_{l(;lo B;(z) = 0 pour s-presque tout z € Z.
Enplusona:

|B;(2)| < M? pours-presque tout 2 € Z et pour tout j

 étant une mesure de probabilité alors toute fonction constante est intégrable,
et d’apres le théoréeme de la convergence dominée :

Ay =lim | Bjdk(z) =0,

Jj—oo J o
A= /X (@) (. 2) i, /Y gdv

/gduz()
Y

Considérons le cas ou g est quelconque et posons :

car

gozfyg(y)dv(y) et G=g—

v étant une mesure de probabilité on a :

/Y 3(y) dv(y) = 0

Alors en appliquant le Cas 1 on obtient :

/ (fl®h®§)($7zay)dﬁl($azay):0
XxZxY

[ thehe - m) @z iz = 0
XxZxY

Al_/ (f1®h®go) (x,Z,y)dﬁl(ZE,Z,y)zo
XxZxY
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Ay — go/ (i®h®ly)(z, zy)dp(z,z,y) =0
XxZxY

A= [ (@) (@) ding.2) =0
XxZ
D’ou
A= / (fi ®h) (z, 2) din(z, Z)/ 9(y) dv(y)
XxZ Y
car :
g0 = /Y 9(y) dv(y)
Ce qui exprime que :
pr="m1 Q V.

La proposition est donc vraie pour n = 1

2.1.2 Hérédité de la propriété énoncée dans la proposition 2.1.2]
Soit n > 1 et supposons que la proposition est vraie pour n ¢’est-a-dire :
Pn =My Q V.
Maintenant on veut montrer que la proposition est vraie pour n + 1 c’est-a-
dire :
ﬁn—i—l = Mpt1 @ V.
Soient n+ 1 fonctions mesurables bornées f1, . .., f,, fnr1 dans (X, A, ), une

fonction mesurable bornée h dans (7, C, k) et une fonction mesurable bornée
g dans (Y, B, v).

Posons :
App1 = / (®?:+11 i Qh® g) dppi1.
Xntlx7ZxY

Comme pour le cas n = 1, il suffit de montrer que A,,;; = 0 pour g d’intégrale
nulle.

Pour montrer ¢a, nous allons montrer d’abord la convergence faible dans
L*(X™ x Z x Y, p,) suivante, grace au théoréme de la convergence dominée
et le fait que la transformation S est mélangeante.
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Lemme 2.1.3. Soient n un entier naturel non nul, n fonction(s) mesurable(s)
et bornée(s) f1,..., fn sur (X, A, ), une fonction mesurable et bornée h sur
(Z, C, k) et une fonction mesurable et bornée g sur (Y, B, v) d’intégrale nulle.
Si pr, = My, @V alors (®?:1UTIC]- fz) QU pre; h @ U iy g converge faiblement vers
0 dans L*(X"™ x Z X Y, py).

Démonstration. Supposons p, = m, @ vetsoit k € L*(X" x Z x Y, p,) et
bornée.
Posons :

Aj= / k(Z,2,y) <®?:1UTkjfi ® URkjh ® Uskjg) (z,2,y) dpn(7, 2,y)
XnxZ XY

avec T = (x1, ..., x,). Alors

Aj = /)'( p Yk(f7zay) (®?:1UTkjfi) (f)URth(Z)USng(y) dﬁn('fazay)

En utilisant I’hypothese p,, = m,, @ von a:

Aj = / k(@ 2,9) (D Upss fi) (2)U i h(2) Ui 9(y) din (2, 2) du(y)
XnxZxY

Donc :

4= [ ([ Emtmn) @
/ k@,z,y)Us@g(y)du(y)) dita(2, 7).
Posons

Ki(7,2) = (81 Ups, £1) (5)Upss h(2) /Y K&, 2. 9) Uty o(y) du(y).

Bi(#,2) = (81 Uys, £) (2)U sy h(2) /Y k(@ 2, 9)9(SMy) du(y)
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etona:
A]:/ k(2 2) difun(7, 2).
XnxZz

Puisque les fonctions f1,..., f,., g h et k sont bornées, soit M un réel positif
tel que : pour tout (7, z,y) € X" X Z x Y etpouri=1,...n

| filws)| < M;|g(y)] < M;|h(2)] < Met |[k(z,2,y)| < M.
Ona:

|k (, 2)| < M

| ke s nalstant)| oo (@2 € X7 x 2
Y
En utilisant le fait que S est mélangeant on obtient

lim [ Kz 2.0)9(5%9) dvty) = [ Ko,z dvty) [ o) dvly

Jj—oo Jy Y Y
Or
/g(y) dv(y) =0,
Y
donc :
lim [ k(Z,z y)g(S"y) dv(y) = 0.
J—0 Y
D’ou

lim kj(z,2) =0pp (z,2) € X" x Z.

j—00

En utilisant |g(y)| < M et |k(Z,2,y)| < M ona:
kj(z,2)| < M" P ppz e X"

et toute fonction constante est intégrable car m,, est une mesure de probabilité.
Alors par le théoreme de la convergence dominée on obtient :

lim A; = lim kij(z,z)d\,(z) = 0.

J]—00 ]—00 Xnx7
Et puisque k est quelconque dans L?(X" x Z x Y, p,,) alors cette égalité ex-
prime la convergence faible de (@7 Uy f;) @ Upiyh ® Ugr;g vers 0 dans
LA(X"x Z XY, pp) []
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Suite de la démonstration de la proposition[2.1.2] :

Par désintégration de p,,; 1 par rapport a X X Z on obtient :

At :/X Zan+1 (H Vfi(x ) 2)Jg(z, z)di(x, 2).

Puisque la limite de V; est V' (cf proposition|1.2.27) alors on a :

An—H = lim an—i—l <H sz > Jg(l’ Z) d@(l‘ Z)
J=%0 JXxz
En appliquant la proposition|1.2.15|; U+, = V; ona:
An—l—l = lim UT an—H <H sz ) Jg(l’ Z) d(g(x Z)

J=0 Jxxz

J=% Jxxz

Ay = lim [ fuer(T552) (va:c)) h(=)Jg(x, 2) db(z, 2).

Par changement de variable (7' = T %ux;2 = R7%2) et le fait que 6 est
T' x R-invariant on trouve :

| 3

j*>OO

R% fi(T%)> hRY2)Jg(Thz, R¥2) df(x, z)
1

= lim fn—l—l( ) ( -
J=0 JxXxZ o1

1

An+1 = lim fn+1( ) (
XxZ i

U Vfl(a:)> h(R" Uiy psJ9(@, 2) db(z, 2)

= lim fn-i—l( ) (
J=0 JxXxZ

i:1

VU, fi( )) ,h(2)JUgr g(x, 2) dO(z, 2),
car Upi, Vo= VUp; et Upy gy ] = JUgs;.
On reconnait la désintégration de p,, par rapport a X X Z, et on obtient :

App1 = / (fn+1 & (®Z-L:1UTkj fz) ® Upk;h ® USkjg) dp,.
XxXnxZxY
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Par la désintégration de p,, par rapporta X" X Z X Y ona:

An+1 = hm ann+1- ((®?:1UT’%‘ fz> ® URkjh ® Us’fjg) dﬁn
IO JXnxZxY

avec Q,, : L*(X, ) — L*(X"x Z XY, p,) I’opérateur markovien associé a p,,.

En utilisant le fait que :

Pr— T @y et / o(y) dv(y) = 0,
Y

alors ( i Urpk; fi) ® Upr; h@Ugr; g converge faiblement vers 0 dans L* (X" x

Z XY, pn), (cf proposition2.1.3)
Ainsi on obtient :

An+1 =0
Ce qui implique que :
ﬁnJrl = anrl K v.

Donc la proposition est aussi vraie pour n + 1.
Et par conséquent, pour tout entier naturel non nul n, on a :

Pn = My Q V.

2.1.3 Démonstration du théoréme

. Le fait que F est la tribu facteur engendré par I'image de V dans L*(X, u1)
alors L*(F, uu) est linéairement engendré par les produits [ [, V fiou fi1, ..., f»
sont des fonctions mesurables bornées sur X.

Donc pour montrer que :

N/FzeeB — 9/?@6 K v.

il suffit de montrer que pour tout n > 1, pour toute(s) n fonction(s) mesu-
rable(s) bornée(s) fi,..., f, sur X, toute fonction mesurable bornée g sur Y
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et toute fonction mesurable bornée h sur 7,

/Mxy<<ﬁvfi> ®h®g> dn/xm((ﬁvfi) ®h> defygdy,

Soint n > 1, n fonction(s) mesurable(s) bornée(s) f1, ..., f, sur X, une fonc-
tion mesurable bornée ¢ sur Y et une fonction mesurable bornée h sur Z.

- ((ﬁm) @h) 5 [ gar

On reconnait la désintégration de m,, par rapporta X X Z etona:

A :/ (@1 fi @ h) dmn/ gdv.
XnxZ Y

En utilisant le fait que :

Posons :

Ainsi :

Pn = My Q V.
ona:
A= (smpehegds,
XnxZxY

Par désintégration de p,, par rapporta X X Z ona:

A= / <HVfi(x)> h(2) - gz, 2) dO(x, 2).

On reconnait la désintégration de 7 par rapport a X x Z et on obtient :

A:/ Vil ®h®gdn.
XxeY(l_{ f) g

1=

Ainsi

/szxy ((11”) ®h®9> d”:/XXZ ((HW) ®h> d9/ygdy,

D’ou
N/Feces = 0/50e @ V.

Ce qui acheve la preuve du théoréme par la remarque ]
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Puisque J' C A est une tribu facteur et que le systéme quotient (X 5, A /g, ft/5, T))
est dans P alors on a F C Ay (cf corollaire |1.3.4]).

Corollaire 2.1.4. Le Facteur de Parreau dans un systeme dynamique contient
la tribu facteur engendrée par tout autocoupage limite de graphe de puissance
de ce systeme.

Ainsi si F n’est pas trivial alors A ne I’est pas non plus : le facteur de
Parreau du systeme (X, A, i, T') n’est pas donc trivial.

Corollaire 2.1.5. Le Facteur de Parreau dans un systeme dynamique non mé-
langeant est non trivial.

Corollaire 2.1.6. Le Facteur de Parreau dans un systeme dynamique est tri-
vial si et seulement si le systeme est mélangeant.

Afin de bien comprendre ces résultats, nous allons donner quelques exemples
dans la section suivante.

2.2 Illustration a I’aide d’exemples

Dans cette section, nous illustrons le théoreme [2.1] et sa conséquence a
I’aide d’exemples concrets. Ces exemples permettent de mieux comprendre
les concepts et les résultats présentés.

Exemple 1 : Transformation de Chacon

Considérons le systeme dynamique standard (X, A, u, T') de Chacon. Alors
T n’est pas mélangeant. D’apres le corollaire il existe donc un facteur
non trivial de 7" qui est dans la classe caractéristique P.
Or T étant la transformation de Chacon, le systeme (X, A, 1, T) n’a pas un
autre facteur non trivial autre que lui-méme : cela découle de la propriété des
autocouplages minimaux. Donc

(X, A, u,T)eP.
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Exemple 2 : Les transformations rigides

Considérons le systtme dynamique standard (X, A, u, T') et rigide. Alors
par la proposition [I.1.12], 7" n’est pas mélangeant.
Or T étant une transformation rigide, il existe une suite d’entiers (k;) ten-
dant vers +oo telle que
j—00
ATkj — A Id-

Or I’autocouplage Aj; engendre la tribu borélienne A. Donc une application
directe du théoreme 2.1] permet de conclure que :

(X, A, u,T)eP

En particulier d’apres la proposition toute rotation est rigide alors toute
rotation est dans la classe caractéristique P.

L’exemple qui suit nous donne un cas ou le Facteur de Parreau contient
strictement une sous tribu facteur non triviale engendré par un autocouplage
limite de graphe de puissance d’un systeme dynamique.

Exemple 3 : Autre exemple

On considere 1’espace de Borel standard ([0, 1], Ay, 149) ol j1o est la mesure
de Lebesgue. Sur cet espace 1’article [7] prouve I’existence de deux automor-
phismes T et T et de deux suites d’entiers (k;) et (k?) tendant vers +oo telles
que

ATk;. — Apg # 1o ® po et ATk;. — Qg # 1o @ po

mais
A —po®@puo et A 1 — pg & po.
T’ T,’

Considérons maintenant le systeme produit (X, A, u, T') des deux systémes
([O, 1], Ao, 1o, Tl) et ([O, 1],A0, o, Tg), c’est-a-dire

X =[0,1] x[0,1], A=Ay®@ Ay, p=po®puy, et T =T xT

Dans ce systeme nous avons deux tribus facteurs J; et 5 donnés par les
deux coordonnées (les deux systemes sont des facteurs du systeme et par les
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projections, on obtient les tribus facteurs). Ona: J; vV Iy = A
Par la compacité il existe une sous suite (kj ) de la suite (k;) telle que

T 7

Cette sous suite est telle que le long de 1a premiere coordonnée est rigide tandis
qu’elle est mélangeante le long de la deuxieme coordonnée.

1. On considere la sous tribu facteur " engendré par A : (X5, A5, /5, T)5) €
MIX" (théoréme de Parreau)

2. F; C F car on a la rigidité le long de la sous suite (k;,) pour la premiere

i

coordonnée.

3. Puisqu’on a le mélange le long de la deuxieme coordonnée et d’apres
la démonstration du théoreme de Parreau, on a F, | F. En effet dans la
démonstration de Parreau, le facteur dont il parle est aussi disjoint de tout
systeme mélangeant le long de la sous suite définissant 1’autocouplage
limite de puissance de graphe.

4. Des points 2 et 3on aF = F;. En effet pour toute fonction f F-mesurable.
Alorsona: f = E(f|A) = E(f|F1 VvV Fy) = E(f|F1) d’apres 3. Donc f
est J1- mesurable, ainsi I C J;. Et d’apres 2 on a I’égalité.

Le Facteur de Parreau Ay du gros systeme (X, A, u, T) vérifie
F1VIFy C Ap
Or F1 V Fy = A et puisque Ap C A alors Ap = A.
(X, A, 1, T) eP.

Ces exemples illustrent comment le théoreme peut étre appliqué pour iden-
tifier des éléments non triviaux de la classe caractéristique P .
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